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Ter  bevordering  eener  geregelde  toezending  van  de  drukwerken  van  het  Genoot- 
schap, wordt  den  leden  beleefd  verzocht  bij  verhuizing  hun  nieuw  adres  op  te  geven 
aan    Dr.   D.  C0EUN6H,    Ondervoorzitter  van   het  Genootechap,  Amsterdam,    Van 


De  Yölgeddé  ^rroeger  verschenen  uitgaven  zijn  tegen  de  daarbij 
aangegeven  prijzen  te  ontbieden  bij  den  Ondervoorzitter,  Dr.  D. 
CoELiNOH,  Amsterdam,  Van  Breestraat  143,  bij  wien  men  ook 
klachten  inbrengen  kan  over  eventueele  onregelmatigheden  in  de 
toezending  def  uitgaven  van  het  Oenootschap. 

Feestgrave  van  het  Wiskundig  Genootschap  ter  gelegenheid 
van  zijn  honderdjarig  bestaan,  bevattende  de  herdruk  van  twee 
zeldzame,  merkwaardige  HoUandsche  werken  [(Corte  onderrich- 
tinghe  dienende  tot  het  maecken  vande  reductien  van  de  tacx- 
custingen  tot  gereede  penningen,  om  dien-volgende  te  eysschen 
en  ontfangen  den  veertichsten  penning  op  alle  vereochte  of 
vervreemde  onroerende  goeden,  volgende  tplacaet  der  Heeren 
Staten  van  den  xxii  Decembris  1598)  en  (Waerdye  van  Lyf-renten 
,naer  proportie  van  Ijos-reoten ,  geteekend  Johak  db  Witt,  1671)] 

in  den  handel  /6,00 voor  de  leden  ƒ  3,00. 

Register  naar  eene  wetenschappelijke  verdeeling  op  de  werken 
van  het  Wiskundig  Geoootschap,  Amsterdam,  1885 

in   den   handel   fSfiO     ....     voor  de  leden  /1,50. 

Grondslag  van  een  bibliographisch  repertorium  der  wiskundige 
wetenschappen  (naar  den  franschen  tekst  bewerkt),  Amsterdam,  1892 
in   den   handel   f  2^00     ....     voor  de  leden  /1,00. 

Voordrachten  over  den  Grondslag,  per  vel 

in   den   handel   f  O, 'M    ....     voor  de  leden  /"0, 15. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde ,  eerste  reeks ,  twintig  deelen , 
tweede  reeks,  deel  1  en  2,  per  deel 

in   den   handel  /*4,00     ....     voor  de  leden  ƒ  2,00. 
(De  volgende  deelen  per  deel 

in   den   handel   /6,00     ....     voor  de  leden  /3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den   handel  /1,50     .     .     .     .     voor  de  leden  /0,75). 

Wiskundige  Opgaven  met  de  oplossingen ,  nieuwe  reeks , 
deel  1 — 8  per  deel 

in   den   handel  /6,00    ....     voor  de  leden  ƒ  3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den   handel   ƒ1,00    .     .     .     .     voor  de  leden  /0,50. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques ,  deel 

1 — 10,  van  elk  twee  stukken  k  /4,00  en  bij  overcompleete  stukken, 
per  stuk  ƒ2,00. 

Tables  des  matières  des  volumes  I— V.    .    .    .    ƒ2,00. 

„  „  „  n  ff        '^i — -X.  .      .      .      .      ƒ3,00. 
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Vraagstuk  I. 


K  2  d.  Zijn ,  met  betrekking  tot  de  middens  der  zijden  BC,  CA, 
AB  van  driehoek  ABC ,  de  punten  A',  B',  C'  symmetrisch  met  een 
punt  P  en  de  punten  A| ,  Bj ,  C,  symmetriseh  met  de  hoekpunten 

A ,  B ,  C ,  dan  zullen  de  rechten  door  A ,  B ,  C  evenwijdig  met  BB', 
CC',  AA'  elkander  in  een  punt  Q  snijden,  zoodxa  P  behoort  tot 
de  ellips  welke  A, ,  Bj ,  Cj  bevat  en  haar  middelpunt  in  het  zwaar- 
tepunt van  ABC  heeft.  Men  vraagt  dit  te  bewijzen  en  tevens  de 
meetkundige  plaats  te  bepalen  van  Q.         (Dr.  H.  van  Aubel.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  Dr.  A. 
J.  A.  Prange  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Oaan  wij  100  vraagstukken  terug  (DL  YIII,  yr.  I),  dan  lezen 
wij  daar  (met  yerandering  van  P  in  P'):  ^Als  P'  een  punt  is 
van  de  bg  driehoek  ABC  behoorende  ellips  yan  Steinbb  ,  yraagt 
men  te  bewijzen ,  dat  de  rechten,  door  A,  B,  C  evenwgdig 
met  BP^  CP\  AP'  getrokken,  door  een  punt  Q  gaan,  en  de 
meetkundige  plaats  te  bepalen  van  het  punt  Q.'^ 

Dit  vraagstuk  vormt  de  kern  van  het  nieuwe  yraagstuk ;  want 
de  rechten  BP',  CP^  AP'  in  het  eerste  zijn  in  het  laatste  yraag- 
stuk door  BB',  CC',  AA'  aangeduid.    Het  zgn  de  rechten  door 

B,  C  en  A  eyenwgdig  met  B,P,  G^P  en  A,P  getrokken. 

Om  dit  in  te  zien  merke  men  het  volgende  op.  Ten  opzichte 
van  de  middens  van  BC,  CA,  AB  liggen  Ai,  Bi,  C]  symme- 
trisch met  A,  B,  C.  De  hoekpunten  yan  driehoek  ABC  zgn 
dus  de  middens  der  zijden  van  driehoek  A|B,C,,  welke  met 
eeystgenoemden  driehoek  homothetisch  ligt  ten  opzichte  van  het 

WuK.  Opg.,  Dl.  IX.  1 
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"^  gemeenschappelijk    zwaartepunt    G.     De    om    de    driehoeken 

\^  -^fBiCj    en  ABC  beschreven  ellipsen,   welke  G  tot  middelpunt 

hebben,  zijn  de  bg  die  driehoeken  behoorende  ellipsen  van 
Steiner.  Op  de  eerste  ligt  het  gegeven  punt  P ,  op  de  laatste 
het  met  P  homothetisch  geconstrueerde  punt  P^  De  rechten 
BP',  CP',  AP'  liggen  homothetisch  met  de  rechten  B,P,  C,P, 
A,P  en  zijn  er  dus  mede  evenwgdig. 

Evenwgdig  met  dezelfde  rechten  zijn  echter  ook  BB',  CC', 
AA'.  Want  ten  opzichte  van  het  midden  van  CA  ligt  B  sym- 
metrisch met  B, ,  en  B'  met  P ,  zoodat  BB'  evenwijdig  is  met 
B,Py  enz. 

Het   vraagstuk   is   nu  teruggebracht  tot  eeo  ander,  en  men 

yindt  als  antwoofd  op  de  gestelde  vraag,  dat  ue  meetkundige 

plaats  van  Q  de  bij  driehoek  ABC  behoorende  ellips  van 
Steiker  is. 


Oplossing  van  T«  J.  Allerbma  en  Dr.  H.  vak  Aubel. 

Worden  de  barycentrische  coördinaten  van  P  door  {a\  f3',  7') 
Yoorgesteld,  dan  zijn  die  van  A',  B',  C'  achtereenvolgens 

(-  «',  y'  +  a',  a'  -f  ^0 ,    O'  +  y',  -  fi',  a'  +  0') . 

O'  +  i,  r'  +  «',  -  7') 

en   de   Teigeljjkingeii   der  door  A,  B,  C  met  BB',  CC',  AA' 
evenwijdig  loopende  rechten  zijn 

(a'  +  /3')/3  +  («'  +  2^'  +  7')7=0, 

(/a'  +  7')7  +  (a'  +  ^'  +  27')«  =  0.   }•     •     •     •    1) 
(y  +  a')a  +  (2a'  +  /3'  +  7')^  =  0. 

Door  eliminatie  van  a,  (i,  y  bekomt  men ,  a'  +  /3'  +  7'  =  s' 
stellende,  voor  de  voorwaarde  dat  die  rechten  door  één  punt 
gaan,  de  vergelijking 

(«'  -  a')  is'  - 13')  («'  -  r')  +  (»'  +  «')  (»'  +  /3')  («'  +  r')  =  O 
of,  na  ontwikkeling  en  weglating  van  den  factor  a'  +  /3'  +  7', 

0'y'  +  7'a'  +  a'/3'  +  «'*  =  O , 
of 

«•«  +  /3'*  +  7"  +  S^'-y'  +  a-y'a'  +  3a'0'  =--  0. 

Deze   vergelgking  stelt   de   ellips   voor  die  door  de  punten 
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A,  (-1,  1,  1),  B,  (l,  -1,  I),  C,  (1,  1,  -1)  gaat  en 
G(l,  1,  ])  tot  centrum  heeft,  dus  de  ellips  van  Stbiner  voor 
driehoek  A|B,Ct. 

Geeft  men  aan  de  vergelijkingen  1)  den  vorm 

(0  +  7)a'  +  O  +  27) /3'  +  77-0, 
aa'  +  fy  +  a)  j3'  +  (7  +  2d)y'  =  O, 
{a  +  2/3)  a'  +  /j/3'  +  (a  +  /3)y=  O, 

dan  verkrijgt  men ,  door  eliminatie  van  a\  /3^  7'  en  deeling 
door  <)(  +  ^  +  7  9  ^oor  de  meetkundige  plaats  van  het  punt  Q 
de  vergelijking 

die  de  ellips  van  Steineb  van  driehoek  ABC  voorstelt 


Vraagstuk  II. 

m 

K  1  C.  Op  de  zijden  van  driehoek  ABC  beschrijft  men  buiten- 
waarts  en  binnenwaarts  de  gelijkzijdige  driehoeken  BCA',  CAB', 
ABC'  en  BCa',  CA^',  ARr',  die  tot  middelpunten  hebben  I«,  I*,  lo 
en  i«,  i'i,  ie»     Te  bewijzen 

d)  dat  de  som  der  vierkanten  van  twee  overeenkomstige  zijden 
in  de  driehoeken  ItXiXc  en  i«/Vc  het  derdedeel  is  van  de  som  van  de 
vierkanten  der  zijden  van  driehoek  ABC; 

b)  dat  de  som  van  de  vierkanten  der  zes  zijden  van  de  driehoeken 
A'B'C'  en  a'b'c'  het  vijfvoud  is  van  de  som  der  vierkanten  van  de 
zijden  van  driehoek  ABC  '). 

O  p  g  e  1  o  s  f  door  T.  J.  Allersma  ,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr. ,  Dr.  A. 
J.  A.  Prange  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing   van  Dr.  C.  Stolp. 

Op  de  zijden  BC  =  a,  Ck-=h^  AB  =  c  als  basis besehrijve 
men  buiten-  en  binnenwaarts  gelijkvormige  gelijkbeenige  drie- 
hoeken y  de  eerstgenoemde  met  de  toppen  Pa ,  P« ,  P^ ,  de  laatst- 


*)     Zooals   door  alle  oplossers  is  opgemerkt,    bevatte  de  oorsproDkelijke  opgaaf 
eeo  onjuistheid. 

1* 
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^noeilide   met  de  toppen  p^^  p»,  p^.    Zg  ^  een  hoek  van  de 
:  basis   in   elk  dier  driehoeken  en  y  de  hoek  BC^  yan  den  ge- 

ge.en  driehoek,  dan  is  CP.  =  €;,.=  -?_,  CP.=C;..=  -^. 

®  ^  2C08^  ^        2C08^ 

^  P«CPé  =  7  +  20 ,  Z.  PüGph  «7  —  2^   en  men  heeft  volgens 
den  cosinnsregel 

a*  JJ»  2ab 


4  008^0  4  008^0  4  008^0 

a^  6»  2aó 


P«P*  =  -; :: h  -: : 5 —  oos  (7  — 2a). 

^^  4CO8»0         4CO8»0  4CO8*0  ^'^  ^^ 

Telt   men   deze    vergelijkingen   bij  elkaar  op  en  drukt  men 
teyens  cos 7  in  a,  6  en  c  uit,  dan  vindt  men 

2     a*  +  i*  —  2a6  cos  7  cos  2^ 


P.P»    +  p,p,  = 


2  C08^  0  \  1  \ 


_  a^  +  h^  -  («^  +  6^  —  (?)  cos  20 

2  OOB^  0 

Yoor  0  =  30^  is  cos^  ^  =  j-  en  cos  2^  =  ^  en  de  vergelijkiug 
gaat  over  in 


T-ra 


IJ*  +  iaik  =iia^  +  b^  +  <^). 

Hiermede  is  de  eerste  stelling  bewezen.  Neemt  mrn  nu 
0  =-60^  dan  is  cos^^  =  ^  en  oos20  =  -  i-  De  vergelijking 
1)  gackt  dan  over  in 

Men  vindt  verder  door  verwisseling  van  letters 

B^*  +  ÏV^  =  3(ft»  f  ir')  -  o», 

en  door  optelling  van  de  laatste  drie  vergelijkingen 
a7B'*  +  BV'^  +  CT'*  +  (,"^^  +  ÏV^  +  é^'2  =  5(0»  4.  fta  4.  c2), 
waarmede  ook  de  tweede  stelling  bewezen  is. 
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Vraagstuk  III. 

Q  2.  In  R«  is  een  simplex  S(fr-|-  i),  d.w.z.  eencelmet(fr+i) 
hoekpunten,  («  +  1)2  ribben,  («  +  1)3  zijvlakken  enz.  ten  grond- 
slag gelegd  aan  een  stelsel  van  barycentrische  coördinaten.  Van 
een  tweede  simplex  S'  (»  +  i)  zijn  de  coördinaten  der  hoekpunten 
achtereenvolgens 

("11  >   "121   ••.«!.  n  +  Of 

("2ti  ^f  •  •  •  "3,«  +  i)  .  •  •  (««  +  1.1,  a«  +  i.s  .  •  .  «■  +  i,»  +  i). 

Te  bewijzen,  dat  de  inhoud  I'  van  S'  in  den  inhoud  I  van  S 
wordt  uitgedrukt  door  de  betrekking 


r  = 


«II     «12 «i.«+i 

"ai     ^ "«,  »  +  i 


I. 


(J.  A.  Barrau.) 


Oplossing  van  J.  A.  Bakract. 

Als  bekend  wordt  aangenomen  de,  naar  analogie  met  K^  en 
E3  te  bewijzen  stelling ,  dat  de  inhouden  van  twee  simplexen , 
waarvan  de  in  een  hoekpunt  samenkomende  ribben  langs  elkan- 
der yallen,  met  de  producten  dier  ribben  evenredig  zijn'. 

Daar  nu  de  te  bewijzen  stelling  voor  R3  en  R3  bekend  is, 
hebbeh  we  slechts  aan  te  toonen  dat  ze  yoor  R»  geldt  indien 
ze  yoor  R».i  waar  is: 

EenYoudigheidshalve  zullen  we  hiertoe  de  geldigheid  voor  R3 
uit  die  voor  B^  afleiden,  volgens  eene  methode  echter,  welke 
onveranderd  yoor  de  afleiding  yan  Hn  uit  R..i  kan  worden 
gebezigd. 

Zij  PQRS  het  coördinaten-viervlak  [algemeen:  S(n+ 1)]) 
A1A2A3A4  een  tweede  viervlak  (simplex),  waarvan  de  biEurycen- 
trische  coördinaten  der  hoekpunten  gegeven  zijn. 

Projecteer  die  hoekpunten  uit  P  op  het  vlak  QRS  [algem. : 
op  de  overstaande  R«-.i  van  S(n  +  l)]f  <lAn  yormen  die  pro- 
jecties eene   figuur   A.\k\k'2^\j   waarvan,   bg  beurtelingsche 
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weglating   van   een   der   punten»    4  driehoeken   A'2^'3A.'4  enz. 
overblijven  [algem.:  (n  +  1)  simplexen  S  (n)  overblgven] 
In  het  zijvlak  QRS  zijn  nu  de  barycentrische  coördinaten  van 


A',  :  O  , 


a,2 


«13 


Ou 


l-oii       1 — On       1     o,| 


Oja 


^22 


024 


l-( 


'21 


1- 


021 


1- 


"21 


algemeen : 


algemeen : 


«!,»  +  ! 
1— «11  . 


as,  n  +  1 


1— a 


21  J 


Voor  de  inhouden  der  driehoeken  A\A'^k\^  A'iA\k\f 
A\k\A'^  en  A'jA'jA',,  in  verhouding  tot  driehoek  PQR,  mogen 
we  nu  den  determinant  der  coördinaten  stellen,  dus 


«12 


"13 


«14 


1— o„ 

l—a,, 

1— "11 

«22 

«23 

"24 

1       02I 

1— "21 

1— "ai 

"32 

"33 

"34 

1— Oj,         1— "31         1— "31 

voor  de  verhouding  van  A',A'2A'3  tot  QHS.  Diezelfde  ver- 
houding bestaat  echter  tusschen  de  pyramide  PA',A'2A'3en  het 
viervlak  PQRS  [algem.:  tusschen  de  n-dimensionale  pyramide 
met  P  tot  top  en  A',A'2  •  .  •  A'«  tot  grondsimplex  en  het 
fundam-  simplex.] 

Yergeljjken  we  nu  de  pyramiden  PA',A'2A'3  en  PAiA2A3, 
waarvan  de  in  P  samenkomende  ribben  langs  elkander  vallen; 
hun  verhouding  is  gelijk  aan  het  product  der  verhoudingen 

PA,        PAa        PA3 
PA',  '     PA'2'    PA '3' 

Deze  verhoudingen  zijn  echter  gelijk  aan  (1 — o,,),  (1  — 021), 
(1  —  03,)  zoodat  door  vermenigvuldiging  van  den  gevonden 
determinant  de  noemers  wegvallen  en  voor  de  verhouding 
PA,A2A3  :  PQRS  gevonden  wordt 


0,2 


"22 


"13 


"23 


"14 


"24 


'32 


"33 


"34 


OPGAVEN.    N«.  3  en  4. 


Nu  is  A,A2A3A4  =  PAaAgA^-PAiAjA^+PAjAaA^— PAiAjAj. 
Dus  is  de  verhouding  A,A2A3A4  :  PQR8  gelijk  aan  den  deter- 
minant 

1       Oj2        Ol3      "u 
1        022        «'23       «24 


1 
1 


«32         «33       ^34 


'42 


'43 


'44 


en  daar  ten  slotte  de  som  der  barycentriscbe  coördinaten  Tan 
een  punt  gelijk  is  aan  een,  vindt  men  door  de  eerste  kolom 
met  de  volgende  kolommen  te  verminderen 


r:i= 


"11  °\2  "13  "14 
"21  "22  "23  "24 
"31        "32       "33       "34 


"41        "42       "43       "44 

in  het  algemeen  dus  het  gevraagde. 


Vraagstuk  IV. 
E  1  a.     Men  vraagt  aan  te  toonen ,  dat  de  vergelijking 


=r 


c  ik  -  s) 


voor  alle  positieve  waarden  van  s  geldt.    Hier  stelt  C  (s)  de  functie 

1 1 f-  ...(«>  i)  van  RiEMANN  voor. 

i^  2^  3^ 

(Dr.  J.  C.  Kluyvkr.) 
Opgelost  door  Dr.  J.  C.  Kluyver  en  Dr.  J.  Stein. 


Oplossing  van  Dr.  J.  Steik. 

De  F-functie  en  de  ^-functie  kunnen,  voor  alle  waarden  van 
het  argument  z ,  aldus  voorgesteld  worden  door  lusintegralen 


1 


r(l+z)        2vier 
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De  integratieweg  loopt  yan  -f-  oo  langs  de  reëele  as  tot  in 
de  nabgheid  yan  't  nulpunt,  draait  éénmaal  in  negatieven  sin 
om  't  nulpunt ,  en  keert  weer  langs  dezelfde  as  terug  naar 
+  00 .  Yerder  moet  arg.  u  =  O  zijn  op  het  tweede  rechtlijnige 
deel  yan  den  integratieweg. 

Yan  deze  definitiën  uitgaande ,  schrg ven  wij  achtereen yolgens 

r  (1  +  «)       2irir-"  J 

2irie-i"  J  ^  -  Ij^  r(H-  i) 

-       ^  2irte''(*— '  r(l  +k)J  «•  —  1       ~" 


i^r(H-fc)r(i +  «-*)' 


mits  dez»  reeks '  oonTergeero. 
Voor  O  <  «  <  k  is 


r(i  +  i)r(i+«-i)  ^         r(i  — «+i)r(i+«— fc) 

TT  (4  —  5) 

Daar-  Z{k — s)'  bij  toename  yan  k  zeer  snel  tot  1  nadert, 
naderen  dus  de  termen  der  reeks  tot  nul.  Het  quotiënt  van 
twee  opeenrölgende   termen   Un^i  en  ti»  kunnen  wij,  bij  zeer 

groote  waarden   van  n ,    voorstellen  door  -^ —  = ,   daar 

—  1  van  oneindig  kleine  orde  is  ten  opzichte  van  -- 


De  termen  der  reeks  zijn  dus  afwisselend  positief  ep  negatief, 
terwijl  de  absolute  waarde  voortdurend  afneemt  en  tot  nul 
nadert.    Derhalve  convergeert  de  reeks  voor  s  >  0. 


OPGAVEN.    N^.  4.  9 


Oplossing  van  Dr.  J.  C.  Elutver. 

Tot  de  beschoawde  vergelijking  kan  men  geraken  door  het 
onderzoek  van  eene  functie  /«(O),  die  men  kan  opvatten  als 
eene  uitbreiding  van  de  functie  van  Pernoulli. 

Steh  men  nl. 


'••<•'  = -Si  ƒ  ^^^r- 


dz 


w 

waarin  8  een  positief  getal ,  O  een  argument  tusschen  O  en  1 
beteekent ,  en  de  integratieweg  is  een  lus  van  0  =  -f  ao  uit 
geslagen  om  ar  =  O,  dan  zal  deze  functie  voor  geheele  waarden 
van  8  niets  anders  zijn  dan  de  functie  van  Bernoulli  met  het 
rangnummer  8,  Maar  voor  elke  waarde  van  «,  geheel  of  niet, 
is  /«(l)  nul.     Men  heeft 

2vt  J  2jri  Z^     k\     J      C  —  l 

w  *=i  w 

en  volgens  bekende  integraalformules 

(grit 


of 

/  rm  =  -      ^     _  V  ^ -  ^^^-'^^ 
^'^^         r(i  +  »)     i^*i  r(i+s-Jk)* 

Men  heeft  hierin  te  Btdlen  9=1,  en  vindt 


-S 


wat  te  bewijzen  was. 
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Vraagstuk  V. 

M'  9  d.  Bepaal  de  meetkundige  plaats  der  gelijkzijdige  hyper- 
bolen, die  evenwijdig  zijn  met  een  gegeven  vlak  en  vier  gegeven 
rechten  snijden.  (ƒ.  Neuberg.) 

Opgelost  door  Dr.  C.  Stolp,  Dr.*H.  de  Vries  en  Dr.  J. 
DE  Vries. 


Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

1.  De  vergelijking  der  meetkundige  plaats.  Het  coördinaten- 
stelsel zij  rechthoekig  en  het  xy-ylak  evenwgdig  met  het  gegeven 
vlak,  dat  ondersteld  wordt  de  vier  rechten  te  snijden.  Gebruik 
makende  van  de  notaties 

Xi  =  Xi  +  OiZ    ,     Yi  =  t/i  4-  hiZ 

kan  men  de  vier  gegeven  rechten  eenvoudig  door  de  verge- 
Igkingen 

rr  =  Xi  ,  y  =  Yi  (i=  1,  2,  3,  4) 

voorstellen  en  een  willekeurig  punt  Pj  van  één  dier  rechten 
door  P(Xi,  Yi,  z)  aanduiden.  De  gel jjkzijdige  hyperbool ,  die 
de  rechten  op  een  gegeven  afstand  z  van  het  xy-vlak  snijdt, 
heeft  dan  tot  vergelijking 


a;«_ya 

xy 

X 

y 

l 

X,«      Y,» 

X,Y, 

X, 

Y. 

1 

Xj»  —  Yj» 

A2Y2 

X, 

Y. 

1 

X,»  -  Y3» 

X3Y3 

x. 

Ya 

1 

X,»  -  Y4» 

X4Y, 

X4 

Y4 

1 

=  0. 


l) 


Neemt  men  nu  z  veranderlijk ,  dan  stelt  deze  vergelijking  de 
gezochte  meetkundige  plaats  voor,  die,  gelijk  men  ziet,  een 
oppervlak  van  den  zesden  graad  is.  Voor  de  gevallen ,  dat  het 
gegeven  vlak  evenwijdig  is  met  één  of  twee  van  de  gegeven 
rechten  zal  een  afzonderlijk  onderzoek  worden  ingesteld. 

2.  Oneigenlijke  hyperbolen.  De  vergelijking  1),  kortheids- 
hahe  geschreven  in  den  vorm 

jL(x^  —  y^)  +  2Yixy  +  2Da?  +  2Ey  +  F  =  O, 


OPGAVEN.    N°.  5. 
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stelt  twee  rechten  op  een  afstand  z  van  het  a;y-vlak  voor,  als 
Toldaan  is  aan 


A  B  D 
B  -A  E 
D        E        F 


=  0. 


2) 


Let  meD  op  de  beteekenis  der  grootheden  A,  6,  enz.,  dan 
ziet  men,  dat  deze  vergelijking  van  den  yeertienden  graad  is 
en  de  veranderlijke  hyperbool  dos  veertien  maal  in  twee  rechten 
ontaardt. 

De  veertien  waarden  van  ar,  die  aan  de  laatste  vcrgelijkiDg 
voldoen,  zijn  evenwel  eenvoudiger  te  bepalen  als  de  veertien 
wortels  van  zeven  vierkantsvergelijkingen.  Zullen  namelijk  vier 
punten  P(Xi,  Y»,  z)  op  twee  elkaar  loodrecht  snijdende  rechten 
liggen,  dan  moeten  er  6f  drie  op  één  van  die  twee  rechten 
gelegen  zijn  en  heeft  men  de  voorwaarde 

Xi         Yi  1 


X* 


Y* 


1 
1 


=  0,  (t,;,A:=l,2,3,4) 


3), 


óf  de  rechten ,  die  de  punten  twee  aan  twee  verbinden ,  moeten 
loodrecht  op  elkaar  staan,  zoodat  men  heeft 


(X,  -  Xi)  (X,-  -  Xi)  +  (Y*  -  Yi)  (Y,-  -  Y,)  =  0. 


4) 


Yan  den  eersten  vorm  zijn  er  vier^  van  den  laatsten  drie 
vergelijkingen. 

3.  Bijzondere  standen  van  het  gegeven  vlak.  In  het  alge- 
meen bestaan  er  twee  rechten  nr,  ennia,  die  vier  willekeurig  in 
de  ruimte  gegeven  rechten  U  snijden.  Laat  nu  het  gegeven 
vlak  evenwijdig  zijn  met  één  van  die  twee,  bv.  met  m, ,  dan 
kunnen  wij  deze  rechte  als  yss  aannemen,  zoodat  de  verge- 
lijkingen van  h  worden  a;  =  a,2  ^  Xj ,  y  =  Yi.  De  grootheden 
Xi  hebben  nu  den  factor  z  gemeen  en  men  kan ,  na  de  bovenste 
rij  in  het  eerste  lid  van  i)  met  z  vermenigvuldigd  te  hebben, 
de  tweede  en  derde  kolom  door  z  deelen ,  waardoor  de  verge- 
Igking  1)  van  den  vijfden  graad  wordt.  Daar  nu  de  graad  van 
elk  der  grootheden  A,  B  enz.  met  de  eenheid  verminderd  is, 
zal  2)  een  elfde-machtsvergeiykiog  worden.    In  overeenstemming 
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hiermede  ziet  men,  dat  de  yier  yergelijkiogen  3)  een  wortel 
z  =  O  gemeen  hebben ,  die  voor  het  oppervlak  als  een  enkele 
worte]  in  rekening  te  brengen  is. 

De  deeling  van  1)  door  t  komt  neer  op  de  verwerping  van 
het  vlak  2*  =  O  als  deel  der  meetkundige  plaats.  Elk  punt  van 
dit  vlak  kan  beschouwd  worden  nis  punt  van  een  oneigenlijke 
hyperbool,  daar  men  door  dit  punt  een  rechte  kan  trekken 
loodrecht  op  de  rechte  m, ,  die  de  vier  rechten  U  snijdt. 

Is  het  gegeven  vlak  evenwijdig  met  beide  rechten  m^  en  m, 
dan  zijn  de  vlakken ,  welke  door  die  rechten  evenwijdig  met  het 
gegeven  vlak  kunnen  gelegd  worden  ,  oneigenlijke  deelen  der 
meetkundige  plaats  en  is  de  laatste  dus  een  oppervlak  van  den 
vierden  graad. 

Het  gegeven  vlak  kan  ook  evenwijdig  zijn  met  een  der  ge- 
geven rechten ,  stel  met  /4.  Beschouwen  wij  nu  eerst  het  vlak, 
dat  door  l^  evenwijdig  met  het  gegeven  vlak  gebracht  kan 
worden.  Door  de  snijpunten  van  de  overige  drie  rechten  met 
dit  platte  vlak  gaat  nu  een  bundel  van  gelijkzijdige  hyperbolen 
die  elk  l^  in  twee  punten  zullen  snijden.  Dit  vlak  moet  dus 
tweemaal  als  deel  der  gezochte  meetkundige  plaats  in  rekening 
gebracht  worden. 

Andere  platte  vlakken  evenwijdig  met  het  gegevene  snif  den 
de  rechte  l^  in  het  oneindige,  zoodat  de  richting  van  l^  als 
richting  van  een  der  asymptoten  van  elke  hyperbool  te  be- 
schouwen 18.  Neemt  men  die  richting  aan  als  richtiog  van  de 
x-em  of  van  de  y-as,  dan  heeft  de  vergelijking  van  de  gelijk- 
zijdige hyperbool  (^  =  standv.)  de  gedaante 

A  =  Aa;y  +  Bar  +  Cy  +  D  =  O 5). 

Laat  meti  deze  hyperbool  voldoen  aan  de  voorwaarde,  dat 
zij  door  de  drie  punten  P(Xi,  Yj,  2)  gaat  (t  =  l,  2,  3),  dan 
ziet  men  licht  in ,  dat  A  niets  anders  is  dan  de  minor  van 
X4*  —  Y4*  in  het  eerste  lid  van  1)  De  meetkundige  plaats 
bestaat  dus  uit  twee  samenvallende  platte  vlakken  en  een 
oppervlak  van  den  vierden  graad. 

De  vergelijking  5)  zal  voor  z  =  standv.  twee  rechten  voor- 
steilen, wanneer  voldaan  is  aan 

AD  —  BC  =  0. 
De  laatste  vergelijking  is  van  den  zesden  graad,  zoodat  er  zes 
paar  rechten  evenwijdig  met  de  x^  en  y-as  bestaan,  die  de  drie 


OPÖAVEK.    lïo.  5.  18 

rechten   /, ,  ^,  /,   snijden.     Men   kan  dan  ook  deselfcle  sesde- 
maehtsTergelijking  aldus  sohryren 

(X,  -  X^  (X,  -  Xa)  (X,  -  X,)  (Y,  -  Y,)  (Y,  -  Y,) (Y,  -Y,)  =  O, 

zoodat  de  zes  wortels  onmiddellijk  bekend  zgn. 

Is  eindelijk  het  gegeven  vlak  evenwijdig  met  de  rechten  l^ 
en  l^  dan  zal  de  meetkundige  plaats  enkel  uit  de  twee  door 
^3  on  '4  gebrachte  evenwijdige  platte  vlakken  bestaan.  De 
hyperbolen  in  het  vlak  door  /«  moeten  voldoen  aan  de  voor- 
waarde, dat  een  der  asymptoten  evenwijdig  is  met  /,;  die  van 
het  vlak  door  /,  aan  de  voorwaarde ,  dat  een  asymptoot  even- 
wijdig is  met  74.  Hyperbolen  buiten  de  genoemde  platte  vlakken 
zouden  asymptoten  moeten  hebben  evenwijdig  met  beide  rechten, 
wat  in  het  algemeen  onmogelijk  is,  omdat  de  asymptoten  lood- 
recht op  elkaar  moeten  staan. 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Yribs. 

I.  Wij  noemen  de  oneindig  ver  gelegen  rechte  van  het 
gegeven  vlak  /^,  en  de  gegeven  rechten  /j,  i^,  /g,  l^,  In  ieder 
vlak  door  l^  ligt  één  gelijkzijdige  hyperbool;  de  graad  van 
het  gezochte  oppervlak  is  dus  twee ,  vermeerderd  met  het  getal 
dat  aangeeft  hoeveel  maleu  de  lijn  l^ ,  die  natuurl|jk  op  het 
oppervlak  gelegen  is,  geteld  moet  worden;  en  dit  getal  is  ge- 
Igk  aan  het  aantal  gelijkzgdige  hyperbolen  yan  het  oppervlak 
die  door  een  zelfde  punt  P^  van  l^  gaan.  A.lle  geljjkzgdige 
hyperbolen  door  P^  gaan  echter  tevens  door  het  aan  P^  lood- 
reoht  toegevoegde  punt  Q^  van  l^ ;  het  bedoelde  aantal  is  dus 
gelgk  aan  het  aantal  kegelsneden  door  twee  punten  P  en  Q, 
die  op  vier  gegeven  rechten  /, ,  Z^»  l^t  U  i^usten.  Dit  aantal 
kan  op  verschillende  manieren  bepaald  worden,  zooals  uit  het 
volgende  zal  blgken. 

1.  Alle  kogelsneden  door  P  en  Q,  die  /, ,  l^y  l^  snijden, 
vormen  een  oppervlak  0^  met  dubbelrechte  PQ ;  want  in  ieder 
vlak  door  PQ  ligt  een  kegelsnede  van  O,  terwijl  deze  in  de 
twee  vlakken  welke  door  de  beide  transversalen  van  PQ,  /i, 
'2»  h  bepaald  worden,  uiteenvalt  in  deze  transversalen  en  de 
lijn  PQ;  het  aantal  kegelsneden  door  P  en  Q,  die  ^,  /ai  ^> 
/^  snijden ,  bedraagt  dus  vier. 

2.  Wij  maken  gebruik  van  het  beginsel  van  het  behoud 
van   het   aantal,   en  vereenvoudigen  de  figuur  door  Zi  in  een 
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punt  Lj  op  PQ  te  laten  rusten;  in  een  willekeurig  vlak  door 
PQ  moet  dan  de  kegelsnede  ontaarden,  aangezien  zij  met  PQ 
drie  punten  gemeen  moet  hebben ;  hieruit  volgt  dat  er  slechts 
twee  vlakken  bestaan,  die  zulke  kegelsneden  bevatten,  nl.  de 
vlakken  die  de  lijn  PQ  met  de  beide  sngltjnen  vanPQ,  ^9/3, 
/^  verbinden.  In  hot  vlak  van  PQ  en  /j  echter  is  één  werke- 
lijke kegelsnede  mogelijk;  deze  telt  echter  dubbel,  daar  zg  de 
Ijjn  II  tweemaal  snjjdt;  het  gezochte  aantal  is  dus  vier. 

3.  Wij  passen  het  beginsel  van  het  behoud  van  het  aantal 
op  andere  wijze  toe ,  door  nl.  /, ,  /^ ,  1^  in  een  vlak  s  te  bren- 
gen; in  elk  der  drie  vlakken  door  PQ  en  een  der  snijpunten 
van  /i,  /s,  ^3  ligt  dan  een  werkelijke  kegelsnede,  terwgl  er 
slechts  een  bestaat  die  in  een  ander  vlak  gelegen  is,  nl.  in 
het  vlak  duor  PQ  en  het  snijpunt  L4  van  l^  met  c;  deze  be- 
staat uit  de  lijn  PQ  en  den  doorgang  van  het  genoemde  vlak 
op  £.  Ook  op  deze  wijze  vinden  wij  dus  voor  het  gezochte 
aantal  vier. 

Uit  het  bovenstaande  volgt  dat  er  4  gelijkzijdige  hyperbolen 
zijn,  die  door  P„  en  Q^  gaan  en  op  /, ,  l^,  /j,  /^  rusten;  het 
gezochte  oppervlak  is  dus  een  0^  met  viervoudige  rechte  2^. 

II.  Bezit  een  O"  een  (ti  —  2)voudige  rechte,  dan  rusten  op 
deze  (3n  —  4)  paren  van  enkelvoudige  rechten  ^) ;  in  ons  geval 
bedraagt  dit  aantal  dus  14.  Deze  14  lijnenparen  worden  als 
volgt  gevonden.  Wij  brengen  een  vlak  door  l^  en  een  van  de 
twee  transversalen  van  l^,  l^,  Z^,  /,,  en  laten  uit  het  sngpunt 
L4  van  dit  vlak  met  l^  de  loodlijn  neer  op  de  genoemde  trans- 
versaal L1L2L3;  dan  ontstaat  eeij  lijnenpaar,  dat  op  0^  gelegen 
is,  en  het  aantal  op  deze  wijze  gevonden  lijnenparen  bedraagt 
blijkbaar  4x2  =  8. 

Het  is  echter  ook  mogelijk  dat  in  een  vlak  door  l^  twee 
van  de  verbindingslijnen  der  punten  L, ,  L2,  L3,  L4  loodrecht 
op  elkaar  komen  te  staan  ;  ook  dan  ontstaat  een  lijnenpaar  dat 
op  0^  moet  liggen.  Snijden  nu  in  een  willekeurig  door  /„  ge- 
legd vlak  c  de  verbindingslijnen  LjL^  en  L3L4  de  lijn  l^  in  de 
punten  P^  en  Q^,  en  is  P'^  op  /^  loodrecht  toegevoegd  aan 
P^,  dan  is  gemakkelijk  in  te  zien  dat  de  punten  Q^  en  P'^ 
bij  draaiing  van  c  om  l^  twee  projectieve  puntenreeksen  door- 


*)    Zie  J.  DB  V&1E8  ,,Hechte  lijnen  op  oppervlakken  met  veelvuldige  lechten*'. 
7ersl.  Kon.  Akad.  v.  Wet.  deel  X ,  bl.  742. 
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loopea;  want  aan  ieder  punt  P^  ia  één  punt  Q^  toegevoegd, 
en  omgekeerd,  en  hetzelfde  geldt  voor  Q^  en  P'^.  Nu  gaat 
door  elk  der  beide  dubbelpunten  dezer  reeksen  een  snijlijn 
L3L4  van  /g  en  Z^,  en  op  deze  staat  dan  de  bijbehoorende  Ign 
L1L2  loodrecht,  waardoor  dus  2  lijnenparen  van  0^  ontstaan. 
Men  kan  echter  evenzeer  /,  met  /g,  Ï2  met  l^j  en  eindelijk  Zj 
met  /«,  J2  met  ^3  combineeren;  in  het  geheel  vindt  men  dus 
op  deze  wgze  6  lijnenparen.  En  hiermee  zijn  de  14  lijnen- 
paren aangewezen. 

De  doorsnede  van  O®  met  c^  bestaat  uit  l^  en  een  kegel- 
snede,  waarvan  men  zich  een  denkbeeld  kan  vormen,  wanneer 
men  door  een  willekeurig  punt  der  ruimte  4  lijnen  trekt  even- 
wijdig aan  /, ,  /s)  '39  h*  ^^  ^^  opnieuw  alle  gelijkzijdige  hyper- 
bolen construeert  die  op  deze  rechten  rusten  en  gelegen  zijn 
in  vlakken  door  l^\  hierdoor  ontstaat  een  quadratische  kegel, 
die  door  c^  in  de  bedoelde  kegelsnede  wordt  gesneden. 

III.  De  meetkundige  plaats  van  de  middelpunten  der  ge- 
lijkzijdige hyperbolen  kan  op  de  volgende  wijze  gevonden 
worden.  De  gelijkzijdige  hyperbolen  bepalen  op  /„  eene  qua- 
dratische involutie,  die  de  beide  onbestaanbare  cirkelpunten 
tot  dubbelpunten  heeft;  hieruit  volgt  dat  ons  vraagstuk  een 
bijzonder  ge?al  is  van  het  volgende:  de  meetkundige  plaats 
der  kegelsneden  te  bepalen  die  op  4  gegeven  lijnen  rusten,  en 
een  gegeven  lijn  l  snijden  in  puntenparen  eener  op  die  lijn 
gegeven  quadratische  involutie.  Nu  bestaan  er  (zie  boven) 
2  maal  4  kegelsneden  die  l  in  de  dubbelpunten  dier  involutie 
aanraken ;  dus  zijn  er  in  ons  geval  2  maal  4  kegelsneden ,  die 
l^  in  de  cirkelpunten  aanraken.  Deze  kegelsneden  zijn  para- 
bolen, kunnen  echter  ook  als  gelijkzijdige  hyperbolen  worden 
opgevat,  en'  liggen  dus  op  0^  Immers  wanneer  men  een 
willekeurig  punt  P  in  het  vlak  eener  kegelsnede  met  haar 
oneindig  ver  gelegen  punten  verbindt,  ontstaan  twee  lijnen  die 
een  hoek  insluiten  gelijk  aan  dien  der  asymptoten;  doet  men 
datzellde  in  ons  geval  dan  krijgt  men  een  van  de  beide  isotrope 
lijnen  door  P ,  dubbel  geteld ;  maar  deze  staat  loodrecht  op 
zichzelf.  De  meetku[;dige  plaats  der  middelpunten  is  een 
ruimtekromme  K^  met  twee  geïsoleerde  viervoudige  punten  op 
l^ ,  nl.  de  beide  cirkelpunten ,  en  dus  van  het  geslacht  nul , 
want  ieder  vlak  door  L  bevat  van  deze  kromme  buiten  L 
DOg  slechts  één  punt. 
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De  meetkundige  plaats  der  asymptoten  is  een  0'^  met  twaalf- 
voudige rechte  /„.  In  ieder  vlak  door  l^  liggen  nl.  2  asymp- 
toten; verder  gaan  door  ieder  punt  van  l^  4  hyperbolen,  dus 
4  asymptoten ;  maar  bovendien  stelt  /^  voor  elk  der  8  kegel- 
sneden  die  l^  aanraken ,  een  asymptoot  voor ;  de  graad  van  het 
gezochte  oppervlak  is  dus  2  H-  4  +  8  =  14. 

De  doorsnede  van  0^  en  0*^  moet  van  den  graad  84  zijn. 
Tot  haar  behooren  in  de  eerste  plaats  de  boven  aangewezen 
28  rechten  van  0^  Daar  verder  gemakkelgk  is  in  te  zien  dat 
de  beide  oppervlakken  behalve  deze  28  Ignen  en  buiten  I„  geen 
punten  gemeen  kunnen  hebben ,  moet  l^  voor  84  —  28  =  56 
snijlijnen  geteld  worden.  Dit  is  inderdaad  het  geval;  want  l^ 
is  voor  O®  een  viervoudige,  voor  0'^  een  twaalfvoudige  rechte, 
en  geldt  dus  als  zoodanig  reeds  voor  48  snijlijnen ;  maar  boven- 
dien liggen  in  de  8  vlakken  der  l^  aanrakende  kegelsneden 
ook  nog  de  tweede  asymptoten  op  /^,  en  dus  ook  op  O®;  het 
getal  48  moet  dus  nog  met  8  vermeerderd  worden,  en  wordt 
inderdaad  56. 

Ten  slotte  kan  nog  worden  opgemerkt  dat  de  graad  van  het 
oppervlak  der  asymptoten  ook  kan  worden  afgeleid  uit  het  aantal 
van  zijn  snijpunten  met  een  der  lijnen  ^,  l^,  /g,  l^»  Want  l^ 
snijdt  dit  oppervlak  in  de  punten,  waarin  een  lijn  van  elk  der 
14  lijnenparen  van  0^  op  haar  rust,  terwijl  gemakkelijk  is  in 
te  zien  dat  er  geen  andere  snijpunten  mogelijk  zijn. 


Vraagstuk  VI. 

P  1  e.  Men  beschouwt  een  verwantschap  van  twee  punten  P 
en  P',  welke  zoo  geregeld  is  dat  de  barycentrische /:oördinaten  van 
P  t.  o.  V.  een  driehoek  ABC  achtereenvolgens  gelijk  zijn  aan  de 
barycentrische  coördinaten  van  P'  t.  o.  v.  een  driehoek  A'B'C'. 
Wanneer  hebben  twee  overeenkomstige  segmenten  PQ  en  P'Q' 
gelijke  lengte?  (J.  Neüberg.) 

Oplossing   van  J.  Nbübbrg. 

1.     De  absolute  barycentrische  coördinaten  van  P  en  Q  zullen 
we  door  (m,  ,  m^ ,  Wj)  en  (m\  ,  m\ ,  iw'3)  voorstellen. 
Dan  is 
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Hieruit  Tolgt 

(mi  —  m\)  +  (fWa  —  m'a)  +  (W3  -  fn\)  =  0. 
De  grootheden 

/Ui  =  fWi  —  m'i  ,  fn^z=fn^  —  fn'2  9  M2=^^z  "^  ^'3 

kunnen  beschoawd  worden  als  de  coördinaten  yan  het  oneindig 
ver  op  PQ  gelegen  punt.  Immers  voor  een  punt  M  dezer  rechte 
zgn  de  coördinaten  voor  te  stellen  door  amt  +  a'm't ,  waar  dan 
a  :  a'  =  MQ  :  PM. 

Om  een  uitdrukking  te  vinden  voor  den  afstand  PQ ,  voeren 
wg  rechthoekige  assen  in.  Worden  P,  Q,  A,  B,  C  achter- 
eenvolgens aangewezen  door  (x^  y),  {x\  y'),  (a?, ,  y,),  (ar^,  y^) 
en  (^3,  ys),  dan  is  blgkbaar 

y  =  w,yi  +  iwjya  +  itfsya ,        y'  =  S  m',y,. 
Derhalve  is 


PQ-  =  (a?  -  x')^  +(jf-  y'f  =  (Siti.a;,)^  +  i^mVi? 
=  S /u,2  (ar,^  4-  yi *)  +  2  S/u,iUa  (ar,ar2  +  yjya). 

Nu  is  /til  +  /tia  +  /"a  =  O,  düs 

|i,*  =  —  Ml/Ma  —  fiifiz »  önz- 
Men  heeft  dus 


PQ  =  -  S  /u,/u2  (o:,^  +  yi^  +  x^^  +  ya*  -  2ar,a-2  —  2y,y2). 
Maar  (ari  —  ara)*  +  (yi  —  yi)*  =  <^ ,  ©nz.  derhalve 

PQ   =  —  c^/ij/LCa  —  «VaiWa  ~  ^VaMi ^) 

2.    Uit  PQ  =  P'Q'  volgt  nu 

a'^a'^      h^^h'^      i?--c"^       ^ 

1 1 =  0, 2) 

Ml  /'a  A's 

met  de  voorwaarde 

/Il  +  /la  +  /U3  =  O 3) 

Hieruit  vindt  men  de  coördinaten  van  twee  oneindig  ver  gelegen 
punten.    In  het  vlak  ABC  zijn  bijgevolg  twee  stelsels  van  even- 
WiflK.  Opo.  ,  DL  XI.  2 
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wijdige   reebten ,    welke   segmeoteD   PQ  bevatten ,  die  aan  de 
vraag  voldoen. 
Stelt  men  ter  bekorting 

o"  ^a'^^a,    6»  —  ft'«  =  /3  ,    (?  —  c'^  =  y, 
en  elimineert  dan  fi,  tusschen 

a/Ua/u,  4-  0/ii3Mi  +  Y^i/Ua  =  0    en    ^i  +  /'2  +  /'s  =  ^ , 
dan  vindt  men 

^,  :  ^,=  |(^  -  c  -  /3)  dl  l/(o^+-^»-h7«-2ai3-2a7-2^7)|  :  2,3. 

De  beide  oplossingen  zijn  dus  bestaanbaar  als  a,  /3,  7  niet 
hetzelfde   teeken   hebben,    of  wanneer,  voor  het  geval  dat  ze 

positief  zijn,  de  grootheden  Ka,  Kj3,  Vy  niet  de  zgden  van 
een  driehoek  kunnen  voorstellen. 

3.  We  zullen  op  BC  een  punt  M  zoeken ,  zoo  dat  AM  een 
van  de  boven  aangewezen  richtingen  heeft.  Is  M'  op  6'C'  het 
met  M  overeenstemmende  punt ,  dan  is  dus  AM  =  A'M'  en 
BM  :  MC  =  B'M' :  M'C 

Op  BC  als  basis  beschrijven  we  den  driehoek  AiBC  gelijk- 
vormig met  A'B'C'.  Dan  is  te  voldoen  aan  A,M  :  A'M'  =  BC :  B'C' 
en  aan  AM  =  A'M',  dus  aan  A,M :  AM  =  BC  :  B'C' ;  d.  w.  z.  M 
is  een  der  sngpunten  van  BC  met  een  gemakkelijk  te  constru- 
eeren  cirkel. 

Is  M  gevonden ,  dan  voldoet  blijkbaar  elk  segment  PQ  even- 
wijdig met  AM  aan  de  vraag. 

4.  Is  in  het  bijzonder  a  =  a\  dus  a  =  O ,  dan  worden  de 
beide  richtingen  aangewezen  door  /ii  =  O  en  7/12  +  /3/i3  =  O ; 
het  eene  stelsel  loopt  dus  evenwijdig  met  BC  (B'C^* 

Plaatst  men  A'B'C'  zoo  dat  B'C'  met  BC  samenvalt,  dan 
komen  AP  en  AT'  samen  in  een  punt  M  van  BC,  bepaald 
door  BM  :  CM  =  W3 :  m^. 

Is  nu  PQ  evenwijdig  met  BC,  en  N  het  snijpunt  van  AQ 
en  BC,  dan  heeft  men 


PQ  _  AP  _  AT'      FQ' 
MN  "AM"  A'M""  MN' 

zoodat  inderdaad  PQ  =  P'Q'. 

Opmbrkino.    Het  meer  algemeene  vraagstuk,  waarbij  over- 
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eeokomstige  segnienten  een  gegeven  verhouding  moeten  hebben, 
geeft  aanleiding  tot  soortgelijke  beschouwingen.  Een  oplossing 
vindt  men  in  mijn  verhandeling  „Sur  un  problème  de  Jaoobi^' 
(Buil.  Soo.  phys.  math.  de  Kasan,  2^  série,  t.  YI,  1902). 


Vraagstuk  VII. 

Q  2.  In  een  ruimte  van  vijf  afmetingen  zijn  twee  vlakken  wille* 
keurig  aangenomen.  Men  projecteert  alle  punten  van  het  eene  vlak 
op  het  andere.  Gevraagd  de  gebogen  ruimte  te  onderzoeken,  we&e 
de  meetkundige  plaats  der  projecteerende  lijnen  is. 

(Dr.  P.  H.  ScHOUTE.) 

Opgelost  door  Dr.  S.  L.  van  Oss  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  fian  Dr.  H.  de  Yries. 

Wij  noemen  het  te  projecteeren  vlak  c, ,  het  vlak  waarop 
geprojecteerd  wordt  e^;  volgens  het  onderstelde  moeten  deze 
twee  vlakken  elkaar  kruisen.  De  te  onderzoeken  ruimte  wordt 
DU  gevormd  door  alle  loodlijnen,  uit  de  punten  van  ci  op  cj 
neergelaten;  door  ieder  punt  van  €i  gaat  er  één,  en  evenzoo 
door  ieder  punt  van  €2,  omdat  de  beide  vlakken  willekeurig 
zijn ,  en  dus  de  lineaire  B3 ,  die  door  een  willekeurig  punt  van 
Cl  of  €2  bepaald  wordt  en  loodrecht  op  £2  is ,  met  cj  of  c,  slechts 
één  punt  gemeen  heeft. 

Zy  P2  het  voetpunt  in  €2  ^^^  ^^  loodlijn,  uit  een  willekeurig 
punt  P,  van  £|  neergelaten ,  en  zg  g^  eene  willekeurige  rechte 
in  €1  door  P,.  Is  verder  U2  het  aan  de  oneigenlijke  rechte  u^ 
van  f2  loodrecht  toegevoegde  oneigenlijke  vlak,  dan  bepaaalt 
U2  met  gx  een  R^,  de  projecteerende  ruimte  van  ^1,  en  deze 
snijdt  C2  volgens  een  rechte  g^  door  P^,  de  projectie  van  ^,  op 
(2;  g\  en  g^  moeten  elkaar  kruisen,  omdat  C|  en  f2  elkaar 
kruisen,  en  de  projecteerende  stralen  vormen  een  regelschaar 
eeuer  hyperbolische  paraboloïde ,  omdat  tusschen  de  punten 
der  beide  puntenreeksen  g^ ,  gi  eene  (1 ,  1)  verwantschap 
bestaat,  en  de  oneigenljjke  punten  dezer  beide  reeksen  aan 
elkaar  zgn  toegevoegd;  immers  de  loodlijn,  uit  het  on- 
eigenlijke punt  van  ^,  op  (^  neergelaten,  bevat  twee  ver- 
schillende  oneigenlijke   punten,  is  dus  zelve  eene  oneigenlijke 
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rechte,  en  moet  derhalve  het  oneigenlijke  punt  van  g^  ople- 
veren. Draait  nu  g^  om  P, ,  dan  draait  g^,  om  Ps*  en  de 
hyperbolische  paraboloïde  doorloopt  de  te  onderzoeken  ruimte; 
deze  is  dus  driedimensionaal,  maar  heeft  om  zich  te  kunnen 
ontwikkelen  een  R^  noodig  (zij  bevat  nl.  de  beide  gegeven 
vlakken^  en  deze  liggen  niet  in  een  R4);  wg  zullen  haar  aan- 
duiden door  het  symbool  Ra^^ 

Wij  kunnen  Ra^)  nog  op  een  andere  wijze  ontstaan  denken. 
Wanneer  wij  alle  loodlijnen  A1A2,  BjB^,  enz.  uit  de  punten 
van  f,  op  C2  neergelaten ,  door  de  punten  A; ,  B; ,  .  .  .  .  zoo- 
danig verdeelen  dat  -^—-^  =      '    '   =  ,  .  .  ,  =  X ,  dan  liggen  de 

A^Ai       ^20» 

punten  A»,  B;,  ....  alle  in  een  plat  vlak ');  'R^^  ontstaat  das 
ook  wanneer  wij  de  00 '  vlakken  construeeren  die  behooren  bg 
alle  waarden  van  X  van  —  oo  tot  -f  00 ;  twee  dezer  vlakken 
zullen  elkaar  steeds  kruisen,  omdat  anders  R,^^)  in  een  R^  zou 
liggen ,  en  voor  X  =  4- 1  vindt  men  het  vlak  Uj  van  hierboven. 

Wij  kunnen  deze  laatste  ontstaanswijze  nog  anders  uitdrukken. 
Beschouwen  wij  do  drie  loodlijnen  A, Aj  =  a,  BjEj^  J,  CjCa  =  c, 
uit  3  willekeurige  punten  Ai,  B, ,  G,  van  (,' op  €2  neergelaten. 
De  zooeven  gebezigde  punten  A{,  B»,  Qi  bepalen  nu  blijkbaar 
op  a ,  2) ,  c  drie  gelijkvormige  puntenreeksen ,  en  Rq^)  wordt  ge- 
vormd door  alle  vlakken  die  drie  toegevoegde  punten  dezer 
reeksen  verbinden. 

Deze  laatste  voortbrengingswijze  kan  nu  weer  dualistisch 
worden  omgezet.  De  rechten  a  en  6  bepalen  een  R, ,  die  wij 
{ah)  zullen  noemen,  en  c  kruist  deze  ruimte,  omdat  a^  b^  c 
noch  in  een  R^,  noch  in  een  R,  gelegen  zijn;  {ab)  bepaalt  dus 
met  ieder  punt  van  c  een  R^,  en  aangezien  omgekeerd  iedere 
R^  door  {ab)  met  c  een  punt  gemeen  moet  hebben ,  verkrijgen 
wij  op  deze  wijze  een  bundel  van  ruimten  R4  door  (ai),  die 
perspectief  is  met  de  puntenreeks  op  c.  Een  tweede  dergelijke 
bundel  heeft  tot  basisruimte  de  ruimte  {bc)^  en  is  perspectief 
met  de  puntenreeks  op  a;  een  derde  bundel  zendt  al  zijne 
ruimten  R4  door  {ca)^  en  is  perspectief  met  de  puntenreeks 
op    b.    Deze    8  bundels  zijn  blgkbaar  onderling  projectief,   en 


1)    Zie  P.  H.  ScHOUTi :  ,,MehirditDen8iona1e  Geometrie'*  I ,  Sammlung  Sohubert 
XXXV,  p.  62. 
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drie  aan  elkaéir  toegevoegde  B4  snijden  elkaar  volgens  een 
vlak  van  B^^^  zoodat  deze  laatste  rnimte  kan  worden  opgevat 
als  de  meetkundige  plaats  van  de  snijvlakken  van  3  onderling 
projectieve  bundels  van  ruimten  R4  door  de  driedimensionale 
ruimten  (cib),  (&c),  (ca).  Zijn  nl.  Ai,  Bj,  Cj  3  toegevoegde 
punten  der  3  reeksen  a,  6,  c,  dan  zijn  (a6j  C;,  (bc)  Ai,  (ca) Bi 
3  toegevoegde  R4  der  3  ruimtenbundels.  De  beide  eerste 
hebben  het  vlak  AiBiCi  en  de  lijn  6,  en  dus  de  door  deze 
beiden  bepaalde  B3,  de  beide  laatste  hetzelfde  vlak  en  de  lijn 
c,  en  dus  de  door  deze  beiden  bepaalde  R3,  gemeen.  Deze 
beide  R3  zgn  verschillend,  omdat  anders  6,  c  en  het  punt  Ai 
in  eenzelfde  R3,  en  dus  i,  c  en  a  in  eenzelfde  R^,  zouden 
liggen ,  waaruit  zou  volgen  dat  €,  en  c^  een  punt  gemeen  moesten 
hebben;  zij  hebben  dus  niet  meer  dan  het  vlak  AiBiCi  gemeen, 
en  hierdoor  is  de  zooeven  genoemde  wijze  van  ontstaan  aange- 
toond. In  het  bgzonder  kan  nog  worden  opgemerkt  d$tt  de 
ruimten  B4  door  (a&),  (bc)  en  (ca)  achtereenvolgens  evenwijdig 
met  c,  a  en  i,  aan  elkaar  zijn  toegevoegd,  omdat  de  oneigen- 
lijke punten  der  3  puntenreeksen  bijeen  behooren. 

Wg  gaan  nu  de  3  bundels  van  B4  snijden  met  een  wille- 
keurige R3;  dan  ontstaan  3  in  deze  R3  gelegen,  onderling  pro- 
jectieve, vlakkenbundels ,  wier  overeenkomstige  vlakken  elkaar 
snijden  in  de  punten  van  een  kubische  ruimtekromme.  Hieruit 
volgt  deze  hoofdeigenschap  van  B^^^: 

Rg^^)  worJt  door  iedere  R3  volgens  eene  kubische  ruimtekrommej 
dus  door  ieder  plat  vlak  in  3  punten  gesneden. 

Er  zijn  dus  m.  a.  w.  3  vlakken  in  R3^\  die  een  gegeven  vlak 
in  een  punt  sngden,  en  hieruit  volgt  tevens  de  dualistische 
eigenschap :  Rs^^  bevat  3  vlakken ,  die  met  een  gegeven  vlak  in 
een  B4  liggen  • 

Wij  zullen  ten  slotte  R,^)  snijden  met  de  oneigenlgke  ruimte 
IJ4  van  R5.  De  doorsnede  met  eene  willekeurige  R4  bestaat 
volgens  bovenstaande  hoofdeigenschap  uit  een  oppervlak  dat 
door  iedere  R2  van  die  R4  in  3  punten  gesneden  wordt;  in 
U4  valt  dit  oppervlak  uiteen,  daar  wij  reeds  weten  dat  het 
vlak  U2  tot  de  doorsnede  behoort ;  de  rest  wordt  gevormd  door 
de  oneigenlijke  rechten  van  alle  vlakken  van  B^^^  behalve  U2. 
Nu  liggen  op  a ,  i ,  c  3  gelijkvormige  puntenreeksen ;  de  lijnen 
AiBi  vormen  dus  een  der  regelscharen  van  een  hyperbolische 
paraboloïde,  en  de  oneigenlijke  punten  dezer  lijnen  liggen  alle 
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op  de  liJD,  die  de  oneigenlijke  punten  van  AiB]  en  AjBa  ver- 
bindt, en  tevens  U2  snijdt;  hetzelfde  geldt  yoor  de  oneigenlijke 
punten  van  de  rechten  AjC;  en  de  lijn  die  de  oneigenljjke  pun- 
ten van  A,Ci  en  A2C2  yerbindt.  Hieruit  volgt  dat  de  oneigen- 
lijke rechten  van  alle  vlakken  van  B^^^  de  eene  regelschaar 
van  een  quadratisch  oppervlak  vormen  dat  U2  volgens  haar 
doorsnede  met  de  door  t/|  en  u^  bepaalde  U3  snijdt.  Dit  opper- 
vlak vormt  met  U2  de  volledige  doorsnede  van  R,^^)  met  JJ^. 
Ieder  plat  vlak  in  U4  snijdt  U2  in  een  steeds  bestaanbaar  punt, 
en  het  quadratisch  oppervlak  in  2  punten  die  ook  onbestaan- 
baar kunnen  zijn  of  kunnen  samenvallen,  tervfijl  ook  de  ge- 
vallen niet  buitengesloten  zijn  dat  het  snijpunt  met  U2f  en  dus 
ook  een  van  de  snijpunten  met  het  quadratisch  oppervlak,  op 
de  snijlijn  van  U2  met  dit  oppervlak,  of  dat  zelfs  alle  drie  de 
snijpunten  op  deze  rechte  gelegen  zijn ;  R,^)  kan  dus  door  een 
B^  volgens  alle  bekende  typen  van  kubische  ruimtekrommen 
gesneden  worden,  terwijl  eindelijk  deze  kromme  ontaardt  voor 
de  B3  die  een  rechte  van  R^^^  bevatten. 


Vraagstuk  VIII. 

K  2  d.     Stelt   men    de   lijn  van.  Kuler  van  driehoek  ABC,    in 
normale  coördinaten ,  door 

x:y  :z  =  (sinB  sinC  tg  f — cosB  cosC)  :  (sinC  sin  A  tg  f — cosC  cosA)  : 

:  (sin  A  sin  B  tg  f  —  cos  A  cos  B) 

en  de  hyperbool  van  Kiepert  door 

X  sin  ( A  —  f)  =  y  sin  (B  —  y )  =  3;  sin  (C  —  f) 

voor,  dan  zijn  de  punten  (y,)  en  (f2)  dier  hyperbool  collineair  met 
een  punt  (73)  der  bedoelde  rechte,  als  voldaan  wordt  aan 

tg?i  tgyj  tgy3  =  i. 

(Dr.  H.  A.  W.  Speckman.) 

Opgelost  door   Dr.  A.  J.  A.  Prange,  Dr.  H.  A.  W. 

Speckman  ^n  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp, 
Evenals  in  N^.  197  van  Dl.  YIII  worden  de  snijpunten  (^1) 
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eo  (^2)  van  de  hyperbool  van  Kiepert  met  de  willekeurige  rechte 

Xx  +  fxy  +  vz  =  0 1) 

bepaald  uit  de  vierkaDtsvergelijking 

L  8in^  ^  —  M  sin  ^  cos  ^  +  N  co8^  ^  =  O ,    .     •    .    2) 
waarin 

L  =s  X  CO8  B  cos  C  +  fi  cos  C  cos  A  +  V  cos  A  cos  B , 

M  =r  X  sin  A  +  fc  sin  B  +  V  sin  C , 

N  =  X  sin  B  sin  C  -f  /u  sin  C  sin  A  +  v  sin  A  sin  B. 

Het  snijpunt  (^3)  van  1)  met  de  Ign  van  Euleb  yindt  men 
door  de  substitutie  der  coördinaten  van  een  willekeurig  punt 
der  laatste  in  1),  waardoor  die  vergelijking  wordt 

X  (sinB  sinC  tg  ^—  cosB  cos  C)  -f  /i  (sinC  sinA  tg  ^— cosC  cosA)  + 

+  V  (sinA  sinB  tg  ^  —  cosA  cosB)  =s  O 

d.i.  Ntg^--L  =  0    of    tg  03  =  L  :  If . 

Uit  2)  volgt  echter  tg  0,  tg  ^^  »  N  :  L;  derhalve  is 


Vraagstuk   IX. 

Rib.  Een  vlak  stelsel  beweegt  zich  in  zijn  eigen  vlak.  Bepaal 
de  meetkundige  plaats  der  punten,  voor  welke  op  een  gegeven 
oogenblik  de  verhouding  van  den  snelheids  vector  tot  den  versnellings- 
vector standvastig  is.  (F.  J.  Vaes.) 

Opgelost  door  Dr.  J.  Stein,  F.  J.  Vaes  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vries. 

Zijn  :r  en  y  de  coördinaten  van  een  punt  P  van  het  stelsel 
ten  opzichte  van  een  vast  assenkruis,  £  en  i|  zijn  coördinaten 
ten  opzichte  van  een  tot  het  stelsel  behoorend  assenkruis,  en 
is  ^  de  hoek  tusschen  de  rr-as  en  de  £-as,  dan  heeft  men 

a;  =  Xo  +  £  cos  ^  —  il  sin  ^ ,   | 
y  =  yo  +  S  sin  ♦  +  »» cos  ^.    ( 
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Door  differentiatie  naar  i  vindt  men  hieruit 

«'  =  a/o  —  (S  sin  #  +  n  coa  f)  f'  =  x'o  —  (y  —  yo)  ♦'»   j  2) 

y'  =  y  o  +  (5  cos  ^  -  IJ  Bin  ^)  #'  =  y'o  +  ('  -  iTo)  ^'.   < 

De  snelheidspool  (r, ,  y,)  is  dus  bepaald  door 

O  =  x'o  —  (yi  -  yo)  ♦'    en     O  =  y'o  +  (a-,  -  o-o)  #'. 

Gebruik  makende  van  deze  betrekkingen ,  vindt  men 

a:'  =  —  (y  —  y,)  ^'    en    y'  =  {x  —  rrO  ^'  .    .     .    3). 

Duidt  men  den  afstand  van  P  tot  de  snelheidspool  P,  door 
r  aan,  dan  is  de  snelheid  dus  bepaald  door 

waaruit  blijkt  dat  ^'  do  hoeksnelheid  om  P]  voorstelt. 
Differentiatie  van  2)  naar  t  levert  nu  de  betrekkingen 

x"  =  x'q  —  (5  cos  ^  —  I)  sin  ^)  ^'^  —  (S  sin  ^  +  t|  cos  ^)  ^'\ 
y"  =  y"o  -  (S sin  ^  +  i|  cos  ^)^^^  +  ($ cos  ^  —  i| sin  ^)  #*", 

die  men  kan  vervangen  door 

y"  =  y"o~(y-yo)«'M  (x~:ro)♦^i    •    •    •  ^^ 

De  versnellingspool  P2  (rr^,  yj)  is  dus  aangewezen  door 

o=x"o-'{x^  -^o)*'^  — (y2-yo)♦^ 
o  =  y"o -  (y»  -  yo)«''  +  («2 -^o)*". 

7oor  de  ontbondenen  der  versnelling  gelden  dus  ook  de  be- 
trekkingen 

^"  =  -(^-^2)^'"-(y~y2)#",j  ,. 

y"  =  ~(y-y2)#''  +  (^-^2)#",i    •   •   •   • '^ 

en  de  versnelling  ^  is  bepaald  door 

waar  />  den  afstand  van  P,  tot  P  voorstelt. 

Cc   punten,   waarvoor  v  :  J  =:  c  is,   zijn  derhalve  te  vinden 
uit  de  vergelijking 
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d.  w.  z.  ze  liggen  op  een  cirkel  ten  opziohte  waarvan  de  snel- 
heidspool  P]  de  inversie  is  van  de  versnellingspool  Pj. 

Opmereihg  van  F.  J.  Yabs,  Zot  men  in  elk  punt  P  de 
snelheid  uit  op  de  normaal  van  het  vlak,  dan  liggen  de  uit- 
einden dezer  segmenten  op  een  kegel  met  do  suelheidspool  Pt 
als  top  {snelheidskegel).  Even  zoo  kan  men  den  versnelUngskegel 
met  Pa  als  top  invoeren.  De  projectie  van  de  doorsnede  dezer 
kegels  levert  de  m.  pL  der  punten,  waarvoor  v^j  is.  Ver- 
groot men  de  versnellingen  in  reden  van  1  tot  c  en  zet  de 
daardoor  verkregen  segmenten  weer  loodrecht  op  het  vlak ,  dan 
ontstaat  een  nieuwe  kegel,  waarvan  de  doorsnede  met  den 
snelheidskegel  tot  projectie  heeft  de  m.  pi.  der  punten  met 
V  =  cj\ 


Vraagstuk  X. 

H'  5  h.  Uit  een  punt  P  van  een  vlakke  kubische  kromme  trekt 
men  de  vier  raaklijnen  aan  die  kromme.  De  klasse  te  bepalen  van 
de  omhullende  der  zijden  van  den  volledigen  vierhoek ,  die  de  raak- 
punten tot  hoekpunten  heeft.  (Dr.  W.  A.  Versluys). 

Opgelost  door  Dr.  J.  Stein  ,  Dr.  W.  A.  Versluys  , 
Dr.  H.  DE  Vries  en  Dr.  J.  de  Vries, 

Oplossing  van  Dr.  J.  Steïit. 

Daar  de  algemeene  vergelijking  eener  vlakke  kubische  kromme 
door  eene  lineaire  transformatie  herleid  kan  worden  tot  de 
gedaante : 

f —  '1^  —  92^  —  99, 

zoo  mogen  wg  ons  tot  de  beschouwing  van  deze  vergelgking 
bepalen.  De  coördinaten  van  een  punt  dezer  kromme  worden 
als  functie  van  een  parameter  u  ondubbelzinnig  voorgesteld  door 

Zg  —  2v  de  parameter  van  P ;  dan  zgn  de  parameters  der 
bedoelde  raakpunten  achtereenvolgens 

waar  o»  en  J  de  halve  perioden  der  elliptische  functie  voorstellen. 
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Noemen  wij  twee  punten  der  kromme,  waarvan  de  parameters 
eene  halve  periode  verschillen,  correspondeerende  punten,  dan 
heeft  men  blijkbaar  3  stelsels  van  correspondeerende  punten,  en 
het  vraagstuk  kan  aldus  gesteld  worden:  hoeveel  lijnen,  die  twee 
correspondeerende  punten  van  hetzelfde  stelsel  verbinden ,  gaan 
door  een  willekeurig  punt  (xq,  i^o^  van  het  vlak? 

Wij    kiezen   het   stelsel  (u,  u  +  cü)  en  hebben  dan  u  op  te 

lossen  uit 

j 

•-^0  —  p(m  -I-  w)       yo  —  p'(m + ^) '  I 

of  uit 

pup'{u\^)-p'vp[u \  w) t  XQ]p'ii    p'{u  \w)\i yo]p{i(+io)'-pn\  =  0. 

Het  eerste  lid  is  eene  dubbelperiodieke  functie  met  3  polen        | 
voor  u  =  O  en  3  polen  voor  m  =  ^ ;  zij  heefc  dus  6  nulpunten, 
waarvan    de   som    gelijk    is  aan  'óu)  +  2mfü  -f  2m'üi'.     T3aar  de 
vergelijking   niet  verandert,    als   men  %i  vervangt  door  u+cn,        | 
kan  men  de  nulpunten  voorstellen  door  \ 

r, ,  r,  -4-  01,  tjjj,  fj  -+  ^>  t^3j  »3  +  W'  ! 

Daar  de  wortels  twee  aan  twee  correspondeerende  punten 
aanwijzen,  is  de  omhullende  van  de  derde  klasse. 

I 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Noemen  wij  de  raakpunten  der  raaklijnen  uit  P  achtereen- 
volgens A,  B,  C,  D,  dan  zijn  AB,  CD  twee  paren  in  één  van  | 
de  drie  op  de  kubische  kromme  gelegen  stelsels  van  toege-  I 
voegde  punteuparen;  AC,  BD  behooren  dan  tot  het  2e»  AD  en 
BC  tot  het  3e  stelsel.  Projecteert  men  nu  alle  paren  van  het 
Ie  stelsel  uit  A  als  centrum,  dan  ontstaat  eene  quadratische 
straleninvolutie,  op  wier  beide  dubbelstralen  telkens  een  paar 
toegevoegde  punten  van  dit  stelsel  gelegen  is.  Door  A  gaan 
dus  2  lijnen ,  die  elk  een  puntenpaar  uit  het  Ie  stelsel  bevat- 
ten; de  lijn  AB  zelve  is  echter  een  derde,  waaruit  volgt  dat 
de  verbindingslijnen  van  alle  puntenparen  van  het  Ie  stelsel 
een  kromme  van  de  3e  klasse  omhullen.  Hetzelfde  geldt 
echter  ook  voor  de  beide  andere  stelsels;  de  in  het  vraagstuk 
bedoelde  omhullende  bestaat  dus  uit  drie  afzonderlijke  krommen 
van  de  derde  klasse. 
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Vraagstuk  XI. 

N*  1  g.  Men  vraagt  het  stelsel  der  rechten  te  onderzoeken , 
waarvan  de  projecties  op  twee  onderling  loodrechte  vlakken  ,  nadat 
de  projectievlakken  vereen igd  zijn ,  symmetrisch  liggen  ten  opzichte 
van  een  in  het  vlak  van  teekening  willekeurig  gekozen  rechte. 

(Dr.  H.  DE  Vries.) 

Opgelost  iioor  Dr.  C.  Stolp  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Als  coördiDaatvlakken  gebruiken  wij  de  drie  gewone  projec- 
tievlakken en  wel  het  eerste  als  xy-vlak,  het  tweede  als  xz- 
vlak,  het  derde  als  y^-vlak.  Slaat  men  nu  het  tweede  pro- 
jectievlak  zóó  op  het  eerste  neer,  dat  de  positieve  a-as  met 
de  negatieve  t/ as  samenvalt,  dan  kan  men  op  de  volgende 
wijze  uit  de  vergelijkingen  eener  rechte  die  van  hare  projecties 
in  het  vlak  van  teekening  afleiden. 

Is  de  rechte  in  de  ruimte  gegeven  door  de  vergelijkingen 
van  het  eerste  en  van  het  tweede  projecteerend  vlak ,  dan  kan 
men  de  eerste  vergelijking  als  die  van  de  eerste  projectie  in 
het  vlak  van  teekening  beschouwen ,  terwijl  men  uit  de  tweede 
vergelijking  die  van  de  tweede  projectie  afleidt  door  eenvou- 
dig z  in  —  y  te  veranderen. 

De  in  de  opgaaf  bedoelde  willekeurige  rechte  Lq  zij  gegeven 
door  de  vergelijking 

y  -  yo  =  ^  ^g  « 1) 

Zij  kan  beschouwd  worden  als  eerste  en  tweede  projectie 
eener  rechte  L  van  het  vlak  dat  den  tweeden  en  vierden 
ruimteboek  middendoor  deelt. 

Nu  kunnen  de  symmetrisch  met  L^  liggende  projecties  eener 
rechte  l  met  Lq  evenwijdig  zijn.  Ze  hebben  dan  tot  verge- 
Igkingen 

y--yo  =  xtga  +  X,    ff  —  yo  =  xtga  —  X. 

Verandert  men  in  de  tweede  vergelijking  y  in  — 2?  en  telt 
men  de  vergelijkingen  daarna  bij  elkaar  op,  dan  is,  onafhan- 
kelijk van  A, 

y  —  21  —  2yo  =  2t  tg  a. 
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De  rechten  /  van  het  stelsel,  die  evenwijdige  projecties 
leveren,  zijn  dus  evenwijdig  met  L  en  liggen  alle  in  één  plat 
vlak. 

Laat  nu  l  een  rechte  zgn,  wier  eerste  en  tweede  projecties 
{,  en  22  niet  evenwijdig  zijn  met  Iiq.  Voor  de  symmetrische 
ligging  ten  opzichte  van  Lq  is  dan  vooreerst  noodig ,  dat  /,  en 
I2  door  hetzelfde  punt  van  Lq  gaan,  waaruit  volgt  dat  in  de 
ruimte  l  de  rechte  L  moet  snijden.  Zg  P  (£,  11  tK)  dit  snij- 
punt, dan  heeft  men  voor  /,  en  l^  de  vergelijkingen 

y  —  IJ  =  («  -  Ö  tg  #, ,    y  —  II  =  (re  —  ö  tg  ^j. 

Yoor  de  symmetrische  ligging  van  !,  en  l^  ten  opzichte  van 
I^Q  is  verder  noodig  en  voldoende ,  dat  Lq  een  paar  overstaande 
door  2,  en  J,  gevormde  hoeken  middendoor  deelt ,  zoodat  men 
heeft  ^(^,  +f.^  =  a  of  =  a  ±:  90^.  Dit  kan  men  ook  uit- 
drukken door  de  enkele  vergelgking  tg (^|  +  ^^=^tg2aj  of 
ook  door 

tg  2a  -  tg  #,  —  tg  ^j  —  tg  #1  tg  ^j  tg  2a  =  0. 

De  vergelgkingen  voor  l  zijn  nu  dezelfde  als  voor  l^  en  l^ 
mits  in  de  laatste  y  en  i|  in  —  z  en  —  Z  veranderd  worden ; 

y  —  ^  2  —  Z 

dus  is  tg  ^,  = p-  en  tg  ^^  =  —   —    •     Deze  waarde  van 

tg^,  en  tg  ^2  ^   ^®   vorige   vergelijking  overbrengende  krijgt 
men  na  de  verdrgving  der  breuken 

(x-5)ng2a-(a:-£)(y-i,)+rx-g)(^-J)+(y-H)(2^-?Otg2a=0 ..  2). 

Alle  rechten,  waarvoor  S,  ty  en  ^  standvastig  zijn,  liggen 
dos  op  een  quadratischen  kegel.  Het  punt  P  (£ ,  q ,  Q ,  de  top 
van  den  kegel,  is  een  willekeurig  punt  van  de  rechte  L. 

Is  tg 2a  =  O,  dan  kan  het  eerste  lid  van  2)  ontbonden 
worden  in  twee  factoren  en  men  heeft 

(aj_ö(2r^y  +  q-«  =  0 3). 

Nu  kan  vooreerst  a  =  O  zijn.  De  rechte  L^  (y  =  y^)  is  dan 
evenwijdig  met  de  o^as,  evenals  de  rechte  L(y  =  —  z-=y^. 
Het  punt  (5,  i|,  f)  ligt  op  L,  zoodat  ook  i):=—  J  =  yo  Uit 
3)  vindt  men  dus  de  twee  vergelijkingen 

o?  =  £  (willekeurig)  en  z  —  y  -f  2yo  =  0. 

De  eerste  drukt  uit ,  dat  elke  rechte ,  die  de  as  van  projectie 
loodrecht  snijdt  of  kruist,  tot   het  stelsel  behoort;  eerste  en 
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tweede  projectie  Tallen  dan  eamen  en  zgn  tevens  symmetrisch 
raet  de  rechte  Lq,  die  evenwgdig  met  de  as  is.  De  tweede 
vergelijking  stelt  het  platte  vlak  voor,  waari o  de  overige  rechten 
liggen  (en  waarvan  tevens  alle  rechten  tot  het  stelsel  behooren). 

In  de  tweede  plaats  kan  a  =  90^  zijn.  Laat  men  nu  de 
^-as  met  Lq  samenvallen ,  dan  wordt  L  bepaald  door  o;  =  O , 
y  =  —  2f ,  zoodat  5  =  0,  ij  =  —  2^  is. 

Uit  3)  vindt  men  nu  weer  twee  vergelijkingen  die  achtereen- 
TolgODs  het  vlak  o;  =  O  en  het  stelsel  evenwijdige  vlakken 
2r  —  y  +  2})  =  O  aanwijzen.  Alle  rechten  van  het  eerste  vlak 
geven  projecties  die  met  Lq  samenvallen.  Yan  het  stelsel  even- 
wgdige  vlakken  vertegenwoordigt  elk  vlak  een  stralenbundel , 
die  tot  middelpunt  heeft  het  snijpunt  van  dat  vlak  met  de 
rechte  L(a?  =  0,  y  =  —  z). 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Yries. 

Men  beschouwe  de  gegeven  rechte  ak  de  beide  samenval- 
lende projecties  eener  rechte  ^q;  deze  ligt  dan  in  het  vlak  M 
dat  den  tweeden  en  vierden  ruimteboek  middendoor  deelt. 
Men  late  nu  om  een  willekeurig  punt  Sq  van  go  twee  lijnen 
Vj  V\  zoodanig  draaien  dat  zij  steeds  symmetrisch  blijven  ten 
opzichte  van  ^09  brenge  verder  door  het  punt  S  in  de  ruimte  eene 
rechte  an  loodrecht  op  het  horizontale  vlak  en  eene  rechte 
ay  loodrecht  op  het  vertikale  vlak  aan,  en  verbinde  ein- 
delijk qr  en  V  door  een  vlak,  ay  en  l"  door  een  tweede 
vlak.  Dan  beschrijven  deze  vlakken  om  de  ribben  an  en 
ay  twee  congruente  vlakkenbundels ,  zoodat  zij  een  ortho- 
gonalen  kegel  voortbrengen ,  die  symmetrisch  ligt  ten  op- 
zichte van  M,  de  rechten  an,  ay  en  g  bevat,  en  het  vlak  M, 
behalve  in  g^  nog  sngdt  volgens  eene  rechte  h  wier  beide 
samenvallende  projecties  in  S  loodrecht  op  g  staan  (immers 
van  de  rechte  h  liggen  de  beide  projecties  eveneens  symme- 
trisch ten  opzichte  van  g^^  daar  zij  echter  tevens  samenvallen 
ligt  h  zelve  in  M).  Alle  Ignen  door  8,  wier  beide  projecties 
symmetrisch  liggen  ten  opzichte  van  g^^  liggen  dus  op  den 
zooeven  genoemden  orthogonalen  kegel.  Door  het  oneindig 
ver  gelegen  vlak  wordt  deze  kegel  gesneden  volgens  een 
kegelsnede  A:^»,  die  de  oneindig  ver  gelegen  punten  van  g  en  A, 
en  van  de  y-  en  ^r-as  bevat.  Beweegt  zich  het  punt  S  langs 
de  lijn  g^  dan  verschuift  deze  kegel  evenwijdig  aan  zich  zelf; 
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de  rechten,  die  aan  de  vraag  Yoldoen  laten  zich  dus  samen- 
voegen  tot  congruente  en  evenwijdige  orthogonale  kegels, 
waarvan  de  toppen  op  g  gelegen  zijn,  en  die  alle  de  lijn  g 
zelve  bevatten.  Zij  vormen  blijkbaar  een  congruentie ,  nL  de 
congruentie  der  bisecanten  der  ontaarde  kubisehe  ruimtekromme, 
die  uit  g  en  Po,  bestaat.  Door  ieder  punt  P  der  ruimte  gaat 
er  in  het  algemeen  een,  nl.  de  lijn  door  P  en  het  punt  dat 
het  vlak  P^  behalve  Qm  nog  met  P»  gemeen  heeft.  In 
ieder  vlak  liggen  er  drie,  waarvan  één  op  oneindigen  afstand, 
terwijl  de  beide  andere  den  doorgang  van  g  op  dat  vlak  met 
de  doorgangen  van  P»  verbinden. 


Vraagstuk  XII. 

M^  6  i.  Den  graad  te  bepalen  van  de  meetkundige  plaats  der 
middelpunten  van  alle  kegelsneden ,  die  op  vijf  in  de  ruimte  ge- 
geven kegelsneden  rusten  en  hun  vlakken  door  een  gegeven  rechte 
zenden.  (Dr.  J.  de  Vries.) 

Opgelost  door  Dr.  H.  de  Vries  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

Wij  noemen  de  gegeven  rechte  /,  de  gegeven  kegelsneden 
ii^  (i  =  1 . . . .  5),  en  wijzen  de  snijpunten  dezer  krommen  met  een 
willekeurig  door  l  gelegd  vlak  e  door  Ki,  K/  (f  =  1 . . . .  5)  aan. 
De  graad  der  gezochte  m.pl.  is  nu  gelijk  aan  het  aantal  kegel- 
sneden ,  die  aan  de  in  het  vraagstuk  gestelde  voorwaarden  vol- 
doen, en  tevens  hun  middelpunt  op  oneindigen  afstand  hebben, 
en  dit  aantal  kan  mei  behulp  van  de  wet  van  het  behoud  van 
het  aantal  op  elk  der  twee  volgende  wijzen  gevonden  worden. 

I.  Wij  leggen  de  vlakken  €, ,  f^ ,  €3  van  k^^  h^^  k^^  door  L 
Dan  kunnen  eigenlijke  kegelsneden  slechts  in  deze  vlakken 
voorkomen,  omdat  in  ieder  ander  vlak  door  l  een  kegelsnede 
van  het  bedoelde  stelsel  3  van  de  6  op  Z  gelegen  punten  Kj, 
K'p  Kj,  K'a-  ^3)  ^^'3»  lïioet  bevatten  en  dus  uiteen  moet  vallen 
in  l  en  een  andere  rechte.  Beschouwen  wij  nu  het  vlak  ^j. 
De  in  dit  vlak  gelegen  8  punten  K»,  Kj'  (1  =  2,  3,  4,  5)  kun- 
nen op  16  verschillende  manieren  zoodanig  in  groepen  van  4 
worden  saamgevat  dat  in  elke  groep  slechts  een  punt  van  elke 
kegelsnede    voorkomt;    door  de  4  punten  van  elke  groep  gaan 
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2  parabolen I  zoodat  in  e,  32  parabolen  van  het  stelsel  liggen; 
deze  snijden  echter  k^^  ieder  in  4  punten,  moeten  dus  elk 
yiermaal  geteld  worden,  waardoor  wij  het  aantal  128  vinden. 
Daar  hetzelfde  voor  de  vlakken  fji  ^3  g<^ldt,  bedraagt  het 
aantal  parabolen  3  x  128  =  384. 

In  de  andere  vlakken  c  door  l  kunnen  volgens  het  boven- 
staande slechts  ontaarde  kegelsneden  liggen,  waarvan  l  het 
eene  bestanddeel  is;  de  andere  rechte  moet  dan  met  l  even- 
wijdig zijn,  omdat  wij  slechts  kegelsneden  zoeken  waarvan 
het  middelpunt  op  oneindigen  afstand  ligt.  Nu  gaan  door  het 
punt  L„  van  l  vier  rechten  die  k^  en  k\  ieder  in  een  punt 
snijden,  en  elke  dezer  rechten  vormt  met  l  eene  kegelsnede 
die  aan  de  vraag  voldoet.  Maar  l  bevat  van  elk  der  3  kegel- 
sneden Xti^,  k^^  k^  2  punten,  moet  dus  achtmaal  in  rekening 
gebracht  worden,  zoodat  de  4  gevonden  lijnenparen  32  kegel- 
sneden vertegenwoordigen.  Hierbij  is  echter  nog  het  volgende 
op  te  merken:  wanneer  de  basispunten  van  een  kegelsneden- 
bundel  2  aan  2  op  2  evenwijdige  lijnen  liggen ,  bestaat  een 
van  de  2  parabolen  van  den  bundel  uit  dit  lijnenpaar ;  liggen 
echter  de  basispunten  A,  B,  C  op  een  rechte,^  en  D  er  bui- 
ten, dan  vallen  de  beide  door  deze  4  punten  gaande  parabolen 
samen  in  de  figuur,  gevormd  door  de  lijn  ABC  en  de  lijn  door 
D  evenwijdig  met  ABC.  Een  zoodanig  lijnenpaar  vervangt 
dus  twee  parabolen.  Deze  bijzonderheid  doet  zich  in  ons  geval 
voor  bij  elk  der  32  boven  gevonden  kegelsneden ;  een  van 
deze  bestaat  uit  de  lijn  l ,  opgevat  als  verbindingslijn  van  K, , 
K2,  K3  en  een  lijn  E4K5  evenwgdig.  met  l\  laten  wij  E5  een 
oogenblik  weg ,  dan  geldt  dit  lijnenpaar  voor  2  parabolen ; 
door  toevoeging  van  K^  worden  deze  echter  niet  van  elkaar 
gescheiden.  In  plaats  van  32  vinden  wij  dus  64  kegelsneden, 
zoodat  de  graad  der  gezochte  m.  pi.  384  -f-  64  =  448  wordt. 

II.  Wg  brengen  Ar,^,  k^^  k^  in  een  vlak  V,  dat  l  in  een  punt 
F  snijdt.  Eigenlijke  kegelsneden  zijn  nu  slechts  mogelijk  in 
de  12  vlakken  c  die  l  met  een  der  snijpunten  van  de  3  ge- 
noemde kegelsneden  verbinden,  en  wel  in  elk  dezer  vlakken 
16,  wat  dus  in  het  geheel  12X16  =  192  kegelsneden  oplevert. 
Immers  gaat  c  bijv.  door  één  der  snijpunten  van  A*,^  en  k^^ 
dan  moet  ieder  der  gezochte  parabolen  behalve  dit  punt  nog 
een  punt  van  A-3^  k^  en  k^  bevatten,  en  dit  is  2x8  =  16 
maal  mogelijk. 
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Brengen  wg  €  door  het  snijpunt  E4  van  h^  met  Y,  dan  tormt 
de  lijn  PE4  een  aan  de  voorwaarden  voldoende  kegelsnede  met 
elke  der  twee  rechten  door  een  der  enij  punten  K5,  E5'  even- 
wijdig met  PE4 ;  deze  rechte  sngdt  ki\  ïc^^  h^  elk  in  2  punten 
en  moet  dus  achtmaal  geteld  worden,  zoodat  wij  16  parabolen 
vinden.  Maar  bovendien  geldt  ook  hier  weer  de  boven  ge- 
maakte opmerking,  waardoor  het  aantal  wordt  opgevoerd  tot  32. 
En  daar  Y  4  snijpunten  van  k^  en  h^  oplevert,  vinden  wy 
dus  4  X  32  =  128  parabolen. 

Eindelijk  vormen  alle  rechten,  die  h^  en  k^  snijden  en 
evenwijdig  zijn  met  Y ,  een  regelvlak  van  den  graad  8 ,  zoodat 
8  dezer  rechten  op  l  rusten.  In  het  vlak  c  door  een  dezer 
rechten  wordt  zg  tot  een  parabool  aangevuld  door  de  sngljjn 
van  €  met  Y,  en  deze  parabool  moet  16  maal  geteld  worden, 
8  maal  omdat  de  in  Y  gelegen  rechte  k^^  h^  en  k^  ieder 
tweemaal  snijdt,  en  elk  van  deze  8  tweemaal  volgens  de  op- 
merking onder  I.  Zoo  vinden  wij  dus  nog  16x8  =  128 para- 
bolen. Ook  op  deze  wgze  wordt  dus  voor  den  gezochten  graad 
192  +  128  +  128  =  448  gevonden. 

Yan  het  in  het  vraagstuk  bedoelde  oppervlak  liggen  in  ieder 
vlak  €  door  l  32  kegelsneden;  de  m.  pi.  der  middelpunten  is 
dus  eene  ruimtekromme  van  den  graad  448 ,  die  in  416  punten 
op  l  rust,  m.  a.  w.  onder  de  kegelsneden  van  het  oppervlak 
hebben  416  hun  middelpunt  op  l. 

Opmbeeiko  van  Dr.  J.  de  Yriks.  De  kegelsneden,  die  {tweemaal 
snijden  en  op  5  rechten  rusten ,  vormen  een  oppervlak  van  den 
achtsten  graad  met  zesvoudige  rechte  /.  (zie  b.v.  mijn  mededeeling 
in  Yersl.  Eon.  Akad.  v.  Wet.  X ,  195).  Hieruit  leidt  men  gemak- 
kelijk af  dat  de  in  de  opgave  bedoelde  kegelsneden  een  opper- 
vlak van  den  graad  2^  x  8  =  256  vormen  dat  192  maal  door  l  gaat. 

Vraagstuk  XIII. 

R  8  a.  In  een  lichaam  van  onveranderlijke  gedaante  neemt  men 
twee  rechten  /^ ,  l^  en  op  deze  achtereenvolgens  de  punten  P, ,  P^ 
willekeurig  aan.  Door  een  in  P,  langs  /,  aangebrachte  impulsie 
verkrijgt  Pj  eene  zekere  snelheid ;  hare  ontbondene  langs  ^  is  even 
groot  als  de  ontbondene  langs  /,  van  de  snelheid,  welke  Pj  zal 
verkrijgen,  als  de  impulsie  in  P,  langs  l^  aangrijpt. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  W.  Mantel  ,  Dr.  J.  Stein  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 
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OploBfling  vc^n  Dr.  J.  Stbin. 

Het  lichaam  hebjae  tot  massa  de  eenheid,  terwgl  ook  de  eenheid 
van  impulsie  worde  aangebracht.  De  traagheidsmomenten  om 
de  hoofdassen  OjK,  OY ,.  OZ  in  het  massa-middelpunt  O  zgn 
achtereenvolgens  A,  B,  C;  de  coördinaten  van  P,  en  P^  zgn 
i^iVi^^)^^  (0*2^2^);  de  riclitingscoëfficiênten  van  /,  en  /^  zgn 
(flr,J,c,)  en  (a^b^c^). 

Wordt,  de  impulsie  langs  Z,  aangebracht,  dan  verkrijgt  het 
lichaam  een  translatie  in  die  richting  met  snelheid  =  1 ,  en  een 
wenteling  om  een  oogenblikkelgke  as,  gaande  door  't  zwaarte- 
punt.   De  componenten  der  hoeksnelheid  noemen  wij  ^,  q,  r. 

De  óntbondene  v^,  der  snelheid  van  P^  langs  Z,,  wordt  nu 
Yoorgesteld  door 


v^=  axtt%  +  KK  +  f^i^  ± 


1   n 


Px    ? 

^2    ya     ^a 

«2     *2      ^2 


Yoor  de  'componenten  p, ,  ^i ,  r,  der  hoeksnelheid  heeft  men 


Pl  = 


B 


I     n 


c 


Dit  substitueerende  in  de  waarde  voor  v^  verkrggen  wg 


t?2 ï=ö(i(Ï2  +  ^>, 62 +  c,Cj^+  A  ie 


1  J^iyi 
a,6, 


+ 


C 


3^22^2 
62  C2 


1 

+  B 


2f,ar, 


02*2 


+ 


Deze  uitdrukking  is  symmetrisch  ten   opzichte  van  de  aan- 
wijzers 1  en  2;  hiermee  is  het  gestelde  bewezen. 


Vraagstuk  XIV. 


M'  2^.    Van  een  willekeurige  ruimtekromme  K  is  F  de  focaal- 
kromme.    Te  bewijzen  dat  K  de  focaalkromme  van  F  is. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  H.  de  Vries  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 
Wmk.  Opo.,  Dl.  IX.  3 
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Oplossing  tan  Dr.  H.  DS  Tk1£8« 

De  focaalkroiQOie  ran  K  is  d^  di|bb6lkroipme  f^^  kei  ^é^ 
meeDSchappelijlc  omgeschreven  oqt^Jikelb^r  9m>erylak;  Ok  van 
K  en  den  ab3oluten  cirkel  in  bet  o.W'^^^S^))  ^'9  ^  vollediee 
dubbel^romme  van  iH  ojpjj^ervla^  bostaa^  u|^  ^  z^We  ey  no^ 
ecne  andere  kromme  F,  en  deze  laatste  is  de  focarirlkTpmipe 
van  K.  Door  iedere  raaklijn  van  F  ffai^n  difs  2  geq eei^fchpip- 
pelijke  raakvlftkki^n  yao  K  eq  Ci.  ^ovi^ndien  is  C»  ee^e 
r-voudige  kromme  op  Ok,  als  r  ^e  Tf^f^  der  kromde  K  i/i. 

Beschouwen  wij  nu  het  gemeenephaDpelak  oroffeschre^n  ont- 
wikkelbaar  oppervlak  0^  bel^oorf^de  1)^,  de  beidj^  kr^fnmen  F 
en  Cj.  ledere  raaklijn  van  F  wordt  door  2  raaklnn^f  van  d 
gesneden;  door  iedere  raaklijn  vai)  F  zijn  dus  slechts  2  ytak- 
ken  mogelijk  die  F*  en  C;  beide  aanraken.  Zooeven  vondeo 
wij  echter  bij  de  beschouwing  van  kei  i^p«rv)ak  Gf  door  iedere 
raaklijn  van  F  2  klakken  die  E  en  d  beide  aaécÉlteii;  deze 
vlakken  valim  4»,  s^m^  oiet  ,^0  \^ei^.  j^jn^  fg^ffifi^  i;dm^- 
vlakken  van  O/-,  en  hieruit  volgt  dat  de  oppervlakken  Ok  en 
Of  samenvallen.  D^  volledq[e  4vJM)elkrQmme  b<Mtaa|^  yt  de 
beide  krommen  E  en  F ;  dus  ia  E  de  focaaIkromin%  van  F. 

Opmerking  vak  Dr.  P.  Zeeman  Gz.  In  sommige  gevaHen 
zal  de  ^caalk^^me  F  v^  ^wee  i^  n|/eer  krommen  F, ,  Fa  enz. 
uiteenvallen.  Dan  zal  de  ^paftlJ||:qo^]|me  ^aa  Fi  bestaat  ait  d» 
krommen  E,  F^,  enz.;  evenzoo  de  focaalkromme  van  F2  nit 
de  krommen  E,  F],  ^nz*  EjeiK  w^)b.e^end  voorbeeld  daarvan 
is  het  volgende. 

De  focaalkromme  der  eUipa—  +  f^  ^  I  s=  ft.   «.^  Oi  baalAat 

o,*      r 

uit  de  hyperbool  — rj  —  1=0,  y  =  0  en  de  imaginaire 

y^      z 

ellips  -—+  —  4-1  =  0,  :|:==  0»;j4t,^gM}kromme  van  de  hyper- 
ee       o 

bool  -j  — ^  _  1  =s  0^  y=  O'  valk  «iteM^  in»  de»  beide»  ftlKpatD 


Vraa^rstuk.  XV. 

M^  2  g.  Is  P  ee»  punt  dec  foooalkroniine  F  van  een  niimte- 
kromme  K,  en  r  de  raakkoorde  (richllijn)  van  P,  du§  de  verbii^ 
dingslijn  der  punten ,  waarin  K  gemakt  wordt  doof  een  punfeM  F, 
dan  is  (Br)  het  normaalvlak  van  F  in  het  punt  S. 

(Dr.  P.  Zsüu»  ez> 

Opgelost  difor  Dr.  H.  de  Vries  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing  p(m  Diu  H.  dh  Yrüis. 

Is  F  een  pynt  dar  focaalkrpnune »  en  projpiateGri^n  ii^uH  ^k 
punt  de  gegeven  kromme  K  Qn  deq  ^bspluten  ci|:l^ei  i^.  het 
oneindige,  Ci,.  d»i|  bebï)0i|,  Tplg9qc|  4q  hep^llAg  4«r  ^ffwl: 
kromn^e,  deze  tiifee.  kegels  2  raakylakkep  ^^eeq ,  QR.40  wyiJLII 
<  dezer  beide  raakvlakken  i&  d^  ry^UlQ  ip.  P  ^^n  ^q  fo^M^- 
kromme  F.  Verbinden.  WQ  de  b^f^ide  ri)>b^A.^  lun&l  ^ftlk^  4a. 
beide  kegels  elkaar  raken,  door  een  vlak,  dan  is  dit  blijkbaar 
het  poolvlak  van  de  Kjn  f  ten  opzichte  vcm  den  quadrattschen 
kegel  [P  9  OiJ ;  en  dit  vlak  bevat-  de  verbindingel^  r  van  d^ 
beide  punten  waar  E  dezen  kegel  raakt.  Nu  staat  echter, 
zooals  bekend  is,  bij  den  kegel  [P,  C<J  ieder  pool  vlak  loodrecht 
op  den  bgbehoorenden  ppplstraalj  dus  s^at  ook  het  vlak  (Pr) 
loodrecht  op  de  raaklgn  Md  P  aan  F. 


K  1  o.  Als  de  punten  A',  B',  C'  sy^imctrisch  liggen  met  een 
punt  P  ten  opzichte  v^u  de  middens  der  zijden  BC ,  CA ,  AB  van 
driehoek  ABC,  vraagt  men  de  meetkundige  plaats  van  P  te  bepalen, 
ah  de  loodltjnen ,  in  A ,  B ,  C  op  AA',  BB';  CC'  getrokkeu,  door 
een  punt  Q  gaan.    Bepaal  ook  de  meetkundige  pkata  van  Q; 

(Dr.  It.  ¥Aiv  AuasL.j 

Opgelost  if(m'  T.  J.  An*ERS¥A^  Qr.  F-  H.  Yajj  Do^stc^, 
J.  Geest,  J.  A.  Kerkhoven  ,  F.  Schuh  en  Dr.  H.  A.  W.  Speckman. 

Oplossing  van  Dr.  R.  H.  tak  Dorstbk. 

Bij  willekei\rige  ligging  van  P  volgt  gemakk^lgk  uit  de  con- 
structie, 4^  XW  M  S^'  gelgl^  W  ov.enw{j[di^  zyp  loei^  PC; 
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derhalve  deelen  AA'  en  BB'  elkaar  middendoor  in  een  puntS, 
dat  dan  tevens  het  midden  van  CC'  is. 

Zuilen  de  lijnen,  die  in  A,  B,  C  achtereenvolgens  loodrecht 
op  AS,  BS,. CS  staan,  elkaar  in  een  punt  Q  snijden,  dan 
moeten  QABS,  QBCS  en  QCAS  koordenvierhoeken  zijn.  De 
meetkundige  plaats  van  Q,  en  tevens  van  S,  is  dus  de  om 
ABC  beschreven  cirkel,  terwjjl  Q  en  S  altijd  de  uiteinden  van 
een  middellijn  zijn. 

Is  nu  D  het  midden  van  BC,  dan  volgt  uit  PD 3=  DA'  en 
AS  =  SA',  dat  AP  evenwijdig  is  met  8D  en  AP  =  2SD.  Hieruit 
volgt  dat  het  zwaartepunt  Z  van  driehoek  ABC  op  PS  ligt  en 
PZ,=  2ZS  is.  Daar  Z  het  gelykvormigheidspuot  is  van  ABC 
en  den  driehoek  A'^B'^C,  waarvan  de  zijden  in  A,  B  en  C 
worden  middendoor  gedeeld ,  is  de  meetkundige  plaats  van  P 
de'  em'geschrcven  cirkel  van  A"B"C",  d.  i.  de  cirkel  die  het 
hoogtepunt  van  ABC  tot  middelpunt  heeft,  terwijl  zgn  straal 
gelijk  i^  aan  de  middéllijn  van  cirkel  ABC. 

Opmerking.  Deze  oplossing  verschilt  slechts  in  bgzaken  van 
de   oplossingen^  der  heeren  Ksrkuovek,  Schüh  en  Spsckman. 

(Bed.) 


Vraagstuk  XVIÏ. 

K  1  d.  Zijn  D,  £,  F  de  middens  der  zijden  van  driehoek  ABC, 
is  P  een  willekeurig  punt  van  het  vlak,  en  trekt  men  AA',  BB', 
CC'  loodrecht*)  cp  en  gelijk  aan  PD,'PE,  PF,  dan  zijn  de  drie- 
hoeken A'B'C'  en  ABC  gelijkvormig,   en  heeft  men 

inh.  A'B'C' =  J  inh.  ABC. 

(Dr.    H.    VAN    AUBEL.) 

Opgelost  door  H.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  J.  A. 
Barrau,  C.  A.  Cikot,  Dr.  R.  H.  van  Dorsten,  J.  A.  Kerkhoven, 
J.   C.   de  Masier   en  F.   Schuh. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau,  C.  A.  Cikot  en  P.  Schuh. 
Trek    A'E     evenwijdig    met    en    gelijk    aan    AB,     zoodat 


>)  Zegt  men  dat  de  rechte  MN  loodrecht  staat  op  de  rechte  PQ,  dan  wordt 
ditarbij  ondersteld  dat,  na  draaiing  van  de  figuur  in  een  stond,  waarin  P  en  Q 
links  en  rfcbts •  liggen  y.dd  loodlijn  MN  yan  beneden  naar  boven  gericht  is 


OPGAVEN.    N».  16  Etf  17.  87 

BK^AA'=  PD  wordt.  Verder  is  BB'  =  PE  en  ^  KBB'=  Z  DPE, 
daar  BK  loodrecbt  staat  op  PD  en  BB'  op  PE.  Hieruit  rolgt, 
dat  de  driehoeken  KBB'  en  DPE  congruent  zgn,  zoodj&t 
EB'=sDE  =  iAB,  en  tevens  EB'  loodrecht  staat  op  ED  en 
dan  ook  op  A'K.  ' 

Men  krggt  dus 


A'B'  =  A'K  +  KB'  =  AB  +  J  AB  =  i  AB  , 

A'B'  =  i  AB  K5. 

Evenzoo  is  natuurlgk  B'C'  =  i  BC  Vö  én  CA'  =  i  CA  Vö , 
zoodat  de  driehoeken  ABC  en  A'B'C'  geljjkTormig  zijn.  Daar- 
uit volgt 

Inh.  A'B'C'       A^'*        5  .      ' 


Inh.ABC         ab'         * 

*  • 

Opmerkingen  van  C.  A.  Cikot.  1.  Vorm  en  oriëntatie  van 
driehoek  A'B'C'  zijn  onafhankelijk  van  de  plaats  van  P;  zijn 
zijden  maken  met  de  overeenkomstige  zijden  van  ABC  een 
hoek  J3 ,  bepaald  door  tg  /3  =  7. 

2.  Neemt  men  P  in  het  zwaartepunt  Z  van  ABC ,  dan  be- 
palen ABC  en  A'B'C'  twee  gelijkvormige  stelsels  met  draaipunt 
(dubbelpunt)  Z,  dat  dan  ook  zwaartepunt  is  van  A'B'C'. 

8.  Maken  AA',  BB',  CC'  een  hoek  a  met  PD,  PE,  PP, 
kan  wordt  inh.  A'B'C'  ==  (i  —  cos  a)  inh.  ABC.  Men  vindt  dus 
den  grootsten  driehoek  yoor  a  =  180**,  den  kleinsten  voor  a  =0®. 

Oplossing  van  Dr.  B.  H.'van  Dorsten. 

Als  a,  j3,  y  de  vectoren  PD,  PE,  PP  voorstellen,  dan  heeft 
men  PA=  -«4-0  +  7,  PB  =  a  — /3  +  7,  PC  =  a-}  i3- 7, 

PA'  =  PA  +  ia  =  (t-  l)a  +  0+7,  PB'  =  a +  (i  —  l)/3  +  7, 

PC'  =  a  +  0  +  (i-1)  7.   Dus  A'B'=PB'  -  PA'  =  (l  ~  y)  AB, 

B'C'  =  (1  -  y)  bc,  CA'  =  (1  -y)  CA. 

Hieruit  volgt  dat  driehoek  A'B'C  gelijkvormig  is  met  drie- 
hoek ABC,  in  verhouding  van  ^  V^5  : 1 ;  huü  inhouden  verhouden 
zich  dus  als  5  tot  4. 
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^raal^uk  XVttl. 

^  1  d.  A|B|C,  zQ  de  eenie  driehoek  van  Brocard  behoorende 
bij  driehoek  ABC.  Als  de  4oodlijnen  in  A,  B,  C  op  AA,,  BB|, 
CC,  geti'okken  de  zijden  BC,  CA,  AB  in  A',  B',  C'  snijden,  is  de 
inhoud  van  driehoek  A'B'C'  het  dubbel  van  den  inhoud  van  drie- 
hoek ABC.  (Dr.  A.  van  Aubkl) 

0pg*e1'0s^  doot  Dr.  R.  VAlfi  AuAèl,  Dr.  R.  H.  van  Doksten 
en  F.  ScHUH. 

O  p  1  o  S  8  i't  g  voH  f*.  ficlBVH* 

f^  ^MfptfftTèh  van  AA,,  6B,  en  ÜC,  met  *BfC,  CA  en  AB 
noemen  wij  A'^  B'^  en  C.  Van  A,  zgn  de  bary centrische 
coördinaten  /3  +  7r<v-f/3,  y  +  a,  ^aarili  dr,  /3  en  7  de  cotan- 
genten  der  hoeken  A,  B  im  O  vö0MeIfcn.  Van  A''  zijn  das 
de  coördinaten  O,  a-h^,  ^  +  7f  ®d  inen  vindt 


BA''  = 


ei. 


Zg  D  het  voetpunt  van  de  hdogféllh  iSèor  A,  èati  is 


«9» 


^ 


-s 


AB=«- 


1 


P+7 


BI'- 


A»> 


«*-f04-V 


fil'  =  feD+  DA'  = 


A"D     ^  _  ^«)  («  4- 13  + -y) 
_JL  .       2 1_ 1 


a. 


uttS 


2  .    ^  2  («3  -L/37  +  7«) 

P»-7» 


»k 


P'-7* 
««■f-P 


f    iS- 


1 


/3-7      (/3-7)(«  +  P^7)J 


a. 


Ot^-ÖitÉN.    *I«.  18. 
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Hieria  sgn  segmenten  langs  BC  positief  gerèki^nd  van 
naar  C;  Iet  men  op  de  teekëns  en  de  volgorde  der  letters, 
dan  geldt  deze  afleiding  voor  alle  gevallen.  Door  verwisseling 
van  /3  en  7  vindt  men 


CA'  = 


1 


2«  +  y 


positief  gerekend   van  V  WM  ^.    D6Ór  cyclische  letterverwis- 
seling vindt  men  CB',  AB',  AC'  en  BC',  bv. 


Wb-=' 


1 


c, 


positief  gerekend  vA  B  aaar  A. 

Znn  nu  I  en  \'  de  inhouden  der  driehoeken  ABC  en  A'B'C', 
dan  né^  men 


inli.  1'BC*  +  inh.  ÖIB'  -  inh.  A'CB'  =  Ï  +  V 


of  daar 


inh»  A'BC  3=  I  • '■ ,    enz. 

MMicr     ÖB'.tlA'     XC'.AB'      ,  .    r 

+  7 +  =  1+1:- 

ac  ba  oa  I 

welke  laatste  vergelgking,  lAs  nfen  op  de  teekens  Iet,  steeds 
juist  is.    Men  heeft  nu 

BA' .  B&  \ 


a  .  e 


(a-/3)0-7)(7-a) 


a  —  y 


+ 


(a  +  /3  +  -y)* 


-4  («-7) 


1 


(«-0)O3-7)(7-a) 


P'(«-'y)-2^(«*-7')  + 


a  -y 


(«+/3+7)"J 


Door  letterTerwineling  en  optelling  vindt  men 
BA' .  BC-     CB' .  CA'     AC .  AB' 

^  — . y. 


a.e 


b  .a 


e .  a 


9 


(«  ./3)0-7Xr-«) 


~-,  i0»(«  -  r)4  r*03  -  «)+ «'(r  -^)]  =  8, 
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soodat  ten  slotte 

of 

I'  =  21. 


Vraagstuk  XIX. 
V  5.     Men  vraagt  het  symbool  I-  -  —I  in  den   vorm 

> 

te  ontwikkelen.  (Dr.  W.  Kapteyn. 

Opgelost  door   Dr.  W.  Kapteyn,   F,  Schuh   en  Dr.  J.  Stein. 

Oplossing   van  Dr.  J.  Steiit. 

d»  {\     dV 

Stelt  men  -— =  D»,  I — — I  =A",  en   gaat  men  uit  van 

de  bekende  betrekkit  gen  (vgl.  Frenet,  Recueil  d'£x.,  3e  Ed.» 
no.  117) 

^  n(n  —  l)        a       , 

D»      =  ar«A»  +  -^^-^-j — -  a;— »A»~i  + ' + 

n(n— l)...(fi— 2*  f  1) 

D*»-^  =  a;»-iA»-'  + + 

(«-l)(«-2)...(n-2fe+2)  ._, 

^  (A;-l)!2*-i  ^ 


daa  vindt  men  zonder  moeite  de  eerste  termen  der  gevraagde 
ontwikkeling 

1   ^       «  (»  -  1)        1  ^    . 

X'  1.2  aj*+i 

(n  +  l)n(n-l)(n-2)     1 
+  2T2«^ ■;^D»-»H-iJ,D»-»+...+;j._iü. 


OPGAVEN.    N".  18  EX  19.  41 

Berhalve  is,  Toor  n^3,  de  cocflScient  pt  gelifk  aan 

,_    .,  (n  +  A:-l)(n  +  A;-2),..(n~  fe)    '  _1 

Eene  eenvoudige  becijfering  leert ,  dat  deze  betrekking ,  indien 
zij  geldig  is  voor  w  =  m,  ook  doorgaat  voor  n  =  w+  1.  Zij  is 
dus  algemeen  geldig. 


O  p  lo  s  8  i  n  g  van  F.  Schüh. 
Men  ziet  gemakkelijk,   dat  Pq  den  factor  — ,  Pi   den  factor 

enz.  bevat;  men  kan  dus  stellen 


'x'  dxj  *"  "^^  ^  dJ^  "*  "'*  .1^1  ~d^ 


( 


1        d»— »+i  1      d'-" 

waarin  de  grootheden  g  constanten  zijn.     Door  op  beide  leden 
dezer  vergelijking  de  bewerking         --    toe    te    passen,    en 'de 

X     (XX 

termen  op  te  zoeken  die —   bevatten,  vindt  men 

-+i3«  =  ».?m  4-  {«  +  »«  —  1)  »?«•-!  f 
of  als  men  n  door  n  —  1  vervangt , 

„jw  =  »_igr„  +  (w  ^-  m  -  2),._ig'«_i ,    ....  2) 

terwijl  men  voor  w  :=  O  heeft 

en  voor  m  =  «  —  1 

H?ji-i  =  (2«  —  3)  H-i^H-a , 
hetgeen  ook  in  de  vergelijking  2)  ligt  opgesloten ,  als  we  »2— i 
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door  nri  Tdi^MgM.    Bötk  t%rg^lgl3i%  2)  ^n  «uh  èM  $'%  af 
to  leiden  ait 

Voor  m  SB  O  vindt  men 

voor  m  ==  1 

»j,  =  M^iji  -  n  -  l , 
of  daar  ,},  =0  is, 

-? ,  -  1  +  «  +  8  +  . . .  +  (h  -  l )  =^  ""J!!^ . 

Door  Ml  =  2  to  stoHte  rhidt  m^ 

«(n— l)(ii-2) 
•?a  "^  "-1?»  +  « •  «-1?!  =  «-ija  +  « » 

of  daar  ^,  =  0  is, 

,?a  =  i{l. 2. 3  +  2.8.4  +  8.4.5  +  .. .  +  («»-  9)(ii  —  1)  W{  = 

(n-2)(n  _l)n(n  +  i) 
2.4 

Voor  m  =r  3  vindt  men  verder 

.93  =  -1?,  +  («  + 1).  .-ift  =  -13',  +  ^ ^ g^^         \ 

of  daar  ^,  =:  O  is-, 

»J,=  r-j  { 1 . 2 . 8 . 4 . 5+2 . 8 . 4 . 5 . «+. .  .+C»»-8)C«-4X*-1)*»(*^1)1- 

^  .(?« - a).(»-.2) (« -  ï) »■(»  + 1) (»« -h81. ■ 

Op  deze  wg«e  ^hNA<gaBiMe^  Vin^  ^Slen 

"'*""  2.4,6..;(a^  ""(n-m-l)!m!2«* 

Hieruit  Tolgt  dan 

zoodat  de  gevraagde  ontwikkeling  is 

\«f  <*t'        fttfe  (ïl-ïil— l)!m!2"  «•+■ 


OPÖATEN.    N».  19  EN  20.  48 


Vraagstuk  XX. 
E  6.     Men  vraagt  de  juistheid  aan  te  toonen  van  de  betrekkingen 


^  ^  «*+i  'J  \^  xi  \  —  xt 

o 


1  O 

die  zonder  bewijs  voorkomen  in  een  verhandeling  van  £.  LeRov, 
Ann.  de  Toulouse^  1900.  (Dr.  W.  Kapteyk.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Kaptevn  en  Dr.  J.  Stein. 

Oplossing  van  Dr.  J.  Stein. 

1.  Stelt  men  Ig  —  =  y,  dan  wordt 

X 

i  \        X)  \  —  XZ       J         €9  —  Z 

O  O 

Indien  z<C  1  is,  kan  men  aldus  ontwikkelen 

1    r* 
J,  =  —  /    sin  y  {ze^9  -h  z^er-^y  +  z^e  »y  +  . . .)  rfy  = 

o 

1    (      z  z^  z^  \       J_/  ^     g«    \ 

z    ll-i+l  "*•  2»  +  l"^  3^+  1  +  --V-  ^  \^^  +  Z^n^+ir 

2.  Stelt  men  weer  Ig —  =  Vi  ^ftn  wordt 


,.  -  'f\{^  M'  ■«  i)  T^  =  « ƒ•  ^.  (^  K,-^  1^7  ■ 


O  o 

Nu   18 


,  (2!)^      (Siy 


1)    Téi  g«td^  Van  een  ▼e'rgiiftiog  Tan  deii  redacteur  be?attë  liet  tweede  deel 
det  opgave  een  onjoiatheid. 
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Verder  is 


Jo(2i^«y)ï-_--^7  = 


Men  yindt  dus 


—  €       -Z*. 


Vraagstuk  XXI. 
D  4  a.     Aan  te  toonen ,  dat  de  geheelc  functie 


geen  reöele  nullen  bezit ,  en  dat  voor  r  >  o  voldaan  wordt  aan 

« 
G  (z)  <  e'. 

(Le  Rüy,  Ann.  de  Toulouse  ^  1900.)  (Dr.  W.  KaiTEVN.) 

Oplossing  tan  Dr.  W.  Kapteyn  en  Dr.  J.  Stein. 
Daar 

o 
wordt 

V./       r(n+l)      ^     J   ^^      -^rin+i))-" 

o  o 

of 

ƒ00 

o 

Daar  de  integrand  tusschen  de  grenzen  O  en  00  voor  reêele 
waarden  van  z  altijd  positief  is ,  heeft  G  (z)  geen  reëele 
nullen. 


o  ]?  G  A  t  Ê  N.    NO.  20-22.  45 

De  maximumwaarde  van  yer^  tusBchen  die  grenzen  is  —  (yoor 

e 

y  =  1);  voor  positieve  waarden  van  z  is  dus  e'^*""^<  (f^  en 

/•ao  8 

Q{z)<  f    yeme^dy, 

ó 
of 

t 

G  {z)  <  e^. 


Vraagstuk  XXII. 

E  5.     Men  vraagt  te  bewijzen  ,  dat 

bgtgj' 


o 


(Dr.  J.  C.  Kluyver.) 


Oplossing    van  Dr.  J.  Stein. 
Voor  de  integraal  kan  men  schrijven 

o  o  * 

Door  partieele  integratie  vindt  men 

^  ^  ^  ^   ^     2irw  ^       1  +  y'    ^ 

Derhalve 

o  o  1 

of  aU  2nity  =  a;  gesteld  wordt , 

J     «»»»-!  ^     i     liL  ^(2«)*  +  xV 
o  o  1 


*)    Door  een  rekenfout  wm  het  lechterlid  niet  geheel  juist 
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Oplossing  van  W.  M&ntei.. 
Uit  de  bekende  vergelijking 

h 


f' 


"'•'sin  hx (ix  = 


u2  +  t«' 


81  n  ux     , 


ƒ«    dx      /•«     sin  yx 


•«    rfa;      /•«     sin  yx 

xe"    J 
o  o 

Volgona  Voorstel  116,  Deel  G  der  W.  O.  is  dit  gelijk  aan 


r^  dx    I         1         1     1  +  f*-'  \ 

/     r?^  l        2x        ~i    1  —  e-'l ' 
o 

ir(-J__i_i)_^. 

V      w-r-'       2        o;/  a?«" 
o 

De   laatste  integraal  is  bekend  door  beschouwingen  over  de 
reeks  yan  Stirling.     Haar  waarde  is 

ilog    ^''^"■^'^ 


(Zie  ÖT.  Serret,  Calcul  intégral^  §  540.) 

Voor  a  ==  1  vindt  uien  als  waarde  der  voorgestelde  integraal 

i— ilog2,r. 

Vraagstuk   XX til. 
D  2  b  7*    Aan  te  loonen  ,  dat  men  heeft 


OPGA  1 11  ï.  ïf^  aa  Bir  è3.  47 

\^ (    ^Y ( ^    X    '         I   \    7^ 

(.»r.  J.  C.  KLUYVtR.) 
Opgelost  door  Dr.  J.  C.  Kluyver  ,  Dr.  J.  Stein  ,  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing   van  Dr.  J.  Stbik. 
Wij  sebitfjven  i^zonderlijk 


V'if-  4mrl 


=  (^2)  É  (-')"  ƒ '''«^*'' =  ^^2)  ƒ  ^«  j^  =i  bg  tg2+J  logs. 

B=l(-4r'i^.-|:<-..-(^) 


4n4-2 


=  2X(-^^)"/''*^*""^'^==2|^^»^,«bgtgi 


«  =  £(-irSiTi=<''^>?<-'HT?7) 


1  V+»      I 


é^\       4/   8;f+.6  'f^^       '   \|/2/  4w+4 


773  «'dar 


ö^iÖi  (^  ')•ƒ"'  ^^^•''<«'  -  Cï<?).  ƒ  ""^  n5  -iJ^Hf  2-4lg5 


Ba»  Jf  4+  P  +  C « ^tg.t+  bgtg 2  * -^ 


Wil  men  de  berekening  der  afzonderlijke  integralen  vermijden , 
dan  telle  men  samen 

A4.B  +  C  -  K2  f^*^.±^^^dx^VÏ  f^ ^—  -  - 

o  o 

Oplossing  v<m  Dr.  C  Stfthf. 
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dan    is    P(0)  =  0    en    moet    bewezen    worden    F(l)  =  — • 

Door  differentieering,  sonimeoring  en  verdere  herleiding  ver- 
krijgt men 

_  l-far+jar*^ 1  _  2  _  ^  ^bgtg(l  —  a?) 

141a;*     ""]— ic-f-^a:«~~  l  +  (l— a:)2  rfi 

Bijgevolg  is 

F(l)  =  /  \'{x)  rfar  =  -  2/  'd  bgtg  (1  -  ar)  =  ~ . 

Opmerkingen.     I.     De  substitutie  x  =  i  in  de  bekende  reeks 
voor  bgtgar  geeft 

tg  (i) = £  (-  D- 4- .  (i)--' = è  { - 1  r  A- 

ü  2n+ 1     .  -^  \        4  /   4«-|-2 

Dit  in  verband  brengende  met  de  verkregen  uitkomst ,  heeft 
men  ook 

II.     Uit  bovenstaand  bewijs  is  gemakkelijk  af  té  leiden,  dat 
voor  waarden  van  x  tusschen  +  1  en  —  1 

P(.:)  =  2  [-^  -bgtgd  -x)j  =2bgtg^==bgtg|^j- 


bg 


Vraagstuk  XXIV. 

E  5.     Men  vraagt  de  waarde  der  door  Euler  bepaalde  integraal 

,«  x'^  dx 

J      x^  4-  2X  cos  «4-1 
o 

(Dr.  J.  C.  Kluyver.) 

Opgelost  //([?t?r  H.  Bremekamp,  Dr.  J.  C.  Kluyver,  E.  J.M. 
VAN  DE  Laarschot,  W.  Mantel,  Dr.  J.  Stein^w*  Dr.  C.  Stolp. 
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Oplossing  van  Dr.  J.  Stein. 
Door  de  substituties 

ƒ  «o 
o 
over  in  den  normaalyorm 

e^(»+i) /«« (1  —  t<)-«(i—  ttz)-idi*, 

o 
waarvoor  wg  schrgyen: 

e^<»+i> B(m  +  l ,  -  m  + 1).  F(l ,  m  +  1 ,  2  ; «). 

Hierin  is 

B(«+l,-m+l)-^'"+'>-'^-'"+^>    mrmr(l-m)        m. 


r(»n+l  — m+1)  r2  sinmir 

Verder  is 

.«    ,     ,      "•+Ï         (m  +  l)(m-f2)    . 

(m4-l)(m  +  2)(m  +  8) 
+  ^j  a"-t- ... 

=i'<'-'>---"-ir(r^)<" — '> 

1  sin  Ma 


^"(H-i)       sin  a 

Het  resultaat  is  dus 

X"  dx  n  sin  ma 


ƒ 


x^  4-  2x  cos  a  +  l      sin  rmr      sin  a 


Oplossing  van  H.  Bremeka^mp ,  E.  J.  M.  yan  de  Laarschot 

en  W.  Mantel. 

Integreer  den  gegeven  differentiaalvorm,  waarin  x  als  com- 
plex getal  gedacht  wordt ,  over  een  gesloten  weg ,  die  in  't  eerste 
WuK.  Opo.,  Dl.  IX.  4 


50  WISKUNDIGE 

quadraot  dicht  bij  O  begiot,  boven  de  x-bls  naar  -|-  oc  loopt, 
over  een  oneindig  grooten  cirkel  naar  -f  oo ,  maar  nu  onder  de 
x-M ,  daar  onder  langs  tot  dicht  bij  O  in  *t  vierde  quadrant  en 
dan  in  een  oneindig  kleinen  cirkel  om  O  naar  't  punt  van  uit- 
gang terugkeert.  Op  den  eersten  rechtlijnigen  weg  is  de 
integraal  gelgk  aan  de  gevraagde ,  I ;  op  do  kromme  wegen  komt 
er  nul ;  op  den  rechten  weg  terug  heeft  x^  door  't  draaien 
langs  den  grooten  cirkel  dien  factor  «''*"*  gekregen ,  de  integraal 
is  dus  —  ^•*'"L    In  het  geheel  heeft  men  dus  (l  — e*»*")!. 

Deze   waarde   moet  even  groot  zijn  als  bjj  de  integratie  om 
de   polen    «»(*"+«)  en    «•^*'-''>;  voor   de   eerste    pool  vindt  men 

^(r-f-fl)^   voor    de   andere +  -;^ g«^»-«).      Derhalve 


sm  a  sin  a 

is  nu  (1  -  ^«**)  I «  -^  (««<(»-•)  —  6«Kir  +  o)j^  waaruit 

sin  a 

ir  sin  ma 


sm  «  sin  m  ir 


Deze  uitkomst  blijft  nog  goed  voor  m  =  0.  De  waarde  der 
integraal  verandert  niet  als  m  van  teeken  verandert;  de  ware 
grenzen  zijn  dus 

--l<m<  +  l. 

Opmerking  van  Da.  C.  Stolp. 

Men  vindt  de  verkregen  uitkomst  ook  in  de  bekende  inte- 
graaltafels van  BiERENS  de  Kajlv  (T.  6,  N^.  8)  met  verwijzing 
naar  de  Verh.  Kon.  Acad.  v.  Wet.  VIII,  1862. 


Vraagstuk  XXV. 
E  5.     Bepaal  de  waarde  der  integraal 

o 

(Dr.  J.  C.  Kluyver.) 

Opgelost  /ioor  H.  Bremekamp,  Dr.  J.  C.  Kluyver ,  E.  J.  M. 
VAN  DE  Laarschot  en  Dr.  J.  Stein. 
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Oplossing  van  Dr.  J.  Stbin. 
1.     Wij  beschouwen  de  integraal  als 

^™nA  f rr-^  -  <508 ^) 4^  .  .  .  .  0<6<  1, 
o 

en  splitsen  in 

1 


dz w         /■•cos«       ^       w 


2  8in-c   "  28in-c 


DerhalTO  is 


ƒ    (- --cosel  — =  Lim — ^ .  (i  _  ^^ ^^ 

i    \l+z^  I  z       1=0  ^  .    ir       \         r(l--€)/ 


2  sin  —  € 


=  Lim (l  — 1  /    (- cos z]  —  = 

€  =  0«  +  ...v         l-€r'l+../{    \l-f-s*  Iz 

=  -  ra  =  c. 

(C  is  de  constante  van  Eülbr). 

2.    Men  kan  de  integraal  splitsen  in  twee  stukken 

Hiervoor  kan  men  schrijven 

—  ioo  +»ao 

o  o 

zooals  eene  eenvoudige  beschouwing  in  het  complexe  vlak  leert. 
Beide  integralen,  en  dus  ook  de  gevraagde,  zijn  gelijk  aan 


rirfrHf-- 


welke  laatste  betrekking ,  als  boven ,  door  invoering  eener  hulp- 
grootheid c,  kan  afgeleid  worden. 


i 
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Oplossing  van  H.  Brem ekahp  en  E.  J.  M.  van  de  Laarschot. 

ƒ     L  ,    .  —  cos  «   —  =a  Lim  j  ƒ    — —  /    dz 

=  Liin  I -logS  — r^^dz  j (1) 


i 
Beschouwen  we  nu: 


ƒ- 

J     2 


dz 


laDgB  den  volgenden  integratieweg :  x-ba  van  S  tot  oo,  een 
kwartcirkel  met  R  =  oo ,  y-as  van  f  oo  tot  f  S,  een  kwartcirkel 
met  B  =  S  om  O ,  dan  is 

i  i      ^ 

Van  beide  leden  het  reêele  stuk  nemende,  vinden  wg 


Derhalve 


ƒ    -dy^er'Xo^xl    +j    e-'logxdx. 


d2  =  Jjim{ — log  8)  +  ƒ    e^*logxdx 

2?  «=o  J 

3  o 

Nu  ie  /    e-'xf^^logxdx  =  r'(p)j  waaruit: 


(2) 


O 

co 


f  r-*  log  a?drc=  1^(1)  =  — C  (const.  v.  Eüler). 

o 
Na  substitutie  in  (2)  en  (1)  vinden  we  nu 

ƒ     f; ;»— cos^)  —  =  C. 

J     \l-h«^  /    2 

o 

Vraagstuk  XXVI. 

J  2  G.     Benige  personen   spelen   een   spel,  waarbij  met  dobbel- 
steenen    wordt  geworpen.     Men   kan   van    i   lot   n  oogen  werpen, 

n 

terwijl  de  kans  om  /  oogen  te  werpen  /,♦  is,  zoodat  S/i  =  i.    De 

1 
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spelers  werpen  om  beurten  en  ieder  ontvangt  telkens  zooveel  fiches 
als  hij  oogen  werpt,  uit  een  pot,  die  bij  den  aanvang  P  fiches 
bevat.  Werpt  een  der  spelers  meer  oogen  dan  er  fiches  in  de  pot 
zijn ,  dan  geeft  hij  zooveel  fiches  aan  een  niet  meewerpend  persoon 
A,  als  de  pot  te  weinig  bevat.  Werpt  een  speler  juist  zooveel 
oogen  als  er  nog  fiches  in  den  pot  zijn ,  dan  ledigt  hij  den  pot  en 
het  spel  is  uit.  Bij  den  aanvang  heeft  A  een  mathematische  hoop 
op  winst,  Hp.    Men  vraagt  de  limiet  van  Hp  te  bepalen  voor  P  =  oo  . 

(E.  A.  J.  H,  Modderman.) 

Opgelost  door  E.  A.  J.  H.  Modderman,  Dr.  A  van  Thijn 
en  F.  SCHUH, 

Oplossing  van  E.  A.  J.  H.  Modderman. 

Bepalen  wij  in  de  eerste  plaats  Hp  wanneer  P  <  ^  is ,  zoodat 
A  reeds  bij  den  eersten  worp  kan  winnen.  Bg  den  eersten 
keer  kunnen  meer  of  minder  dan  P,  of  juist  P  oogen  geworpen 
worden.  Worden  i  oogen  geworpen  (f  >  P)  waarvoor  de  kans 
'Pi  zij ,  zoo  wint  A  (i  —  P)  fiches ,  wat  hem  eene  mathematische 


hoop      2     {%  —  Y)pi  geeft.     Bovendien  blijft  bij  een  worp  van 

meer  dan  P  oogen,  waarvoor  de  kans  is  il  —  Sj'ij,  zgn  hoop 

Hp  nog  onveranderd  bestaan. 

Worden  juist  P  oogen  geworpen,  zoo  is  het  spel  geëindigd 
en  heeft  A  verder  niets  te  winnen.  Worden  er  ï  geworpen 
(«  <  P),  zoo  behoudt  A  nog  hoop  op  winst  Hp— ».    Dus  is 

t=a»  /  «=P     \  t==P— 1 

Hp=    S   (<-P)^+   1-     S  i?i  Hp+    S  i>iHp-i. 

t=p+i  \  «=i     /  1=1 

Hieruit  Hp  oplossende,  vindt  men,  in  acht  nemende  dat 
Ho  =  0  is, 


Hp  =  ^  jV(t-P)pi=  S  i>iHp-«[    .  .  .  .  (1) 
2      (i^  fel  J 

Achtereenyolgens  kan  men  met  deze  formule  H, ,  H^  tot  H« 
berekenen. 

Yoor  P  =  n  valt  de  eerste  term  der  som  tusschen  accolades 
weg,  terw^l  de  deeler  de  eenheid  wordt. 
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Is  in  de  tweede  plaats  P  >  n ,  seoo  komt  men ,  deielfde  rede- 
neering  aU  boyen  Tolgende,  tot  de  Tolgende  formule: 


Hp  =  ^  Pi  Hp-i (2) 

•=i 

welke  voor  P  =  ii  dezelfde  uitkomst  geeft  als  (1). 

Om   de  limiet  van  Hp  Toor  F  =  ao  te  bepalen ,  merken  wij 

op,  dat  de  uitdrukking 

Gp  =  2  j  Hp— t (3) 

dezelfde  limiet  heeft  als  Up,  onTerschillig  wat  de  coëfficiënten 
qi  zijn,  mits 


S3«=l (4) 


Immers  men  heeft  dan  Hp  =   £  j;  Hp. 
Door  hiervan  (3)  af  te  trekken ,  vindt  men 


Hp  —  Gp  =  S  qi  (Hp  —  Hp-0 

Nadert  nu  Hp  voor  P  =  oo  tot  een  limiet,  dan  nadert  Hp-i 
tot  dezelfde  limiet,  mits  i  eindig  zg.  Nu  is  »  hoogstens  n,  de 
limiet  van  elk  der  termen  van  het  2^  lid  is  dus  O ,  die  termen 
zijn  in  eindig  aantal  (n),  dus  in  lim  (Hp  —  Gp)  =  O  of 
lim  Hp  =  lim  Gp. 

Men  zal  nu  trachten ,  de  coëfficiënten  jj,  die  voorloopig  be- 
houdens (4)  geheel  willekeurig  zijn,  zoo  te  kiezen,  dat  6 p  een 
constante  wordt  voor  alle  waarden  van  P.  Die  constante  ifl 
dan  blgkbaar  tevens  de  limiet  waartoe  Hp  nadert.  Hiertoe  is 
het  noodig  en  voldoende,  dat  voor  elke  waarde  van  P 

Gp=  Gp  +  i  is. 

Door  hierin  de  waarden  uit  (3)  te  substitueeren ,  verkrggt 
men  na  herleiding 


j,  Hp  =  2  {qi  —  qi+i)  Hp.-i , 

mits  men  in  de  ontwikkeling  den  overtolligen  coëfficiënt  j«^i 
door   nul   vervangt.    Aan   deze   vergelgking   kan,  in  verband 
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met  (2) ,  slechts  dan  voor  alle  waarden  van  P  voldaan  worden, 
indien 

Pi^" — (ö) 

is  voor  alle  waarden  van  i  tusschen  1  en  n. 

Dit  geeft  n  vergelijkingen  ter  bepaling  der  cöefBciënten  q. 
Er  is  er  één  te  veel,  want  ook  aan  (4)  moet  voldaan  zgn. 
De  vergelgkingen  (5)  zijn  echter  niet  onderling  onafhankelijk. 
Immers 9  telt  men  ze  samen^  dan  komt  er: 


S  ?<  -  S  gi 


•=2 


Pi  = =    1   , 

aan  welke  gelijkheid  blijkens  de  gegevens  reeds  voldaan  wordt.  >) 

Uit   (ff  —  1)   der   vergelijkingen   (5)  en   de   vergelgking  (4) 

kunnen  dus  de  waarden  q^  tot  qn  opgelost  worden.  Men  vindt : 

t=:n 

n^^- (6) 


•=l 

waarin  men  aan  E  achtereenvolgens  alle  waarden  van  1  tot  n 
heeft  te  gejen. 

Ten  slotte  vindt  men  de  gevraagde  limiet  H  uit  de  afzon- 
derlijke, volgens  (1)  te  berekenen,  waarden  H,  tot  Hs^i, 
door  in  (3)  n  voor  P  te  substitueeren ,  dus  uit 


waarin  de  coëfficiënten  q  door  (6)  bepaald  zijn. 

Opmerking.  Het  bovenvermelde  spel  lijkt  op  't  eerste  gezicht 
eenigszins  zonderling.  Het  komt  echter ,  behoudens  eenige 
kleine  wgzigingen,  die  tot  de  zaak  zelve  niets  afdoen,  voor 
bij    het   bekende   kinderspel    ,Elok    en  Hamer."    De   boven- 


1)    Het  is   duidelijk,  dat  als  S^^i  >  1  was,  Bp  onbepaald  xou  toenemen  b\j 

toename   tan   P,   en   dat   als   2  ju  <1  was,  Hp,  voor  P  =  <»,  O  tot  limiet  zou 
hebben. 
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besprokea  mathematische  hoop,  is  die  Tan  deogeen,  die  bij 
dat  spel  de  kaart  ,bet  Huis"  in  bezit  heeft.  Om  het  onbe- 
paalde van  het  vraagstuk  weg  te  nemen ,  moest  men  de  limiet, 
als  boyen  besproken,  beschouwen. 

Past  men  de  oplossing  op  dit  spel  toe,  zoo  blijkt  de  nade- 
ring dor  hoop  tot  de  limiet  zeer  snel  plaats  te  hebben,  terwgl 
de  limiet  zelve  tusschen  32  en  B3  ligt.  Zonder  nadeel  voor 
den  betrokken  speler  kan  dus  de  kaart  „het  Huis"  bg  den 
aanvang  Tan  het  spel  Toor  niet  meer  dan  32  fiches  worden 
gekocht. 

Oplossing  Tao  Dr.  A.  tan  Thijn  *). 

1 .    Bepalen  we  in  de  eerste  plaats  H, ,  H, H». 

Zij  o  er  ^  fiches  in  den  pot  (p  <  n)  en  beschouwt  men  alle 
mogelijke  goTolgen  van  den  eerstvolgenden  worp,  dan  vindt  men 

H«  =  —  IHp  _  1  +  Hp.s +Hi  H H-H — 

n  ^  f       n  n 

Hieruit  volgt 
pRp  =  H^i  -}  H^,  +  ....  +  H,  +  [1+2  +  ....  +  (n-i?)].  (2) 

Is  (j)4- 1)  niet  grooter  dan  n,  dan  vindt  men  OTonzoo 
{p  +  1)  Hp+i  =  Hp  +  H^i  +  . . . .  +  H,+[l+2+....(n-^-l)l  (3) 

Uit  (2)  en  (3)  Tolgt 

Nu  is  Tolgens  (2) 

H.=      !fci>. (6) 


l-f2...+(n-p) 


.0) 


dus  Tolgens  (4) 


„  nin — 1) 

enz. 
H.=      !fci)_^(„_i)_|(„_2)...-l 

A  ft 


*)  Uit  de  opgaaf  was  da  sininede  ,,tarwijl  de  kans  om  •  oogen  ta  warpan 
Pi  >*'*  weggeTallen.  Daardoor  hebben  de  bepren  Van  Thijn  en  Sobuh  de  Trug 
anders  opgeyat  dan  ae  bedoeld  vas. 
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2.     Bepalen  wij  thans  H„^.i,  Hm+s  enz. 

Zgn  er  (n  +  1)  fiches  in  den  pot  en  beschouwt  men  alle 
mogelijke  gevolgen  van  den  eerstvolgenden  worp ,  dan  vindt 
mer 

Hh-i  =  --(H,  +  H,_i  4- ....  Hl) (7) 

Evenzoo  heeft  men 

H.+a  =  —  (H«+i  4-  H,  4- Ha). 

Wij  hebben  dus  het  volgende  vraagstuk  op  te  lossen : 

Van  n  willekeurige  getallen  H, ,  H2 H»  wordt  het  ge- 
middelde Hn^-i  genomen,  daarna  van  de  getallen  H2,  H3....H«4.i 
het  gemiddelde  H»+3  enz.  Bepaal  de  limiet  van  de  oneindig 
voortloopende  reeks. 

BIgkbaar  is  de  limiet  L  een  lineaire  functie  van  H,,  H.^ H» , 

L  =  A,  H^+  A2H2  + A,  H (8) 

Begon  men  met  n  andere  opeenvolgende  termen  der  reeks, 
dan  zou  men  toch  tot  dezelfde  limiet  komen;  dus  is  ook 

L  =  A,Ha4-A2H3  + A.H^+i (9) 

Substitueert  men  hierin  voor  H114.1  de  in  (7)  gevonden  waarde, 
dan  volgt  uit  de  vergelijkingen  (8)  en  (9) 

A,H,  +  A^Hj-f- A,H.=-^A«H,+(a,+-^A.)h2+..../A^i+-^A»]h.^ 

zoodat  men  heeft: 

A,  =  —  A» 
n 

A«  ^^  Aji 

n 

3   ^ 
Aa  =  —  Am  enz. 
n 

Bijgevolg  is 

L  =  —  A,  (H,  +  2  Ha  4  3  H3  + -f  »H«)  .  .  .  (10) 

Vervangt   men   hierin  H,  ,  U2,  H3  ....  Hm   door  de  termen 
Hi  +  «,    Hs4.2,    Hs  +  x Hs4.«  en  laat  men  x  onbepaald 
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grooter  worden,  dan   naderen  H14.C,   Ht+«  enz.  onbepaald  tot 
L  en  dus  gaat  (10)  over  in: 

L  =  — -  A,  (L+2L-f  3L  +  ....fiL). 
n 


Hieruit  volgt,  dat 


X.= 


is;  deze  uitkomst  in  (10)  substitueerende  vindt  men 

^  =  «^« i  n  (H,  +  2H,  + +  nH.)  ...  (11) 

W(»  -f-  Ij 

Substitueert  men   hierin   de   waarden   van   H|,   H,  enz.  uit 
verg.  (5)  en  (6),  dan  vindt  men 


L  = 


w(n+l)   «(w— 1) 


n(n-hl)[    1.2    '       2 
—  ji(n-~l)(2+3...+n)  +  i(n-2)(3+4..,+n)  +  ...^«j| 

of 


L= 


«(n—  1) 


1 


2  n(n+l). 

w(n--l) 


i(n-lKn+2)+i(«-2f(n+3)-h.. -.1^(211) 


1       ^="1 

2         -«-(«171)2^^"+^^^''- ^+^^- 


Nu  is 


'^  rt(«+l)» 


^ 


-(n»-l)-(»i+2)p+F* 


neemt  men  bierbij  in  aanmerking,  dat 


^        (n+2)(»-l)      ^  «3       n»        n 


i?=2  2 

is,  dan  vindt  men  voor  L  of  H 


(3n  +  7)(n>-l) 
6" 


-("+»if 
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Oplossing  van  F.  Schuh. 

We  begionen  met  de  mathematische  hoop  H«  van  A  te  bereke- 
nen y  voor  het  geval  dat  er  nog  a  fiches  in  de  pot  zijn ^  a^n. 
Worden  er  dan  bij  den  eerstvolgenden  worp  6  oogen  gegooid, 
dan  zijn  er  drie  mogelijkheden: 

!■*•  6  <  a;  de  hoop  van  A  wordt  daardoor  Ha—*; 

2^®  b  =  u]  het  spel  is  uit  en  A  krijgt  niets ; 

3^^  6  >  a ;  A  krijgt  (6  —  a)  fiches  en  behoudt  bovendien  zijo 
hoop  Ha  op  nog  meer  winst. 

Men  vindt  nu  de  vergelijking 

Ha=— (Ha-i-fHa-8+...+Ha+H,)+-(l+Ha-f2+Ha-^....+/i-a+Ha), 
ft  n 

of 

«H.  =  H^i  +  H_,  +  ...  +  H,  +  (n-a)H.  +  i(»i  — a)(n  — a+1), 
of 

aH.  =  H^i  +  H._»  +  ...4-H,  +  i(«  — o)(»»-o+l)   •  •  O) 
Voor  a  =  1  lerert  dit 

H,  =in(n-l) (2) 

Vervangt  men  in  (1)  a  door  a  —  1 ,  dan  vindt  men 

(a— l)H^i=rH._,+  H._,  +  ...  +  H,  +  U«-a+l)(n-a  +  2). 

Hiervan  (1)  aftrekkend,  verkrijgt  men 

fl(H^i  —  H.)  =  n  —  a  +  1 , 
of 

n  —  a  +  1 
a 

Uit  (2)  en  (3)  leidt  men  gemakkelijk  af: 
TT       .     /        ^x      {n  —  l     w  — 2     n  — 3  n-a+li 

of 

H.  =  ifi(n  +  l)  +  a-(n+l)(l  +  i  +  i  +  ...  +  -^]  .  (4) 
Dus  is 
H.  =  i  n(fH-  3)  -  (n  +  !)(!  +  i  +  ^  +  . . .  +  -J  .  .  .  .  (5) 
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Om  DU  de  hoop  van  A  te  berekenen  als  het  aantal  ficheb 
P  in  de  pot  zeer  groot  is,  bedenken  we,  dat  het  spel  voort- 
gaat zonder  dat  A  wint,  tot  een  oogenblik  waarop  voor  het 
eerst  de  pot  n  fiches  of  minder  bevat;  zij  ka  de  kans  dat,  als 
dit  voor  het  eerst  gebeurt,  er  a{a<n)  fiches  in  de  pot  zgn, 
dan  is  de  hoop  van   A 

Het  komt  er  nu  op  aan  k^ ,  k^  enz.  kn  te  berekenen.  Zij 
X  de  kans,  dat  er  gedurende  het  spel,  vóór  dat  A  nog  iets 
gewonnen  heeft,  een  oogenblik  geweest  is,  waarop  de  pot  a 
fiches  bevatte ,  dan  zal  x  voor  alle  waarden  van  a  tusschen 
1  en  n  even  groot  zijn ,  als  het  aanvankelijk  aantal  fiches 
maar  groot  genoeg  is.  Moet  echter  de  pot  niet  alleen  voor 
dat  A  nog  gewonnen  heeft  eens  a  fiches  bevat  hebben,  maar 
moet  dit  gebeurd  zijn  den  eersten  keer  toen  het  aantal  fiches  tot 
n  of  minder  gedaald  was,  dan  moet  bovendien  de  voorafgaande 
worp   n  +  1  —  a   of  meer  oogen  hebben  aangewezen ;  hierroor 

is  de  kans Hieruit  volgt 

n 

WH  -—  X» 

n 
Daar  nu 

^1  "T  ^2    '     •  •  •  ■   "l    ^  ^^  1 

zijn  moet,  zoo  is 


n  +  1       , 
XX — - — =  1 


dus 


X  = 


n  +  1 


en 


waaruit  volgt 


n(n+  1) 


^-=;;77ZT^^^i  +  2H2  +  3H3...  +  nH,{ (6) 

Nu   vindt  men,  door  in  vergelijking  (1)  voor  o  de  waarden 
te  substitueeren  van  1  tot  en  met  n  en  op  te  tellen, 
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H,  +2Hj  +  3H3+  . . .  nH,=i{  1.2+2.3-1-3.4+ .. . -f  i(«-l)»l  + 

+  n(H,+Ha...+H,)-(H,+2Hj  +  3H,+  ...+«H.), 
of  als  men  let  op 

ïïi  +  Hj  +  Hj  +  . . .  +  H,  =  nH» , 
2CH,+  2Hj  +  3H,  +. . .  +nH,)  =  i(n  —  l)«(n+ 1)  +n(«+l)H.. 

Dit  in  vergelgking  (6)  substitueerend ,  vindt  men: 

of  Yolgens  (5) 
H«=W3n*  +  10«~l)-(n+l)(l  +  i  +  +  +  ....+^)(7) 

OPMERKiira.    Men   kan   vergelijking  (6)  ook  op  de  volgende 
wgze  afleiden.     Analoog  met   vergelijking  (1)  heeft  men  voor 

wH«  =  H«_i  +  Ha-«a  +  ....  +  Ha—» (8) 

Substitueert  men  hierin  achtereenvolgens  a  =n-|'l  y  a=:nH-2, .  • . 
a  =  P,  en  telt  op,  dan  krggt  men 

Hp-.,4.i  +  2Hp.|i4.3  +  3Hp-»4.8  +  •  •  •  +  wHp  = 

=  Hj  +  2H2  +  3H3  +  . . .  +  nH» (9) 

Het  is  nu  echter  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  als  P  groot 
genoeg  is,  Hp.1,^1,  Hp-m+s,  .  .  .  .,  Hp  meer  en  meer  onderling 
gelijk  zijn.  Immers  hoe  meer  fiches  de  pot  aanvankelijk  bevat, 
des  te  onverschilliger  zal  voor  A  het  juiste  aantal  fiches  zijn. 
Echter  ook  uit  de  vergelijkingen  (8)  leidt  men  licht  af,  dat  het 
grootste  verschil  dat  er  tusschen  twee  der  grootheden  H^^i, 
Hc9,  .  .  .  .,  Ho.»  bestaat,  onbepaald  klein  wordt,  als  a  onbe- 
paald toeneemt.  Rangschikken  we  n.1.  de  grootheden  H  volgens 
hun  aanwijzer,  dan  ligt  iedere  H  tusschen  de  grootste  en 
kleinste  der  n  voorafgaanden  in.  Men  kan  nu  uit  een  n-tal 
opvolgende  H  een  volgend  n-tal  afleiden  door  weglating  van 
de  eerste  dezer  H  en  door  achterplaatsing  van  een  nieuwe 
volgende ;  zoolang  de  verschillen  tusschen  de  H  nog  eindig  zgn , 
moeten  er  oogenblikken  komen  waarop  een  H  wordt  weggelaten , 
die  de  grootste  .of  de  kleinste  van  het  n-tal  is;  daardoor  worden 
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de  verBchilleu  tusachen  de  H  geringer,  en  wel  een  eindig  be- 
drag, zooIaDg  de  verschillen  zelf  eindig  zgn.  Hieruit  volgt, 
dat  de  yerschillen  der  H  onderling  tot  nul  naderen.  Ia  ver- 
gehjking  (9) 

Hp-»+i  =  Hp— «+s  =r . . .  =  Hp  =  H^ 

stellend,  vindt  men: 

itf (n  +  1 )  H.  =  H,  +  2H,  +  3H3  +  . . .  4-  «H.. 

Dit  is  de  vergelijking  (6). 


Vraagstuk   XXVII. 

N^  2  d.  Zes  gegeven  rechten  worden  door  een  veranderlijk  vlak 
c  in  de  punten  A  ,  B,  C;  A',  B\  C'  gesneden,  terwijl  de  driehoeken 
ABC  en  A'B'C'  perspectief  liggen.  Men  vraagt  de  klasse  te  bep>alen 
van  het  oppervlak  dat  door  c  wordt  omhuld  en  den  graad  der 
meetkundige  plaats  van  het  perspectiviteitscentrum. 

Q.  Neuberg.) 

Opgelost   iiaar  F.  Schuh  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  J.  de  Yries. 

1.  De  klasse  van  bet  door  c  omhulde  oppervlak  is  het  aan- 
tal vlakken  €,  die  men  door  eenige  rechte  l  zoodanig  kan  leg- 
gen ,  dat  de  rechten  AA',  BB',  CC'  samenkomen  in  een  punt  M. 

De  graad  van  de  meetkundige  plaats  van  M  is  het  aantal 
punten,  die  men  op  eenige  rechte  zoodanig  kan  aannemen, 
dat  de  drie  transversalen  uit  M  naar  de  lijnenparen  a,a'; 
bj  b';  c,  c'  in  een  vlak  c  liggen. 

Deze  beide  getallen  zijn  dus  even  groot ,  zoo  dat  men  slechts 
een  van  hen  behoeft  te  zoeken. 

2.  Draait  c  om  /,  dan  beschrijven  AA'  en  BB'  twee  hyper- 
boloïden,  die  l  gemeen  hebben;  derhalve  doorloopt  het  snij- 
punt M  van  AA'  en  BB'  een  kubische  ruimtekromme  p', 
waarvan  l  een  koorde  is;  haar  steunpunten  S  en  8'  zijn  de 
coïncidenties  der  projectieve  reeksen,  welke  AA'  en  BB'  op  l 
insngden. 
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De  rechte  CC  beschrgft  een  hyperboloïde ,  die  ook  door  l 
gaat;  zij  ontmoet  de  kromme  p^,  behalve  in  S  en  S',  in  vier 
punten  M,  welke  in  bovenbedoelden  zin  perspectiviteitecootra 
zijn.  Dit  geldt  niet  voor  de  punten  S,  8'  omdat  daar  drie 
rechten  AA',  BB',  CC'  samenkomen,  die  in  het  algemeen 
niet  in  een  vlak  liggen.  Dus  omhult  t  een  oppervlak  van 
de  vierde  klasse^  eu  doorloopt  M  een  oppervlak  van  den 
vierden  graad. 

3.  Elk  vlak  door  a  is  een  vlak  c ;  het  punt  A  wordt  dan 
bepaald  door  de  rechte,  die  A'  met  (BB',  CCO  verbindt. 
De  zes  gegeven  rechten  liggen  dus  op  het  door  e  omhulde 
oppervlak. 

Dit  is  ook  het  geval  met  de  zes  rechten,  die  elk  twee 
paren  der  gegeven  rechten  snijden.  Op  elk  vlak  door  een 
transversaal  van  a,  a',  6,  6'  snijden  c  en  c'  nl.  punten  C  en  C' 
in,  waarvan  de  verbindingslijn  door  deze  transversaal  in  het 
overeenkomstige  punt  M   wordt  gesneden. 

Het  is  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  de  genoemde  twaalf 
rechten  ook  behooren  tot  de  meetkundige  plaats  van  het 
punt  M. 


Vraagstuk  XXVIII. 

C  2  h.  In  het  segment  dat  van  een  parabool  wordt  afgesneden 
door  de  koorde,  welke  de  as  in  het  brandpunt  loodrecht  snijdt, 
trekt  men  voerstralen  door  het  brandpunt ,  welke  met  elkaar  hoeken 
groot  n :  n  insluiten.  Bepaal  de  grenswaarde  van  het  arithmetisch 
gemiddelde  dier  voerstralen  voor  «  =  oo ,  ook  voor  het  geval  dat 
de  voerstralen  het  segment  in  n  even  groote  sectoren  verdeden. 

(J.  Neuberg.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersbia,  J.  A.  Barrau,  Dr.  R.  H. 
VAN  Dorsten,  F.  Schuh  en  Dr.  C,  Stolp. 

Oplossing. 

Is  ^  de  lengte  van  den  voerstraal  uit  het  brandpunt  naar 
den  top  getrokken ,  p  die  van  een  voerstraal ,  welke  met  eerst- 
genoemden  een  hoek  ^  maakt,   dan  heeft  men  de  vergelijking 

_     iP 
cos^i^ 
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Wanoeer  twee  op  elkaar  Tolgende   Toerfliralen  dea  oneindig 

ir  1        dé 

kleinen  hoek  —  =  dé  insluiten  ,   dan  is  —  =  — ^  en  heeft  men 

n  n        w 

voor  de  gevraagde  grenswaarde 


w_  w_ 

i  8 


Yerdeelen   de  voerstralen   het  paraboolsegment  8  in  n  sec- 
toren dSf  dan  is 

en  yindt  men   Toor  de  gevraagde  tweede  grenswaarde 


=^K4+I)=«.'- 


Vraagstuk  XXIX. 

K  1  O.  Op  de  zijden  van  driehoek  ABC  beschrijft  men  buiten- 
waarts  en  binnenwaarts  de  gelijkvormige  gelijkbeenige  driehoeken 
BCA',  CAB',  ABC'  en  BCa',  CA^',  AR:',  die  tot  zwaartepunten 
hebben  I« ,  I* ,  I<.  en  /« ,  h ,  h*  Te  bewijzen  dat  de  verschillen  der 
vierkanten  van  overeenkomstige  zijden  van  A'B'C'  en  a'^V  even 
groot  zijn,  en  dat  dit  ook  het  geval  is  voor  de  driehoeken  IJ»I< 
en  ijbie.  (Dr.  A,  J.  A.  Prange.) 

Opgelost  éioor  J.  A.  Barrau,  Dr.  R.  H.  van  Dorsten,  J,  A, 
Kerkhoven  ,  J.  C.  de  Masier  ,  Dr.  A.  J.  A.  Prange  en  F.  Schuh. 

Oplossing  van  J.  A.  Babrau. 

Noem  de  middens  vao  BC  en  AC  achtereenvolgens  D  en  E; 
stel  A'D  =  a'D  =  na ,  dus  B'E  =  6'E  =  nb. 
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Dan  is  de  projectie  van  A'B'  op  AB  gelijk  aan 

4» 

i  c  +  «6  sin  A  +  «a  sin  B  =  i  <?  H O, 

c 

en    de   projectie    van    A'B'   op  een  rechte ,    die  AB  loodrecht 
snijdt,  gelijk  aan 

nh  cos  A  —  na  cos  B 

(immers  ED  is  evenwijdig  met  AB). 

Yoor    de   overeenkomstige    projecties    vaa    a!b'    vindt    men 
achtereenvolgens 

4  c  —  -^  O   en    na  cos  B  —  nb  co»  A. 

c 

Men  heeft  dus 


A'B'   -  a'V  ^=  8n  O. 

Voor   de   driehoeken  LT^lc  en  iahie  heeft  men  slechts  overal 
n  te  vervangen  door  \n. 


Vraagstuk  XXX. 

KIe.  Op  de  zijden  van  driehoek  ABC  beschrijft  men  buiten- 
waarts  en  binnenwaarts  de  gelijkvormige  driehoeken  BCA',  CAB', 
ABC',  en  BCü',  CA^\  AB<r',  die  rechthoekig  zijn  in  A',  B',  C',  a',  b\  c'. 
Zijn  Ia,  li,  Itf,  /«,  /*,  ie  hun  zwaartepunten,  dan  vraagt  men  te 
bewijzen^  dat 

a)  de  som  der  vierkanten  van  de  zes  zijden  van  A'B'C'  en  a'b'c' 
gelijk  is  aan  twee  maal  de  som  der  vierkanten  van  de  zijden  van 
ABC; 

b)  de  som  der  vierkanten  van  de  zes  zijden  van  lalilc  en  iaibic 
gelijk  is  aan  §  van  de  som  der  vierkanten  van  de  zijden  van  ABC. 

(Dr.  A.  J.  A.  Prange.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  Dr.  R,  H.  van  Dorsten, 
J.  A.  Kerkhoven,  W.  Mantel,  J.  C.  de  Masier,  Dr.  A.  J.  A. 
Prange  eti  F.  Schuh. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

We  kunnen  het  vraagstuk  uitbreiden  tot  het  volgende ,  waar- 
van  zoowel  a)  als  b)  bijzondere  gevallen  zijn. 

Wi8K.  Opo.  ,  Dl.  IX.  5 


eö  Wiskundige 

Op  de  zijden  Tan  driehoek  ABC  beschrijft  men  bnitenwaarts 
en  binnen waartfl  de  gelijkyormige  driehoeken  BGP,  CAQ,  ABR 
en  BCp,  CAq  en  ABr.  Men  vraagt  de  som  der  vierkanten 
van  de  zes  zijden  van  PQR  en  pqr  uit  te  drukken  in  de  som 
der  Tierkanten  van  de  zgdon  van  ABC 

We  denken  ons  de  driehoeken  zoo  aangebracht,  dat  BPCp, 
CQkq  en  AKBr  parallelogrammen  zijn.  We  kunnen  de  punten 
P,  Q^  B.  en  Pj  qj  r  ook  aldus  construeeren :  door  de  middens 
D,  E  en  F  der  zijden  van  ABC  worden  hjnen  Fpj  Qq  en  Rr 
getrokken ,  zoodanig  dat  de  hoek  tusschen  BC  en  Fp  even  groot 
is  als  tusschen  CA  en  Qq  en  als  tusschen  AB  en  Rr.  Uit  D , 
E  en  F  worden  nu  op  deze  lijnen  naar  weerskanten  stukken 
uitgezet  evenredig  met  de  overeenkomstige  zijde  van  ABC. 

Stellen  we  de  zijden  van  ABC  door  /,  m,  n,  de  hoeken  door 
A,  B  en  C  voor;  dan  heeft  men  als  k  een  constante  is, 

DF  .=  I)p  =  kl    ,    EQ  =  Ej  =  km. 

Zy  S  het  snijpunt  van  P;;  en  Q^,  dan  is  CDSE  een  koor- 
denvierhoek, dus  Z  ESD  =  180^  -  C.    Uit  driehoek  PSQ  volgt 


PQ  =  (SD  +  kl)^  -1-  (SE  +  kmf  +  2  (SD  +  kl)  (SE  +  km)  cos  C. 


Blijkbaar  vindt  men  pq    door  hier  A;  in  — A;  te  veranderen. 
Men  krijgt  dan 


PQ  +  j^j*  ==  J  «2  ^  2k^  (2fi  +  2m^  —  n^) , 


:2     .    2  -^^^2     . 2 


terwijl    men  QR  +  qr    en  RP   +  rp    door  cyclische  letterver- 
schuiving vindt.     Door  optelling  krijgt  men  nu 


-^^2 


PQ  +  QR  +  RP  +pq  +  qr  +  rp  =  (4  +  6*2)  (P  +  m^  +  n^). 

Deze  uitkomst  blijkt  onafhankelijk  te  zijn  van  den  hoek, 
waaronder  de  lijnen  Pp^  Qq  en  Rr  op  de  zijden  van  ABC 
hellen. 

a)  Zijn  de  driehoeken  BCP  enz.  rechthoekig,  dan  ia 
DP  =  4BC  enz.,  dus  k  =  ^.  Men  heeft  dan,  als  P  enz.  door 
A'  enz.  worden  vervangen, 

B^'  +  C^'^  +  Ï7B'''+  è'c'^  +  cV''  +  ^'^  =  2  (f^  +  m»  +n2) ; 

b)  Zijn  P,  Q  en  R  de  punten  !«,  h  en  I^,  dan  is 
DP  =  4  ^^'  =  i^>  <lu8  4  =  J ,  zoodat  men  nu  vindt 
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2  2 


hh  +  IJ.  +  I.Ifc  +  iiic  +  M.  +  ijb  =  I  (f»  +  »n»  +  «»). 

Oplossing  van  Dr.  R.  FT.  tan  Dorstbk.  >) 

Stel  Z  BCA'  =  Z  BCa'  =  Z  CAB'  =  enz.  =  o.    Uit 
"B^''  =  AB'*  +  AC''  —  2^8^  X  AC'  X  eo8  Z  B'AC' 

en         ÏV*  =  IP'  +  A?*  -  2 A6^  x  a7x  cob  ^T  6' Ac', 
Tol(^  door  optelling  (waarbij  de  laatste  termen  wegvallen) 

B^'*  +  ÏV*  »  26»  cos*  a  +  2c5  sin»  o. 
Erenzoo  wordt 

C^'*  +  cV'  =  2c»  cos»  a  +  2a»  sin»  a  , 

A^''  4-  rfï''  =  2o»  cos»  a  +  26»  sin»  a , 
dus 

B^''  +  (TA''  +  A^''  +  6V'  +  ?ï'*  +  ^Tè"'*  =  2  (a»+i»+c»)  . .  (a). 
Stel  verder 

Z  BCI.  =  Z.  BCt.  =  Z  CAI»  =  enz.  =  f 

en     Z  CBI.  =  Z  CB».  =  Z  ACI,  =  enz.  =  ./, , 
dan  is 

ij^'  =  ATj*  +  AT,'  -  2AÏ,  X  AÏ,  X  cos  (A  +  *  +  i>), 

ifie  =  Af»  +  Ate  —  2 A/j  X  At,  X  cos  (A  —  f  —  ^). 
Door  optelling  vindt  men  hieruit 

I»I«   f  »t»c*  +  2A1»'  X  2AI«  —  4AIt  X  AÏe  cos  A  cos  (^  4-  ^), 
Nu  is  AI»  — i  6 1/4— 3  sin»  o  ,  AL  =  ^  c  Vi—ti  cos»  a ,  en 

/     ,    .^                 ATn            An'+'CÏ»'-6» 
cos  {f-\-\p)  =  —  cos  AI»C  = r= — ^=: •== 

2AI»  X  Cl» 


y{4  —  'ó  sin»  a)  (4  —  3  cos»  o) 


')    Id  deze  oploasinfif  is  nnderstetil  dat  de  driehoeken  BCA'  en  BCa'  elkaara 
spiegelbeelden  zijn. 

5* 
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Dufl  wwrdt 
U"/  +  liï*  =  ?  4^4  -  3  sin»  o)  +  5  c»  (4  — 3  008*0)  —  5  6c  cos  A, 
ÏX^  +  "ï^*  =  I  c*  (4  —  3  sin*  Cl)  +  j  a*  (4  —  3  cos»  a)  —  3  ca  coa  B, 

Oi^  +  ^**  =  !aM4  — S8iiiaa)+«6a(4  — 3co8*fl)— goicoeC, 
waaruit  door  optelling  volgt 


Vraagstuk  XXXI. 

K  d  2.  In  normale  coördinaten  wordt  de  hyperbool  van  Kiepert 
voorgesteld  door 

X  sin  (A  —  f)=y  sin  (B  —  f)  =  z  sin  (C  —  y) , 

eti  de  verbindingslijn  van  hoogtepunt  en  symoiediaanpunt  door 

X  :  (sin  B  sin  C  +  sin  A  tg  f>)  = 

y  :  (sin  C  sin  A  +  sin  B  tg  f  )  = 

z  :  (sin  A  sin  B  +  sin  C  tg  f). 

Als  twee  punten  (f,)  en  (f^  dezer  hyperbool  in  een  rechte  liggen 
met  het  punt  (f^)  der  genoemde  rechte  lijn,  heeft  men 

ctgfi  +ctgf2  +  ctg9»3  =  o. 

(Dr.  H.  A.  W.  SwECKMAN.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  R.  H.  van  Dorsten, 
Dr.  A.  J.  A.  Prange,  P.  Schüh,  Dr.  H,  A.  W.  Speckman  rn 
Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  T.  J.  AiiLERSMA. 

Laat  gegeven  zijn   de  vergelDking  eener  willekeurige  lijn  / 

lx  +  my  +  m  ==  O (1) 

benevens  de  vergelijkingen  waardoor  de  hyperbool  van  Kiepert,  H, 

X  sin  (A  —  0)  =  y  sin  (B  —  i^)  ^z  sin  (C  —  ^) .     .    (2) 

en   de   verbindingslijn  van  hoogtepunt  en  symmediaanpunt,  dj 


OPGAVEN.    NO.  30-82.  fiO 

j?:(BinBMDC+  sin  Atg^)=9y :  (niiOsijiA  +  sui  Btg^)» 

=  z :  (3in  A  sin  B  +  sin  G  tg  ^)      .     .    .     .    (8) 

worden  voorgesteld. 

Door  elimiiiatie  van  x^  y^  z  tuascheD  (1)  en  (2)  yinden  wij 
▼oor  de  snijpunten  van  {  en  H  de  vergelgking 

P  cos  2^  4-  Q  sin  2^  =  B, 
of 

(P  — R)cot«#  +  2Qcot^  — (P  +  B)  =  0,    .    .    (4) 
waarin 

P  =  /  cos  (B  +  C)  +  w  cos  (C  +  A)  +  II  cos  ( A  +  B)  = 
=  —  Z  cos  A  —  m  cos  B  —  n  cos  C « 

Q  =  /sin  (B  -f  0)4-  m  sin  (C  +  A)  +•  «  Bin(A  +  B)  = 

/  fiin  A  T  *M  Bin  B  +  ^  Bin  G » 

R  =  ï  cos  (B  —  C)  4-  »» coB  (C  —  A)  +  n  cos  (A  —  B). 

Zijn  ^,  en  ^a  de  waarden  van  ^ ,  die  met  de  beide  siii|puirten 
Sj  en  82  van  /  en  H  overeenkomen ,  zoo  volgt  uit  (4) 

2Q 

cot  0,  +  cot  ^2  =  -B id"  ••••••(&) 

rt  —  P 

Door  eliminatie  van  x^  y^  z  tusBcbea  (1)  en  (3)  vindt  men 

4(R  —  P)  cot  #  +  Q  =*  0. 

Is   ^3  de   waarde  van  ^,  overeenkomende  met  het  sngfiunt 
83  van  /  en  fl{,  zoo  is 

2Q 
cot ♦,  =  —  -p^  _p  • (6) 

Uit  (5)  en  (6)  bhjkt ,  dat  voor  de  3  snijpunten  Bi ,  82 ,  83 , 
gelegen  op  een  willekeurige  lijn  l ,  de  volgende  betrekking  goldt 

cot  01  +  cot  02  +  OOt  03  =  0. 


Vraagstuk  XXXII. 

N^  2  b.     Gegeven  is  een   vlakke  kromme  van  den  n^^  graad  ^ 
C" ,  met  d  dubbelpunten  en  k  keerpunten. 
Men  vraagt  te  bepalen: 
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a)  het  aantal  kegelsneden  door  vier  gegeven  punten ,  die  C* 
aanraken ; 

t)  het  aantal  kegelsneden  door  drie  gegeven  punten,  die  met 
C»  drie  op  elkander  volgende  punten  gemeen  hebben; 

£)  het  aantal  parabolen  door  drie  gegeven  punten,  welke  C" 
aanraken. 

Welke  veranderingen  ondergaan  de  bedoelde  aantallen,  wanneer 
een  of  meer  der  gegeven  punten  op  C"  gelegen  zijn? 

(Dr.  H.  DE  Vries.) 
Opgelost  door  F.  Schuh  en  Dr.  H.  de  Vries. 


Oplossing  van  F.  Schuh. 

Wij  beantwoorden  de  volgende  meer  algemeene  vraag, 
waarvan  a)  en  b)  bijzondere  gevallen  zijn. 

Gegeven  een  C«  met  d  dubbelpunten  en  k  keerpunten. 
Gevraagd  het  aantal  krommen  Cmi  door  }  =  ^m(m  +  3) — p 
gegeven  punten,  waarvan  er  r  op  de  kromme  C»  liggen,  die 
die  de  kromme  C»  buiten  de  gegeven  punten  (p  +  l)-puntig 
aanraken. 

Daartoe  beginnen  we  met  het  geval ,  dat  C»  unicursaal  eo 
overigens  zonder  singulariteiten  is,  terwgl  geen  der  q  puntea 
(^1  y  yi)ï  (^2 )  ya)  •  •  •  op  C»  ligt.  De  parametervoorstelling  van  C« 
is  dan 

waarin  ^,  \p  en  x  n^'^-gfaadsfuncties  van  X  zyn.  De  para- 
meters der  punten  van  0»,  waar  een  Cm»  door  de  gegeven 
punten,  (;>  +  l)-puntig  aanraakt,  voldoen  aan  de  vergelgking 
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A= 


M— 1 


X"     »      X 


d  (x")      d  (x— '  «) 


.  X""^*/-  .  X' 


m— 3  a2 


\Lfn 


d\             dX 

(P(X-) 

rfA» 

d'  (x")     d'Cx' 

'-V) 

1 
1 


dX^ 


X, 


Vx 


Xi 


x„ 


dP  (^"') 
dXP 


=  0...(1). 


X, 


'q  Vq  Xq  *  ,  .  ,      yq     \ 

In  dezen  vorm  geschreyen,  schijnt  de  vergelijking  van  hooger 
graad  te  zyn  dan  in  werkelijkheid  het  geval  is.  Maakt  men ,  door 
invoering  van  een  2^^''  parameter  /x  =  1 ,  ^ ,  ^  en  ^  homogeen , 

dan  kan ,  door  toepassing  der  bekende  formule  n^  =  X  37^  +  /x  3-, 

dX         dfi 


vergelijking  (1)  vervangen  worden  door 


dfiP 

dfif 

d"  (x") 

d'ix" 

-V) 

dfxf-MX 

dfiP- 

irfA 

df  (x») 

dPix'- 

>) 

dP  (^") 
dfiP 

dP  (;//*) 
dfAP-^  dX 


dXp 
1 


dXP 


Xi 


dP  (;//") 


X, 


9 


y«* 


=  0...(2). 


Hierin  zijn  de  eerste  (p-^l)  rijen  allen  van  den  graad 
(nm  —  p),  zoodat  de  vergelijking  (2),  dus  ook  vergelijking  (1), 
van  den  graad 

(p  +  1)  (nm  -  p) 
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in  X  is.  Dit  is  dus  het  gevraagde  aantal  aU  C«  4(n — l)(n— 2) 
dubbelpunten  heeft.  Nu  yermindert  ieder  dubbelpunt  van  C« 
het  aantal  krommen  Cm  ,  die  aan  de  vraag  voldoen  als  Cm  geen 
dubbelpunten  bezit,  met  een  bepaald  aantal  S;  immers  een 
Cm ,  die  door  de  gegeven  punten  en  het  dubbelpunt  gaat  en 
een  der  takken  door  het  dubbelpunt  j)-puntig  aanraakt ,  voldoet 
eenige  malen  oneigenlijk  aan  de  vraag.  Voor  een  C»  zonder 
dubbelpunten  is  het  aantal  dus  gelijk  aan 

(l>  +  1)  («m -;>)  +  i(n -- 1)  (n  -  2)  £  =  i  £n»  + 
+  \m{p  +  1)  -  J£{  n  +  {$  -  p  (p  +  1){. 

Hiervoor  schrijven  we  ter  bekorting  ari^  ^  bn  +  c  of  A». 

Bestaat  nu  C»  uit  twee  algemeene  krommen  Ch^  en  On^, 
zoodat  ze  nin2  dubbelpunten  bezit,  dan  heeft  men 

A„  =  A„,  +  A«,  -f  ^,^2^ , 
of 

a(w,  +  n^Y  +  K^i  +  '^2)  +  ^  =  ^^i^  +  ^Wj  4-  c  -f  aifj*  -f  6f«2  -f 

+  c  +  n,W2S, 
of  y  daar  ^  =  2a  ïb, 

c  =  0, 
d.w.z. 

£=p(p  +  l). 

Hieruit   volgt  nu   voor  het   geVraiigde  aantal  de  betrekking 

An  =  iw(p  +  1)  \(n  —  3)p  +  2m}. 

Om  den  invloed  van  een  keerpunt  te  vinden ,  merken  we  op , 
dat  de  beide  parameterwaarden  van  een  dubbelpunt  in  het 
algemeen  niet  aan  de  vergelijking  (i)  voldoen,  de  X  van  een 
keerpunt  echter  wel;  stel  dat  die  parameter  Z  maal  voldoet. 

Een  keerpunt  vermindert  dan  het  gevraagde  aantal  met  ? 
als  C»  een  unicursale  kromme  is.  Nu  behoort  echter  een 
keerpunt  tot  de  i(n  —  1)  (n  —  2)  dubbelpunten  der  unicursale 
kromme,  zoodat  het  aantal  Am  door  de  aanwezigheid  van  een 
keerpunt  met  £4-2^  wordt  verminderd. 

Om  Z  te  vinden ,  stellen  we  dat  het  keerpunt  wordt  aange- 
wezen door  X  =  0,  en  het  gelegen  is  in  den  oorsprong  O, 
tnet  de  X-as  als  raaklijn.  Nu  is  ^  deelbaar  door  X^  ^  door 
A^,  maar  x  °^^^  deelbaar  door  A. 

Yerder  is   Z  het  aantal  wortels  X-^0  van  vergelijking  (1), 
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of  de  expoDent  der  macht  van  A,  waardoor  A  deelbaar  is.  De 
mftcfalen  yan  X,  waardoor  de  elementen  der  eerste  rij  deelbaar 
zijn,  hebben  dan  achtereenvolgens  tot  exponenten  O,  2,  3,  4, 
5,  6,  6,  7,  8,  9,  8,  9,  10,  11,  12,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  12  enz. 
Om  te  maken,  dat  de  p  volgende  elementen  van  iedere  kolom 
minstens  door  dezelfde  macht  van  X  deelbaar  zijn  als  het  eerste 
element  dier  kolom ,  vermenigvuldigen  we  de  tweede  rij  met 
X,  de  3^«  rij  met  X^  enz.  en  de  {p  +  l)*^^  rij  met  Xp,  dus  in 
het  geheel  met  Xi('  +  ^^.  We  rangschikken  nu  de  kolom- 
men naar  de  macht  van  X,  waardoor  het  eerste  element 
deelbaar  is.  Wanneer  bij  twee  opvolgende  kolommen  deze 
machten  van  X  gelijk  zijn  (zooals  b.v«  bg  de  6^^  en  7^^  kolom), 
dan  kan  men,  door  de  voorgaande  kolom  eenige  malen  bij  de 
volgende  op  te  tellen,  bewerken  dat  de  opvolgende  elementen 
der  eerste  rij  steeds  door  hoogere  machten  van  X  deelbaar  zijn. 
Wordt  nu  echter  het  eerste  element  der  7^<>  kolom  b.v.  niet 
alleen  deelbaar  door  X^  maar  door  een  hoogere  macht  van  X, 
dan  moeten  we ,  om  de  volgorde  der  kolommen  naar  de  machten 
van  X  te  handhaven,  Icolommen  verwisselen.  Worden  deze 
bewerkingen  voortgezet,  dan  zullen  ten  slotte  de  eerste  (;7-i-l) 
elementen  der  8^  kolom  deelbaar  zijn  door  X%  behalve  het 
eerste  element  van  de  eerste  kolom,  dat  niet  door  X  deelbaar 
is.  Ontwikkelt  men  den  determinant  nu  naar  sommen  van 
producten  van  onderdeterminanten  gevormd  uit  de  eerste  (/> 4-1) 
en  de  laatste  q  rijen ,  dan  blijkt  A  deelbaar  te  zgn  door  een 
macht  van  X  met  exponent  2  +  3  +  4+  .  .  .  +Q)+1)=: 
=  ipip  +  8).  Vóór  de  vermenigvuldiging  met  X*''^''  +  ^^  was  A 
düs  deelbaar  door  X  tot  de  macht  lp(p  +  3)  —  ip(p  +  1)  =  |>. 
Dus  is  2!^  =  p  en  wordt  A»  door  een  keerpunt  verminderd  met 

K  +  K=p{p+  l)+P=p{p  +  ^)' 

Ligt  één  der  gegeven  punten,  b.v.  (x^^  yj,  op  de  C»  ,  dan 
voldoet  de  C„,  die  in  (x^,  yO  de  C»  (p  4- l)-puntig  aanraakt 
en  door  de  overige  gegeven  punten  gaat,  eenige  keeren  aan 
de  vYaag;  ëte\  &-maal.  Het  aantal  krommen  C»,  die  buiten 
de  gegeven  punten  een  (p  +  l)-puntige  aanraking  hebben, 
wordt  dan  voor  ieder  der  op  C»  gelegen  gegeven  punten  met 
d  verminderd.  Om  i^  te  vinden,  denken  we  voor  het  punt 
(^19  ^i)  XssO,  tarwgl  we  (x^,  y,)  met  O  laten  samenvallen. 
Dan   is   ^i=yi=3=0,    terwijl    ^    en   i^   door  X  deelbaar  zijn. 
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maar  ^  i^ï^t.  Yan  de  (p  +  2)^*  rij  zijn  au  alle  eleroenieQ , 
behaWe  het  eerste,  nul.  Door  ontwikkeling  naar  deze  rij  gaat 
vergelijking  (1)  dus  over  in: 

d\ 


V  = 


d\^ 


dP  (x*""V)  dPC^") 

dXP  ~d>y 


=  0. 


^9 j/r  I 

Deze  vergelijking  behandelen  we  op  dezelfde  wijze  als 
boven  geschied  is  om  ^  te  vinden.  We  vermenigvuldigen 
de  2*«  rij  met  X ,  de  3*«  rij  met  X^  enz. ,  de  (p  +  l)  •** 
rij  met  X^,  dus  in  het  geheel  met  X^'^+^\  Door  onderlinge 
optelling  en  rangschikking  der  kolommen  kan  men  evenals  in 
het  vorige  geval  bereiken,  dat  de  eerste  (p  +  l)  elementen 
van  de  8^^  kolom  deelbaar  zijn  door  X'.  Bij  ontwikkeling  naar 
producten  van  onderdeterminanten  blijkt  de  determinant  dan 
deelbaar  te  zijn  door  X  tot  de  macht  1  -f-  2  -j-  3  -}-  •  •  •  •  + 
+  (p  +  l)  =  i(p  +  l)  (p  +  2).  "Vóór  de  vermenigvuldiging 
is    V    dus   deelbaar   door   een    macht    van    X    met    exponent 

i(p+l)(p  +  ^)—ip{p  +  l)  =  P+  1.  De  C«,  die  in  O 
de  (p  +  l)-puntige  aanraking  uitvoert,  voldoet  dus  (p  +  1)- 
maal  aan  de  vraag,  zoodat  men  heeft 

Yoor  het  aantal  krommen  C»,  die  aan  de  by  het  begin  van 
ons  onderzoek  gestelde  vraag  voldoen,  wordt  dus  gevonden: 

N.---Jn(p+l){(n-3)p+2m}~p(p+l)d-|>(;?+2)fc-(p+l)r . . .  .(3) 

Om  vraag  a)  te  beantwoorden ,  heeft  men  in  vergelijking  (3) 
te  substitueeren  m  =  2  en  p=l.    Men  vindt  dan 
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N»  =  n  («  +  1)  -  2d  -  Sik  —  2r, (4) 

waarin  r  een  der  waarden  O,  1,  2,  3  of  4  heeft. 

Om    vraag  &)  te  beantwoorden ,    substitueert  men  m  =  2  en 
jp  =  2.     Men  verkrggt  dan: 

N»  =  3w(n-l)-6d  — 8fc  — 3r,  .     .     .    .    (5) 

waarin  r  een  der  waarden  0 ,  1 ,  2  of  3  heeft. 

c)  Wanneer  de  kromme  C»  een  aantal  gegeven  krommen  Cm, 
Cm,  ,  enz.  twee-  of  meer-puntig  moet  aanraken ,  en  door  gege- 
ven punten,  moet  gaan,  waarvan  eenige  op  de  gegeven  krommen 
kunnen  liggen ,  dan  wordt  het  aantal  krommen  Cm,  die  aan  de 
vraag  voldoen ,  voorgesteld  door 

hier  is  N.,  het  aantal  krommen  Cm,  die  met  Cm,  de  gevraagde 
aanraking  vertoonen,  door  de  gegeven  punten  gaan,  en  verder 
nog  door  zooveel  willekeurige  (niet  op  C.,  gelegen)  punten  , 
dat  Cm  bepaald  is.  Immers  de  voorgeschreven  aanraking  met 
de  kromme  0*^  geeft ,  in  verband  met  het  gaan  door  de  gege- 
ven punten  waarvan  er  eenige  op  Cm,  zelf  kunnen  liggen ,  een 
aantal  betrekkingen  tusschen  de  coëfficiënten  van  C»,  die 
terug  te  brengen  zijn  tot  één  betrekking  van  den  graad  Ni,^ 
verbonden  met  lineaire  betrekkingen.  Zoo  krijgt  men  dus, 
behalve  lineaire  vergelijkingen,  betrekkingen  van  den  graad 
Nm,  ,  Nm,   enz. ,  waarvan  het  aantal  oplossingen  is  N»,  x  N.,  x  . .  • 

In  vraag  c)  is  nu  voor  de  kegelsnede  (m  =  2)  voorgeschre- 
ven 2-puntige  aanraking  met  een  C«,  en  bovendien  aanraking 
met  een  C,  (de  lijn  in  het  oneindige) ,  waarvoor  vergelijking 
(3)  N,  =  2  levert. 

Dus  bedraagt  het  aantal  parabolen  door  drie  gegeven  punten, 
die  C»  aanraken, 

NMXN,=2n(n  +  l)-4d-6/fc-4/-   .     .    .    (6) 

waarin  r  een  der  waarden  O,  1,  2  of  3  heeft. 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Yries. 

1.  Wg  noemen  het  vlak  waarin  C"  ligt  c,  de  gegeven 
punten  A,  B,  C  en  D,  trekken  in  c  door  het  punt  C 
een  willekeurige  rechte  g ,  en  brengen  door  deze  een  wil- 
lekeurig   vlak  fj.     Door    het    punt  C   en   in  cj    trekken    wij 
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weer  een  willekeurige  rechte,  nemen  daarop  de  punten  A|  en 
B,  naar  willekeur  aan  en  verbinden  deze  met  de  punten  A  en 
B  door  de  rechten  a  en  b.  Wanneer  wij  nu  nog  het  op  g 
gelegen  snijpunt  van  AB  met  f,  door  d  aanduiden  en  twee 
punten  van  e  en  f^  aan  elkaar  toevoegen,  wanneer  hun  ver- 
bindingslijn de  beide  kruisende  Ijjnen  a  en  6  snijdt,  dan  ont- 
staat de  quadratische  verwantschap ,  bedoeld  in  Steineb's  ^Syste- 
matische  Entwickolung"  (Allgemeine  Anmerkung,  Ges.  Werke  I, 
p.  407)  waarvoor  ABÜ  en  A,B,Ci  de  beide  fundamentale 
driehoeken  zijn. 

De  kromme  C**  gaat  nu  door  deze  quadratische  transformatie 
over  in  een  C|''*  van  den  graad  2»,  met  d  dubbelpunten ,  k 
keerpunten,  en  bovendien  nog  drie  n-voudige  punten  in  de  punten 
A, ,  B, ,  Cl ;  0,8»  is  dus  van  de  klasse  2«  (2n  -1)  —  S«(n— 1)  — 
2d  —  2*;  =  tl  (n  +  1)  —  2d  —  3fc.     Door  het  aan  D  toegevoegde 


s« 


punt  D,  kunnen  dus  »](n+  1) —  24—  3A;  raaklijnen  aan  Ci 
getrokken  worden.  Een  rechte  van  f^  gaat  echter  door  de 
transformatie  over  in  een  kegelsnee  door  A,  B,  C;  aan  alle 
rechten  in  e^  door  Di  zijn  dus  toegevoegd  alle  kegelsneden  door 
A ,  B ,  C ,  D ;  derhalve  bedraagt  het  aantal  dezer  kegelsneden , 
die  C»  aanraken ,  fi  (n  +  1)  —  2d  —  3fc. 

2.  Zal  een  kegelsnee  door  A,  B,  C  met  C"  drie  opeen- 
volgende punten  gemeen  hebben,  dan  moet  de  aan  deze 
kegelsnee  toegevoegde  rechte  in  ei  dezelfde  eigenschap  bezitten 
ten  opzichte  van  C^^" ,  dus  een  buigraaklijn  zijn;  nu  bezit  de 
bij  Cl'"  behoorende  kromme  van  Hessb  in  elk  der  drie  n-voudige 
punten  een  (3n  —  4)-voudig  punt,  terwijl  de  n  raaklijnen  in  dit 
punt  aan  Ci'"  tevens  raaklijnen  zijn  aan  n  takken  der  kromme 
van  Hesse.  Ieder  ;?-voudig  punt  vervangt  dus  n(3ti — 4}  +  n  = 
=  3n  (n — 1)  buigpunten,  zoodat  het  werkelijk  aantal  buigpunten 
van  C,«»  3  .  2«(2n-2)— 9w(«— 1)— 6d— 8*  =  3w(w~l)— 6d— 8fc 
bedraagt.  Dit  is  dus  tevens  het  aantal  kegelsneden  door  A,  B,  C 
die  C"  osculeeren;  hierbij  moet  echter  worden  0{^merkt  dat 
daarin  niet  begrepen  zijn  de  kegelsneden  die  C"  in  een  der 
dubbel-  of  keerpunten  aanraken. 

3.  Aan  de  oneindig  ver  gelegen  rechte  q^o  van  f  is  in  c, 
een  zekere,  om  A,B,C,  beschreven  hyperbool  Q,  toegevoegd  ^) ; 


1}    zie  t  a.  p.  bl.  413. 
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al  naarmate  dus  eene  rechte  /,  in  c,  deze  hyperbool  sngdt,  of 
raakt,  of  niet  snijdt,  zal  de  aan  ly  toegevoegde  kegelsnee  in  e 
eene  hyperbool,  parabool  of  ellips  zijn.  Nu  heeft  de  kromme 
Qi  met  Cj^  2w  (n  +  1)  —  4d  —  6fc  raaklijnen  gemeen;  dit  getal 
levert  dus  tevens  het  aantal  parabolen  door  A,  B,  C  die  C" 
aanraken. 

4.  Ligt  het  punt  A  op  C",  dan  zondert  zich  van  C,^"  de 
rechte  B|C,  af;  er  blijft  dus  over  eene  Ci^*""^  met  een  n-voudig 
punt  in  Al  en  (n  —  l)-voudige  punten  in  B|  en  C,.  Door  nu 
geheel  op  dezelfde  wjjze  te  werk  te  gaan  als  hierboven  vindt 
men  b.v.  voor  het  aantal  kegelsneden  door  A,  B,  C,  en  die 
C,**  osculeeren  (echter  niet  in  A  zelf), 

Sn(n  -  1)  ~6d-8i-3. 

Yoor  n  =  2  vindt  men  hieruit  3 ;  neemt  men  aan  dat  B  en 
C  de  beide  cyclische  punten  zijn,  dan  volgt  hieruit  dat  door 
ieder  punt  eener  kegelsnee  3  kromtecirkels  gaan,  die  in  een 
ander  punt  osculeeren. 


Vraagstuk  XXXIII. 

N^  2  C.  Den  graad  te  bepalen  van  de  meetkundige  plaats  der 
brandpunten  van  alle  parabolen,  welke  in  de  vlakken  van  een 
bundel  liggen  en  vier  gegeven  vlakken  aanraken. 

(Dr.  H.  DE  Vries.) 

Opgelost   ifoar  W.  Mantel  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

Wg  noemen  de  gegeven  vlakken  c, ,  ^2 1  h;  h  ^^  beschou- 
wen voorloopig  slechts  de  eerste  drie.  Deze  snijden  een  wille- 
keurig vlak  £  door  l  volgens  een  driehoek ;  de  brandpunten  der 
parabolen  ,  die  de  zijden  van  dien  driehoek  aanraken ,  liggen , 
volgens  eene  bekende  stelling ,  op  den  omgeschreven  cirkel. 
Draait  c  om  Z,  dan  doorloopt  deze  cirkel  een  oppervlak  van 
den    vijfden  graad,   dat  de  lijn  {  tot  drievoudige  rechte  heeft. 

De  doorsnede  van  het  bedoelde  oppervlak  met  cao  bevat  nl. 
in  de  eerste  plaats  den  absoluten  cirkel  in  het  oneindige;  is 
Pao  een  punt  van  het  oppervlak  in  €»  maar  buiten  dien  cirkel, 


78  WISKUNDIGE 

dan  moet  in  het  ylak  door  P»  en  /  een  cirkel  gelegen  sgn , 
die  om  een  zekeren  driehoek  beschreven  is  en  tevens  door 
Pao  gaat.  Dit  is  slechts  mogelijk,  indien  de  bedoelde  cirkel  in 
een  lijnenpaar  ontaardt,  en  dit  geschiedt  in  de  drie  vlakken 
door  /  evenwijdig  aan  de  snijignen  /,2i  '23)  '13  ^^^  ^11  h^  ^3* 
In  het  vlak  c  door  l  evenwijdig  aan  Z,,  valt  de  bedoelde 
cirkel  uiteen  in  de  oneindig  ver  gelegen  rechte  Z'12  ^^  ^^  ^^11' 
lijn  van  e  met  f3. 

De  doorsnede  van  ons  oppervlak  met  €«  bestaat  dus  uiteen 
cirkel  en  de  drie  in  het  oneindig  ver  gelegen  punt  van  /  samen- 
komende rechten  Zia,  /as»  ^13;  het  is  dus  inderdaad  een  0^  met 
drievoudige  rechte  L  Blijkbaar  bevat  O'  de  lijnen  Z,^,  1^,  {,, 
en  heeft  in  het  snijpunt  dier  lijnen  een  dubbelpunt. 

Bij  de  vlakken  c, ,  (2  >  ^4  behoort  een  tweede  oppervlak  0^, 
en  de  doorsnede  dezer  beide  oppervlakken  is  de  in  het  vraag- 
stuk bedoelde  kromme.  De  graad  dezer  doorsnede  is  25; 
daarvan  gaat  echter  af  9  voor  de  lijn  { ,  die  op  beide  opper- 
vlakken drievoudig  is ,  2  voor  den  absoluten  cirkel ,  1  voor  de 
lijn  Zja,  die  op  beide  oppervlakken  ligt,  en  om  dezelfde  reden 
1  voor  de  lijn  /Vi*  De  gezochte  meetkundige  plaats  is  dus  een 
ruimtekromme  p^^  die  in  11  punten  op  l  rust,  omdat  elk  vlak 
door  {  slechts  een  parabool  bevat.  Zij  gaat  door  de  hoekpun- 
ten van  het  viervlak  c,  C2  (3  U' 


Vraagstuk  XXXIV. 

N^  2  C  Gevraagd  wordt  de  graad  der  meetkundige  plaats  van 
de  middelpunten  der  gelijkzijdige  hyperbolen,  die  vier  gegeven 
vlakken  aanraken  en  in  de  vlakken  van  een  bundel  liggen. 

(Dr.  H.  DE  Vries,) 

Opgelost  rioor  Dr.  H.  de  Vries  en  Dr.  J,  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vries. 

1.  We  zullen  eerst  den  graad  bepalen  van  het  oppervlak 
gevormd  door  de  gelijkzijdige  hyperbolen,  die  de  vlakken  ci ,  «2) 
(3,  €4  aanraken  en  de  rechte  l  tot  koorde  hebben ,  of,  wat  op 
hetzelfde  neerkomt,  het  aantal  dezer  hyperbolen  zoeken  die 
bovendien  op  een  willekeurige  rechte  m  rusten. 
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Dit  aantal  zal  niet  veranderen  als  we  het  snijpunt  S  van  c, , 
<2>  ^3  op  ^  plaatsen.  Het  is  gemakkelyk  in  te  zien,  dat  gelijk- 
zijdige hyperbolen,  die  aan  de  vraag  voldoen,  slechts  kunnen 
liggen  in  een  \lak  dat  {  verbindt  met  een  der  doorsneden  van 
de  vlakken  ci ,  €3 ,  (3  onderling.  Laat  het  vlak  door  { en  cf,2  ^  f\  £2 
met  £3,  64  en  m  gemeen  hebben  de  rechten  d^,  d^  en  het 
punt  M.  De  kegelsneden,  die  ^129  ^3>  ^a  raken  en  door  M 
gaan ,  vormen  een  stelsel  met  index  4 ;  zij  sny den  derhalve  de 
oneindig  ver  gelegen  rechte  in  puntenparen  P,  P',  welke  in  een 
verwantschap  (4,4)  zijn  gerangschikt.  Dit  symmetrische  punten- 
stelsel  heeft  4  paren  gemeen  met  de  involutie  der  punten  welke 
onderling  loodrechte  richtingen  bepalen ,  d.  w.  z.  tot  het  bedoelde 
stelsel  van  kegelsneden  behooren  4  gelijkzijdige  hyperbolen. 
Daar  dit  ook  het  geval  is  met  de  vlakken  (Jid^^  en  {Id^)^  vol- 
doen 12  hyperbolen  aan  de  gestelde  voorwaarden,  en  is  de 
boven  bedoelde  plaats  een  oppervlak  0*^  Omdat  in  elk  vlak 
door  {  twee  gelijkzijdige  hyperbolen  liggen,  is  l  een  achtvou- 
dige rechte  van  0*^ 

2.  Nu  zoeken  we  den  graad  der  kromme,  die  de  meet- 
kundige plaats  is  van  de  polen  van  {  t.o.v.  de  hyperbolen  van 
O^^.  Daar  l  een  achtvoudige  rechte  is,  gaan  door  elk  punt 
van  l  acht  hyperbolen  en  zijn  er  16  hyperbolen  die  l  aanraken, 
zoodat  hun  polen  t.o.v.  /  op  deze  rechte  liggen.  En  daar  elk 
vlak  door  l  twee  hyperbolen  ,  dus  twee  niet  op  l  gelegen  polen 
draagt,  is  de  meetkundige  plaats  der  polen  een  ruimtekromme 
van  den  graad  18. 

Hieruit  volgt  verder  dat  voor  1 8  hyperbolen  de  pool  oneindig 
ver,  dus  het  middelpunt  op  l  ligt.  En  daar  een  willekeurig 
vlak  door  l  twee  niet  op  {  gelegen  middelpunten  van  hyper- 
bolen bevat,  is  de  in  het  vraagstuk  bedoelde  meetkundige 
plaats  een  ruimtekromme  van  den  20^'^  graad. 

3.  Alle  kegelsneden  die  door  c, ,  ^21  ^3»  ^4  geraakt  worden 
en  gelegen  zijn  in  het  vlak  dat  l  verbindt  met  het  snijpunt  S 
van  «1,  (29  «3  9  zijn  dubbelrechten.  Nu  kan  een  dubbelrechte 
slechts  dan  als  ontaarding  van  een  gelijkzijdige  hyperbool  be- 
schouwd worden  als  ze  een  der  cirkelpunten  I  of  J  bevat.  De 
beide  isotrope  rechten  SI  en  SJ  behooren  dus  tot  de  meetkundige 
plaats  der  middelpunten  van  gelijkzijdige  hyperbolen,  die  aan  de 
gestelde  eischen  voldoen.  Deze  meetkundige  plaats  bestaat  dus 
uit  8  isotrope  rechten  en  een  ruimtekromme  van  den  12^^  graad. 
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Vraagstuk  XXXV. 

N^  2  6.  Men  beschouwt  ten  ruimtekromme  van  den  graad  n^ 
den  rang  r  en  de  klasse  k. 

Gevraagd  wordt 

a)    het  aantal  normalen  door  een  gegeven  punt; 

d)  de  graad  van  het  regelvlak  dat  door  de  binormalen  wordt 
gevormd ; 

c)    de  graad  van  het  regelvlak  der  hoofdnormalen. 

(Dr.  J.  DE  Vries.) 

Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vries. 

a)  Het  aantal  normaalvlakken  door  een  willekeurig  punt  is  even 
groot  als  het  aantal  dier  vlakken  door  het  oneindig  ver  gelegen 
punt  It^  der  willekeurige  rechte  L  Hiertoe  behooren  vooreerst 
de  normaalvlakken  der  punten,  waarvan  de  raaklijnen  lood- 
recht staan  op  {,  dus  gesneden  worden  door  de  oneindig  ver 
gelegen  snijlijn  s^  der  loodrecht  op  l  geplaatste  vlakken;  het 
aantal  dezer  normaalvlakken  is  blijkbaar  gelijk  aan  den  rangr 
der  gegeven  kromme.  Daar  verder  het  oneindig  ver  gelegen 
vlak  loodrecht  staat  op  de  n  asymptoten  der  kromme ,  dus  een 
;i-voudig  nonnaalvlak  is ,  gaan  door  L^  (n  +-  r)  normalen. 

De  normaalvlakken  omhullen  dus  een  oppervlak  van  de 
klasse  (n  +  r). 

h)  Den  graad  van  het  oppervlak  der  binormalen  bepalen  we 
met  behulp  van  de  formule  i  =  e  -}-  g  —  p,  waar  e  voorstelt 
het  aantal  osculatievlakken  door  een  willekeurig  punt,  dus  k] 
g  het  aantal  binormalen  die  op  een  willekeurige  rechte  rusten ; 
p  het  aantal  punten  der  kromme  in  een  willekeurig  vlak,  dus 
n;  €  het  aantal  keeren  dat  de  binormaal  van  een  punt  samen- 
valt met  het  osculatievlak. 

Nu  is  de  binormaal  te  beschouwen  als  de  pooUgn  van  het 
osculatievlak  met  betrekking  tot  den  minimaalkegel  (kegel  der 
isotrope  rechten).  Elk  osculatievlak  dat  dien  kegel  aanraakt, 
bevat  dus  de  overeenkomstige  binormaal.  Derhalve  is  c  =3=  2A:,  en 
vindt  men  voor  den  graad  van  het  regelvlak  der  binormalen  j|r==n+^'* 

c)  Den  graad  van  het  oppervlak  der  hoofdnormalen  vinden 
we  uit  de  formule  c  =  g  +  / —  g ,  waar  e  en  ƒ  achtereenvolgens  het 
aantal  osculatievlakken  en  normaalvlakken  door  een  willekeurig 
punt  voorstellen  en  g  het  aantal  hoofdnormalen  is,  die  op  een 
willekeurige  rechte  rusten.  Blijkbaar  is  hier  6  =  0,  zoodat 
men  vindt  </  =  n  +  r  -f-  ^- 


Het  Wiskondig  0enoot«ohap  oniier  de  zimpreak:  ^JSem  amn 
moeide  arbeid  kamt  alles  te  boven  ^^^  opgericht  in  1779 ,  tracht  : 
beoefening  der  Wiskande  te 'berorderen  door 

a)  het  houden  van  vergaderingen, 

b)  het  uitgeven  van  tijdschriften, 

e)     het    uitgeven    van  een  reeka  vraagstukken  ter  oplossing  re 
de  leden,  later  gevolgd  door  de  oplossingen, 

d)  het  uitschrijven  van  prijsvragen, 

e)  het  inrichten  eener  boekery ,  ens. 

De  vergaderingen  worden  zooveel  mogelijk  maandeiyks  te  Anate 
dam  gehouden  ,  in  de  maanden  van  October  tot  Maart. 

Het    tijdschrift    ^ Revue  semeatrieüe  des  publicaiions  matkénkotiqw: 
tracht  in  den   kortst  mogelijken  tijd  beknopte  opgaven  te  verschaf. - 
omtrent    de    in    de    verschillende   wiskundige  tijdschriften  opgenom^ 
verhandelingen.     Het-  verschijnt  jaarlijks  in  twee  stukken,  ieder  ta^ 
ruim  honderd  bladzijden. 

Het    tijdschrift    getiteld    ^Nieuw    Archief  voor    Wiskunde^'    ger- 
digeerd  door  Dr.  J.  C.  Klütver  te  Leiden,  Dr.  D.  J.  JB^o&tewbo  t 
Amsterdam    en    Dr.    P.    H.  Schoute  te  Groningen    bevat  wiekundif» 
verhandelingen.     Elke   twee  jaar    verschijnt   een    deel,    bestaande  o' 
vier  stukken  van  ongeveer  vijf  vel  druks. 

De  voornaamste  der  door  de  leden  ingezonden  oplossingen  tsr 
de  voorgestelde  vraagstukken  worden  gepubliceerd  in  de  ,  Wiskundij 
Opgaven  "  geredigeerd  door  Dr.  J.  De  Vries  te  Utrecht.  Elk  dee^ 
bevat  de  oplossingen  van  200  vraagstukken  in  ruim  400  bladzi|den;  be; 
verschijnt  in  twee  of  drie  jaar  en  bij  stukken  van  ongeveer  vier  vel  drab 

Jaarlijks  wordt  door  bet  Genootschap  een  twaalftal  prysvrager 
uitgeschreven.  Zij ,  die  na  verloop  van  tijd  tien  prijsvragen  hebben 
beantwoord,  verkrijgen  den  titel  van  lid  van  verdienste. 

De  bibliotheek,  waarvan  de  boeken  op  aanvraag  by  Dr.  C.  P. 
Burger,  bibliothecaris  van  de  Universiteits-bibliotheek  te  Amsterdaa, 
aan  de  leden  worden  verzonden,  is  op  de  hoogte  van  deo  tgd,  dtftr 
het  Genootschap  in  ruiling  is  met  de  voornaamste  wiskundige  geooot- 
schappen  in  het  buitenland. 

De  jaariijksche  contributie  van  de  leden  der  Vereeniging  bedrtt^ 
f  5,00  (entree  /  1,00). 

Zij,  die  nog  geen  lid  zijn  en  mochten  verlangen  lid  te  worden, 
gelieven  zich  aan  te  melden  bij  den  Ondervoorzitter,  Dr.  D.  Co^ 
LiKGH,   Van  Breestraat  143,  Amsterdam. 
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Ter  bevordering  eener  geregelde  toezending  van  de  druicwerlcen  van  het  Genoot- 
ip,    wordt  den  leden  beleefd  verzocht  bij  verhuizing  hun  nieuw  adres  op  te  geven 
.     Or.    D.  COEUNGH,    Ondervoorzitter  van   het  Genootschap,   Amsterdam,    Van 
?  e  straat  143. 


De  volgende  vroeger  verschenen  uitgaven  zijn  tegen  de  dfuiil 
aangegeven    prijzen  te  ontbieden  bij  den  Ondervoorzitter,    Dr.  1 
CoELiMQH ,   Amsterdam,   Van  Breestraat  143,   bij    wien    men  oi 
klachten  inbrengen  kan  over  eventueele  onregelmatigheden  in  •! 
toezending  der  uitgaven  van  het  Genootschap. 

Feestgave   van   het    Wiskundig    Genootschap    ter   gelegenh^. 
van    zijn   honderdjarig  bestaan,    bevattende  de  herdruk  Tan  t^- 
zeldzame,    merkwaardige    Hollandsche    werken   [(Corte  onderriL 
tinghe    dienende    tot   het  maeckcn  vande  reductien  van  de  tr.  : 
custingen    tot    gereede  penningen,    om  dieu-volgende  te  eyss  1> 
en    ontfangen    den    veertichsten    penning    op    alle    vercocht<»    ■ 
vervreemde    onroerende    goeden ,    volgende    tplacaet   der    Hei/» 
Staten  van  den  xxii  Decembris  1598)  en  (Waerdye  van  Lyf-roiit» ; 
naer  proport'e  van  Los-renten ,  geteekend  Johan  de  Witt,  KITI 

in  den  handel  /6,00 voor  de  leden  ƒ3,00. 

Regflster  naar  eene  wetenschappelijke  verdeeling  op  de  wei  kt 
van  het  Wiskundig  Genootschap,  Amsterdam,  1885 

in   den   handel  ƒ3,00    .     .    .     •     voor  de  leden  ƒ1,50. 

Grondslag  van  een  bibliographisch  repertorium  der  wiskunJiji 
wetenschappen  (naar  den  franschen  tekst  bewerkt) ,  Amsterdam,  1  ^. ! 
in   den   handel  ƒ2,00     ....     voor  de  leden  ƒ1,00. 

Voordrachten  over  den  Grondslag,  per  vel 

in   den   handel   ƒ0,30     ....     voor  de  leden  ƒ0,15. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  eerste  reeks,  twintig  deeler 
tweede  reeks,  deel  1  en  2,  per  deel 

in   den   handel  ƒ4,00     ....     voor  de  leden  ƒ2,00. 

(De  volgende  deelen  per  deel 

in  den  handel  ƒ6,00     ....     voor  de  leden  ƒ3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den   handel  ƒ1,50     .     .     .     .     voor  de  leden  ƒ0,75). 

WiskundigfC    Opgraven    met    de    oplossingen ,    nieuwe    reok> 
deel  1 — 8  per  deel 

in   den   handel  ƒ6,00    ....     voor  de  leden  ƒ3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den   handel   ƒ1,00     ....     voor  de  leden  ƒ0,50. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématlques ,  ckt 

1 — 10,  van  elk  twee  stukken  a  ƒ4,00  en  bij  overcompleete  stukken 
per  stuk  ƒ2,00. 

Tables  des  matières  des  volumes  I— V.    .    ,    .    ƒ2,00. 

»  »  »  n  n       '^I  —  -^  •      •      •      •      ƒ3,00. 
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Vraagstuk  XXXVI. 

K  6  b.  Gegeven  is  de  vergelijking  in  bipolaire  coördinaten  r,  s 
van  een  vlakke  kromme.  Men  vraagt  de  bipolaire  vergelijking  van 
een  cirkel,  die  de  as  loodrecht  snijdt  en  de  gegeven  kromme  in 
het  punt  (r, ,  s^)  aanraakt.  (Dr.  J.  de  Vries.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,  Dr.  R.  H. 
VAN  Dorsten,  J.  Geest,  F.  Schuh  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing  van  T.  J.  Allersma. 

Zgn  p  en  q  de  afstanden  van  het  middelpunt  van  den  cirkel 
tot  de  beide  polen,  en  is  t  de  straal  van  den  cirkel,  dan  levert 
het  theorema  van  Stewart  de  betrekking 

De  vergelijking  van  een  cirkel  die  de  as  loodrecht  sngdt, 
is  dus  van  den  vorm 

Ar»  +  B«a  +  C  =  0. 

Heeft  deze  cirkel  met  de  gegeven  kromme  de  punten  (r, ,  ^|) 
en  (r^i,  82)  gemeen,  dan  is  zijn  vergelijking  dus 


r»        «»        1 
r,^       s,^       1 


=  0, 


of 


{r^  +  n)  (B^  -  B^)  =(«,  +  #0  ^—^  (r« -  r,«). 


rj~r, 


Laat  men  de  beide  punten  samenvallen,  dan  gaat  deze  ver- 
gelijking over  in 

of,  als  de  gegeven  kromme  tot  vergelgking  heeft  /(r,  5)=  O,  in 

WiiK,  Opo.  ,  Dl.  IX.  6 
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Vraagstuk  XXXVII. 

N^  2  6.  De  punten  van  een  kubische  ruimtekromme  worden 
gerangschikt  in  de  viertallen  A^  van  een  biquadretische  involutie. 
Uit  een  punt  O  trekt  men  de  rechte,  welke  AkAi  en  AmA.  snijdt. 
Bepaal  den  graad  van  de  meetkundige  plaats  dezer  snijlijn. 

(Dr.  J.  DE  Vries.) 

Oplossing   van  Dr.  J.  de  Vries. 

De  kubische  involutie,  welke  op  de  gegeven  kromme  wordt 
ingesneden  door  een  vlakkenbundel ,  heelFt  zes  paren  gemeen 
met  de  gegeven  biquadratische  involutie.  De  verbindingsignen 
A^A(  vormen  dus  een  regelvlak  van  den  zesden  graad. 

Wij  beschouwen  de  verwantschap  tusschen  de  punten  P  en 
P',  welke  een  rechte  {  gemeen  heeft  met  de  vlakken  OA^Ai 
en  OA»A«.  Daar  de  rechte  OP  door  zes  rechten  A^Ai  wordt 
gesneden ,  is  deze  verwantschap  een  (6 ,  6).  Valt  P'  in  P ,  dan 
komen  met  OP  nog  slechts  vier  buiten  deze  rechte  gelegen 
stralen  OP'  overeen;  elke  coïncidentie  is  dus  een  dubbele, 
zoodat  er  zes  samenvallingen  P  ^  P'  zijn. 

De  bedoelde  meetkundige  plaats  is  derhalve  een  kegel  van 
den  zesden  g^raad. 


Vraagstuk  XXXVIII. 

N"^  2  k.  Men  vraagt  het  aantal  vlakke  kubische  krommen  te 
bepalen ,  welke  door  een  gegeven  punt  gaan  en  op  tien  gegeven 
rechten  rusten.  (Dr.  J.  de  Vries.) 

Opgelost   iüwr  F.  Schuh  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing   van  F.  Sohuh. 

We  breiden  de  vraag  uit  tot  de  volgende: 

Hoe  groot  is  het  aantal  vlakke  krommen  van  den  n^^  graad 
C»,  die  door  een  gegeven  punt  P  gaan  en  op  ^  (n  +  1)  (n  +  2) 
rechten  rusten? 

Om  dit  aantal,  dat  we  A«  noemen,  te  vinden,  denken  we 
{n+  1)  dier  rechten,  die  we  {  noemen,  in  één  vlak  V  gelegen 
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dat  niet  door  P  gaat.  De  overige  i  (n  +  1)  (n  +  2)  —  (n  + 1)  = 
=  in(n4-  1)  rechten  zullen  we  de  rechten  {'noemen.  Overi- 
gens denken  we  alle  gegevens  zoo  willekeurig  mogelijk.  De 
^  n  (ft  -h  1)  snijpunten  der  rechten  V  met  het^  vlak  Y  noemen 
we  de  punten  Q ;  de  in(n  -{-  l)  snijpunten  der  rechten  l 
onderling  noemen  we  de  punten  R. 

Wanneer  nu  een  kromme  C»  alle  rechten  l  buiten  de  punten 
R  snijdt,  dan  heeft  ze  (n  +  1)  punten  met  Y  gemeen,  zoodat, 
daar  Y  niet  door  P  gaat,  Cn  bestaan  moet  uit  een  in  Y  gelegen 
rechte  m  en  een  kromme  C».i  door  P,  in  het  vlak  door  P  en 
m.     De  volgende  soorten  krommen  voldoen  dus  aan  de  vraag : 

1)  Een  C11-.1  door  P,  rustend  op  de  ^n{n+  1)  rechten  V 
gecombineerd  met  de  snijljjn  van  het  vlak  van  Cm-i  met  Y; 
het  aantal  dezer  oplossingen  is  A«-i. 

2)  Een  G»~i  door  P,  gelegen  in  een  vlak  door  een  der 
punten  Q ,  en  rustend  op  de  i  n  (n  +  1)  —  1  —  i  (n  -♦-  2)  (n  —  1) 
overige  rechten  l\  gecombineerd  met  den  doorgang  van  het 
vlak  van  C«-i  op  Y. 

Daar  er  ^  n  (n  +  1)  punten  Q  zijn ,  heeft  men  ^  tt  (n  +  1)  Bm~i 
oplossingen  van  deze  soort,  als  B»  het  aantal  krommen  C» 
voorstelt,  die  in  de  vlakken  van  een  bundel  liggen,  door  een 
puqt  P  van  den  drager  p  van  den  bundel  gaan,  en  op 
^  n  (n  4-  3)  rechten  rusten. 

'6)  Een  Cii^i  door  P,  gelegen  in  een  vlak  door  P  en  twee 
der  punten  Q,  en  rustend  op  de  4  (n^  +  n  —  4)  overige  rechten 
l\  gecombineerd  met  de  snijljjn  van  het  vlak  van  Cn-t  met  Y. 

Daar  ieder  paar  punten  Q  één  oplossing  geeft,  krijgt  men 
van  deze  soort  i  n  (n  +  1)  (n  —  I)  («  -f-  2)  oplossiogen. 

4)  Een  C»  door  P  en  een  der  punten  R,  b.v.  R,^,  rustend 
op  de  rechten  l'  en  op  de  \  (n^  +  8n  -  2)  overige  rechten  L 

Is  D»  het  aantal  vlakke  krommen  C» ,  gaande  door  twee  ge- 
geven punten  P ,  en  rustend  op  ^  (n*  -f  3n  —  2)  rechten ,  dan 
levert  ieder  punt  R  dus  C»  oplossingen.  In  het  aantal  i  n  (n+ 1)  D« 
komt  echter  de  kromme  C»  die  door  P,  R,2  en  R,^  gaat,  twee- 
maal voor,  d^ar  ze  bij  de  krommen  door  P  on  R^^  en  nog  eens 
bij    de    krommen   door   P  en  R34  in  rekening  wordt  gebracht 

leder  der  i  .  }  n  («+1) .  i  (w  2)  (n- 1)  =  ^ (n— 2)(n--  l)w(n+ 1) 
puntenparen  R  met  vier  verschillende  indices  levert  één  kromme , 
die  dubbel  in  rekening  gebracht  is,  zoodat  men  ^  ft  (n  4- 1) D«,  — 
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—  i  (n  —  2)  (n  —  1)  n  (fi  -f-  1)    oplossingen     van     de     Tierde 
soort  krijgt. 

Men  vindt  dus  voor  het  totaal  aantal  oplossingen 

A.-A.-i  +  ifi(ii-hl)B^i  +  in(n+  |)(n  -  l)(fi  +  2)  + 

+  i «  (n  +  1)D.  -  JKn  -  2)(n  -  1) fi  (n  +  1), 
of 

A,  =  A,-i  +  i  n  (»f  +  l)  (B«»i  +  Dm)  -h  *  («  -  1) «  («  +  1) . .  1). 

Bepaling  van  B«.  Van  de  }  it  (n  +  3)  gegeven  rechten  denken 
we  er  (n  +  1)  in  een  vlak  V  gelegen,  dat  niet  do6r  P  gaat 
We  noemen  deze  de  rechten  l;  de  overigen  7  (n  —  1)  (n  +  2) 
de  rechten  V,  De  i(n  —  l)(n  +  2)  snijpunten  der  rechten  f 
met  Y  noemen  we  Q,  en  de  ^  n  (/i  +  1)  snijpunten  der  rechten 
/  onderling  noemen  we  R.  Men  krggt  nu  de  volgende  soorten 
oplossingen : 

1)  Een  C^i  door  P  in  een  vlak  door  p,  rustend  op  de 
4  (n  —  1)  (n  +  2)  rechten  1%  gecombineerd  met  de  snglijn  van 
het  vlak  van  C«-i  en  Y;  deze  soort  geeft  B..!  oplossingen. 

2)  Een  C«.i  door  P  in  een  vlak  door  p  en  een  der  punten 
Q,  rusteed  op  de  4(n*4"n  —  4)  overige  rechten  T,  gecombi- 
neerd met  de  snijlijn  van  het  vlak  van  Cm-i  met  Y.  Dit  geeft 
i(n  —  1)  (n  +  2)  oplossingen. 

3)  Een  C.  door  P  en  een  der  punten  R,  b.v.  R12,  gelegen 
in  een  vlak  door  p  en  R,,,  rustend  op  de  rechten  V  en  de 
i  (n  —  1)  (tl  +  4)  overige  rechten  /.  Dit  geeft  »  n  («  -h  I) 
oplossingen. 

Men  vindt  dus 

B,  =  B,-i  +  i(n-  l)(n  +  2)  +  in(n+l)  =  B..i  +  n»+n  -  1, 

B.  =  B,  +  2(n»  +  n^  l)  =  B,+H«  +  3)(n»-l), 
2 

of  daar  B,  =  l  is, 

B«  =  -tn(ii»+3n-l) 2). 

Bepaling  van  D».  Yan  de  \  (tfl  -f  3n  —  2)  gegeven  rechten 
denken  we  er  weer  (n  +  1)  in  één  vlak  Y  gelegen ,  dat  door 
P  gaat.     We  krijgen  dan  \{n^'\-  n  —  4)  punten  Q  en  i  n  (n  + 1) 


OPGAVEN.    N«.  38.  85 

punten  R.    Op  overeenkomstige  wijze  als  boven  vindt  men 
D.  =  D,_i  +  4  («' +  «  -  4)  +  i  n  (n  +  1 )  =  D,  +  (n  -  1 )  (n  +  2), 

D,  =  D,  4-  S(n  -  1)  (n  +  2)  =  D,  +  i  («  -  l)n  (n  +  4), 

2 

of  daar  Di  ==  O  is , 

D,  =  ^  (w  —  1)  n  (ii  4-  4) 3). 

Substitueert  men  in  1)  voor  Bj,.i  en  D»  de  gevonden  waarden, 
dan  vindt  men 

A-=^A,-l  +  in(n+l)(n— l)(n+3)(2n-l)  +  i(n-l)n(n+i), 

A.  =  A^i  +  i  (n  —  1 )  n»  (m- 1 )  (2«  +  5) , 

A.  =  A,  +  i  S(w  -  l)nM«  +  l)(2n  -hö), 

A«  =  A,  +  ,«5  (/f- 1)  n  (w+ 1)  (w+2) (2n2f  8n-f  3) , 
of  daar  A,  ~0  is, 

Au^^^(n  —  l)fi(n-\-l){n  +  2){2n^  +  8n4-3)    ...  4). 

Dit  is  het  gevraagde  aantal. 

Bij  de  vraag  naar  het  aantal  vlakke  kubische  krommen  door 
een  gegeven  punt  en  rustend  op  10  rechten ,  heeft  men  n  =  3 
te  stellen,  zoodat  men  voor  het  in  de  opgave  gevraagde  aan- 
tal vindt 

A3  =  150. 

Opmerking  van  Dr.  J.  db  Vries.  In  plaats  van  de  aantallen 
B»  en  D»  te  bepalen ,  kan  men,  meer  algemeen,  zoeken  bet 
aantal  /"(n,  s)  der  krommen  die  door  8  gegeven  punten  der 
rechte  p  gaan  en  op  ^  (ft  -f  1)  (n  -f  ^)  "  ^  rechten  rusten. 

Laat  men  (n  +  1  — s)  dezer  rechten  opp  rusten,  dan  bepaalt 
elk  van  hen  metjp  een  vlak,  dat  één  0»  bevat,  die,  omdat  ze 
een  der  gegeven  rechten  n-maal  snijdt ,  voor  n  oplossingen  in 
rekening  moet  gebracht  worden. 

Alle  overige  oplossingen  worden  gevormd  door  het  samenstel 
van  do  rechte  |>  met  een  C».i,  waarvan  het  vlak  doorj)gfuit, 
en  die  op  de  ^  n(n+  1)  rechten  rust,  welke  nietdoorj?  worden 
gesneden. 

We  hebben  dus  de  betrekking 

/(n,  «)  =  n(n+l  ^5)  +  /*(n-l,  0). 
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Uit 

/(tl,  0)  =  n{n+l)  +  f(n-l,  0) 

vindt  meu  gemakkelgk 

/(«,  0)  =  ift(n-r-l)(ti  +  2). 
Nu  is 

f{n,  «)=iw(n4  l)(n+2)-««, 

eD  hieruit  vindt  men  voor  sss  l  en  «  =  2  de  aantallen»  B.  en  Dj 


Vraagstuk  XXXIX. 

K  8  a.  Gegeven  zijn  vier  punten  P^  van  een  vlak.  Men 
construeert  het  punt  Q^,  dat  met  P^  isogonaal  verwant  is  ten  op- 
zichte van  den  driehoek  PiPmP»  Te  bewijzen  dat  Pi  het  middel- 
punt is  van  den  om  QiQ»Q»  beschreven  cirkel. 

(Dr.  J.  DE  Vries.) 

Opgelost  door  Dr.  R.  H.  van  Dorsten ,  F.  Schuh,  Dr.  H.  A. 
W.  Speckman  en  Dr.  J.  de  Vries. 

Oplossing. 

Uit  de  constructie  volgt,  dat  de  driehoeken  PjtP<Q»  en  PjtPiQ« 
congruent  zijn  omdat  ze  een  zijde  gemeen  en  de  aanliggende 
hoeken  gelgk  hebbeo.  Dus  is  P^^Q»  gelijk  aan  P^Q».  Evensoo 
heeft  men,  wegens  de  congruentie  der  driehoeken  PitP»Q«  en 
P*P,Q, ,  P*Q.  =  P*Q,.  Derhalve  is  P*Q.  =  P*Q,  =  P*Q« ,  d.  w.  z. 
Fi  is  het  middelpunt  van  den  om  QjiQjQ»  beschreven  cirkel. 


Vraagstuk  XL. 

M'  8  f.  De  meetkundige  plaats  der  kegelsneden ,  welke  een 
rechte  /  tweemaal  snijden  en  op  vijf  gegeven  rechten  Ck  rusten , 
is  een  oppervlak  van  den  achtsten  graad  (zie  b.v.  Vers/,  K,  A,  v,  JV.^ 
1902 ,  deel  X ,  bl.  746).  Als  beeld  van  het  op  dit  oppervlak 
gelegen  punt  P  beschouwt  men  den  doorgang  van  de  rechte  door 
P,  die  op  /  en  op  r,  rust,  met  een  gegeven  vlak.  Men  vraagt 
naar  de  beelden  van  de  rechten  /en  Ck,  en  naar  de  krommen  van 
het  oppervlak,  waarvan  de  beelden  rechte  lijnen  zijn. 

(Dr.  J,  PE  VjoES.) 
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Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vribs. 

1.  Eik  punt  P'  van  het  beeldvlak  is  het  beeld  van  een  be- 
paald pont  P;  immers  l  is  een  zesvoudige  rechte  van  het 
oppervlak,  dus  beeft  de  reohte  door  P'  welke  op  l  en  op  c, 
rust,  nog  slechts  één  punt  met  O®  gemeen. 

Elke  kegélsnede  van  O^  heeft  tot  beeld  een  reohte ,  n.1.  den 
doorgang  van  haar  vlak  met  het  beeldvlak,  dus  een  rechte  r' 
door  het  sngpunt  L  met  het  beeldvlak. 

Op  r*  liggen  de  beelden  der  sngpunten  van  de  kegélsnede 
met  L 

Elk  punt  Q  van  l  behoort  tot  zes  kegelsneden,  heeft  dus 
zes  beelden,  die  gelegen  zgn  op  de  snglijn  van  het  beeldvlak 
met  het  vlak  (QC|).  Deze  zes  punten  komen  allen  in  L  als  Q 
in  L  komt ;  het  beeld  van  de  rechte  {  heeft  dus  in  L  een  zes- 
voudig punt,  en  daar  elke  rechte  r'  door  L  twee  beelden  van 
punten  Q  draagt ,  is  het  beeld  van  l  een  kromme  van  den  achtsten 
graad  L^  met  zesvoudig  punt  L. 

In  verband  met  het  voorgaande  volgt  hieruit,  dat  de  doorgang 
C]  der  rechte  c,  een  dubbelpunt  van  L®  is,  waarvan  de  raak- 
lijnen  bepaald  worden  door  de  sngpunten  van  l  met  de  in  het 
vlak  (G|Q  gelegen  kegélsnede. 

De  rechte  Ck  (ib  =  2 ,  8 ,  4 ,  5)  wordt  afgebeeld  door  de  kegel* 
snede  welke  de  door  /,  C]  en  Ck  bepaalde  hyperboloïde  op  het 
beeldvlak  insnijdt. 

2.  Een  vlak  y  door  c,  snijdt  0^  nog  volgens  een  kromme 
van  den  zevenden  graad;  haar  snijpunten  met  c^  worden  afge- 
beeld in  zeven  punten  van  den  doorgang  van  y ,  die  natuurlijk 
door  C]  gaat.  Deze  beelden  komen  allen  in  L  als  y  met  het 
vlak  (Lc,)  samenvalt.  Het  raakvlak  in  C]  levert  ook  zeven 
beeldpunten,  maar  een  daarvan  valt  met  C,  samen.  Bijgevolg 
is  het  beeld  der  rechte  c,  een  kromme  C^,  die  zevenmaal  door 
L  en  eenmaal  door  C,  gaat. 

De  krommen  C\  en  L®  hebben  7x6  doorsneden  in  L  en  2 
in  C| ;  de  overige  20  zgn  de  beelden  van  even  zoovele  rechten 
die  op  c,  en  l  steunen  en  op  het  oppervlak  O®  gelegen  zijn. 
Inderdaad  bevat  0^  20  in  lijuenpareu  ontaarde  kegelsneden. 

3.  Een  rechte  s'  van  het  beeldvlak  is  de  afbeelding  van  de 
ruimtekromme   9^  van  den  negenden  graad,  welke  O®,  buiten 
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l  en  c,  om,  gemeen  heeft  met  de  door  s'y  l  en  C|  bepaalde 
hyperboloTde. 

Daar  de  acht  snijpunten  van  s'  met  de  kromme  1/  beelden 
zijn  van  acht  punten  op  l,  rust  a*  in  aoht  punten  op  L  Het 
negende  in  eenig  vlak  ^  door  l  gelegen  punt  van  a^  heeft  zgn 
beeld  in  het  sogpunt  van  s'  met  deo  doorgang  van  0. 

Het  beeld  van  c>  heeft  twee  punten  met  s'  gemeeo,  dus  is 
Ck  een  koorde  van  a\ 


Vraagstuk  XLI. 

L'  8  b.  Een  ellips  wordt  beschreven  door  een  punt  P  in  het 
vlak  van  een  cirkel,  die  aan  de  binnenzijde  over  een  cirkel  met 
tweemaal  grooteren  straal  rolt.  Bepaal  de  punten  van  den  rollenden 
cirkel,  die  de  door  P  gaande  middellijn  der  ellips  en  de  daaraan 
toegevoegde  middellijn  beschrijven,  en  leid  daaruit  af  een  constructie 
voor  richting  en  grootte  der  assen  van  een  ellips ,  waarvan  richting 
en  grootte  van  twee  toegevoegde  middellijnen  gegeven  zijn. 

(C.  VAN  Aller.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  T.  J.  Allersma,  H.  Brems- 
kamp  ,  Dr.  W.  Bouwman  ,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr.  ,  J.  A.  Kerkhoven  , 
E.  J.  M.  VAN  DE  Laarschot,  J.  C.  de  Masuïr,  F.  Scuuh  en 
Dr.  H.  DB  Vries. 

Oplossing  van  J.  A.  Eerkhovek. 

Zy  O  (fig.  1)  het  middelpunt  van  den  vasten ,  M  dat  van  den 
rollenden  cirkel.  De  rechte  PM  sugdt  den  laatsten  in  A,  en 
B, ,  die  bij  de  bedoelde  beweging  de  vaste  rechten  OA  en  OB 
zullen  beschrijven,  langs  welke  de  assen  der  door  F  beschreven 
ellips  vallen, en  men  heeft  OA=B,P,  OB  =  A,P. 

Het  punt  P  wentelt  om  het  raakpunt  C  der  cirkels,  zijn 
raaklijn  staat  dus  loodrecht  op  CP;  de  aan  OP  toegevoegde 
middellijn  valt  derhalve  langs  de  loodlijn  uit  O  op  CP  neei  ge- 
laten. Daar  elk  punt  van  den  kleinen  cirkel  een  rechte  door- 
loopt, die  door  O  gaat,  zullen  de  beide  toegevoegde  middel- 
lijneil  beschreven  worden  door  de  punten  P,  en  Qi ,  waarin 
cirkel  (M)  door  OP  en  CP  wordt  gesneden.  Zooals  bekend  is, 
glgdt  dau  de  rechte  CQ,   met   haar  uiteinden  langs  de  vaste 
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lijnen  00  en  OQ,.     Valt  zg  langs  OQ, ,  dan  komt  P  in  Q;  de 
Yoerstraal  OQ  is  dus  gelijk  aan  PC. 

Zijn  nu  de  toegevoegde  voerstralen  OP  en  OQ  gegeven ,  dan 
vindt  men  derhalve  de  assen  door  de  volgende  constructie: 
Laat  uit  het  punt  P  de  loodlijn  PQ,  op  OQ  neer ,  verleng  Q|P 
met  een  stuk  PC  gelijk  aan  OQ  en  leg  een  cirkel  door  O.  C 
en  Q,.  De  uiteinden  Ai  en  B,  der  door  P  in  dien  cirkel  ge- 
trokken middellijn  liggen  op  de  assen  der  ellips;  de  stukken 
PA,  en  PB,  zgn  de  op  OB  en  OA  af  te  zetten  voerstralen. 

OpMERKiiYG  VAN  C.  VAN  Allbr.  Men  kan  elke  ellips  op 
twee  wijzen  beschreven  denken  door  een  punt  van  het  vlak 
van  een  cirkel  met  tweemaal  grooteren  straal.  In  het  eene 
geval,  het  geval  van  fig.  1 ,  is  de  middellijn  van  den  rollenden 
cirkel  =  a  i-  b  en  ligt  het  beschrijvende  punt  P  binnen  dezen 
cirkel;  in  het  tweede  geval  is  de  middellgn  van  den  rollenden 
cirkel  ^a  —  6  en  ligt  het  beschrijvende  punt  buiten  den  cirkel. 
De  laatste  beschouwing  geeft  aanleiding  tot  een  tweede  con- 
structie voor  de  richting  en  de  gntotte  der  assen  als  twee  toe- 
gevoegde middellijuen  gegeven  zijn  en  die  in  fig.  2  is  uitgevoerd. 
De  constructie  stemt  geheel  overeen  met  de  voorgaande;  ze 
wijkt  er  slechts  in  zooverre  van  af,  dat  de  halve  middclhjn  OQ 
van  uit  het  punt  P  op  de  loodljjn,  die  uit  P  op  OQ  is  getrok- 
ken, in  de  tegengestelde  richting  van  zooeven  is  afgezet. 

Hieruit  blijkt  tevens  dat  het  onnoodig  is  de  richting  te  om- 
schrijven waarin  OQ  op  de  loodlijn  PQ,  moet  worden  afgezet, 
daar  zoowel  aan  de  eene,  als  aan  de  andere  richting  een 
constructie  voor  de  assen  van  de  ellips  beantwoordt. 


Vraagstuk  XLII. 

K  2  d.  Door  een  punt  P  in  het  vlak  van  driehoek  ABC ,  waarvan 
A|B,C,  de  eerste  driehoek  van  Brocard  is,  trekt  men,  evenwijdig 
met  AA, ,  BB, ,  CC, ,  drie  rechten  die  BC ,  CA ,  AB  in  A',  B',  C' 
snijden.  Bepaal  de  meetkundige  plaats  van  P  voor  het  geval,  dat 
A',  B',  C'  in  één  rechte  liggen.  (Dr.  H   van  Aubel.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  Dr.  A.  J. 
A.  Prakge  en  F.  Schuh. 
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O  p  1  o  8  8  i  D  g   van  F.  Schuh, 

1.  De  punten  A, ,  B,  en  C,  vormen  een  barycentrische  groep. 
We  zullen  het  vraagstuk  uitbreiden  door  voor  A, ,  B,  eo  C, 
een  willekeurig  barycentrisch  drietal  te  nemen ,  waarvan  de  bary- 
centriscbe  coördinaten  zijn  A,  (j9,  r,  ;),  Bi  (r,  q,p)j  C,  (9,  p,  r). 
Zijn  X,  y  ea  z  ie  loopende  barycentriBche  coördinaten,  dao  is 
de  vergelijking  van  de  lijn  AA, 

qy  =  rz, 

terwijl,  daar  x  +  y  +  z  =  0  de  Ijjn  in  het  oneindige  voorstelt, 
het  oneigenlijke  punt  van  AA,  tot  coördinaten  heeft 

—  (q  +  r),  r,  q. 

Zjjn  £,  I),  ^  de  barycentrische  coördinaten  van  P,  dan  is  de 
vergelijking  der  lijn  PA' 

X         y        z 

5         n        2:     =0, 

—  iq+r)         r        q 

Voor  de  coördinaten  jp, ,  ^1 ,  r,  van  het  punt  A'  heeft  men  dus 

i?,  :  9,  :  r,  =  O  :  }5r  +  n  (g  T-  r)|  :\Kq-^K(q  +  r)l , 
en  voor  de  barycentrische  coördinaten  van  B'  en  C' 

P2'92'r^=  Ur+K{p  +  r)\  :0:  hp  +  ^(p -h  r){ , 
Pz-q^ir^  =  l?:g4-£(p  +  j)l  :  Kp4-i|(p-i-j)i  :  O- 

De  punten  A',  B'  en  C'  liggen  op  één  rechte,  als  voldaan 
wordt  aan 


O 


Sr +  11(3  4- r)  ,    Kq  +  Ziq-^r) 


=  0, 


rir^^ip-i-r)  ,  O  ,    tip  +  Zip-^r) 

Zq^ïip-^q)  ,  ?p  +  nfp  +  3)  ,  O 

of  aan 
ipq  +  qr  +  rp)  (l  -f  ij  +Z)  )(P  +  ?)  £n  ^  (ï  't  r)  nJ-h  (r  4-p)?:$|  =0, 

Hieraan  is  vuor  ieder  punt  P  voldaan,  als  pg  -hjr-hrp  —  ^ 
is,  dus  als  de  punten  A, ,  B,  en  C,  op  do  ellips  van  Stbikkr 
liggen.  Is  dit  niet  het  geval,  dan  liggen  de  punten  A',  B'  en  C' 
op  één  rechte,  als 

K  +  n  +  Z  =  0  of  als  {p+q)Kv  +  {q+r)fiZ  +  {r+p)ZK^O  is. 
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De  meetkundige  plaats  Yan  P  bestaat  dus  uit  de  Ijjn  in  het 
oneindige   en   uit  een  kegelsnede  door  de  punten  A,  B  en  C. 

Dat  de  lijn  in  bet  oneindige  tot  de  meetkundige  plaats  be- 
hoort, was  te  voorzien,  want  als  P  in  het  oneindige  ligt,  zullen 
ook  A^  B'  en  G'  in  het  oneindige,  dua  op  één  rechte  liggen. 
Dat  de  meetkundige  plaats  de  punten  A,  B  en  C  bevat,  was 
ook  te  voorzien 9  want  als  P  in  A  ligt,  komen  ook  B'  en  C' 
in  A  en  liggen  A',  B'  en  C'  op  één  rechte. 

2.  Als  men  aan  p,  q  en  r  verschillende  waarden  geeft,  kan 
men  alle  kegelsneden  door  A,  B  en  C  verkrijgen.  Immers 
men  vindt  de  kegelsnede 

IfiZ  f  mZK  +  wSi,  =  O 
door  te  stellen 

^  :  g  :  r  =  (—  /  -f  m  +  n) :  (/  -  m  +  »)  :  (/  +  m  —  «). 

De  kegelsneden,  die  men  voor  verschillende  barycentrische 
drietallen  verkrijgt,  vormen  dus  een  net  met  de  basispunten 
A,  B  en  C. 

De  kegelsnede  is  een  ellips,  als  de  snijpunten  met  de  lijn 
in  het  oneindige  5  ■!•  ï|f  f  ==0  onbestaanbaar  zijn,  dus  voor 

jr  +  rp+pq  >0, 

d.  w.  z.  als  de  punten  A, ,  Bi  en  G,  binnen  de  ellips  van  Steiner 
liggen. 

3.  Zijn  A, ,  Bi  en  G,  de  hoekpunten  van  den  eersten  driehoek 
van  Brooard,  dan  is 

?  :  2  :  r  =  (/3  -h  7)  :  (7  +  a)  :  (a  +  /3)  ^  o^  :  4*  :  c» , 

waarin  a,  0  en  7  de  cotangenten  van  de  hoeken  en  n,  6  en  c 
de  zijden  van  driehoek  ABC  voorstellen.  Behalve  de  lijn  in 
het  oneindige  wordt  dan  de  meetkundige  plaats 

(2i,+/3  +  7).,?:  +  (a+2/3  +  ^)fg-f(a  +  /3  +  27)$„  =  ü 
of 

Nu  heeft  men 

qr  +  rp+pq<  O, 
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zoodat  de  kegelsnede  eeu  ellips  ie.     Haar  middelpant  heeft  tot 
coördinaten 

is  dus  het  midden  der  rechte  van  Brooard. 

Opmerking.  De  meetkundige  plaats  is  de  omgeschreyen 
cirkel  d^nZ -^  b^ZK  +  c^^fi  =  O  van  driehoek  ABC,  als  voldaan 
wordt  aan  (j+rj :  {r+p) :  (p+q)  ^  a» :  6« :  c*  =  0+7) :  (7+0) :  (a +/3), 
of  aan  p  :  q  :  r  =  a  :  fi  :  y. 


Vraagstuk  XLIII. 

K  8  a.  I|,  Ia,  ^3  1  ^4  zijn  de  middelpunten  der  vierkanten 
A^AjBjC, ,  AjAgBjCj,  A3A4B3C3,  A4A,B4C4,  die  buitenwaarts  be- 
schreven worden  op  de  zijden  van  vierhoek  A1A2A3A4. 

Te  bewijzen,  dat  de  som  der  vierkanten  op  de  zijden  van  I1I2I3I4 
gelijk  is  aan  de  som  der  vierkanten  op  de  zijden  van  A,A2A3A4 
vermeerderd  met  het  viervoud  van  den  inhoud  van  A,A2AjA4^ 
terwijl  de  som  der  vierkanten  op  de  diagonalen  van  BjB^BjB^  gelijk 
is  aan  het  drievoud  van  de  som  der  vierkanten  op  de  diagonalen 
van  A,A2A3A4  vermeerderd  met  het  achtvoud  van  den  inhoud  van 
A,AjA3A4.  (Dr.  H.  van  Aübkl.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  Dr.  H.  van  Aubel  ,  J.  A. 
Barrau  ,  E.  D.  J.  DK  JoNGH  Jr.  en  F.  Schuh. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

1.  We  noemen  de  voetpunten  der  loodlijnen  uit  I] ,  I21  I3  en  I4 
op  de  bijbehooreude  zijden  van  vierhoek  A,A2A3A4  neergelaten, 
M, ,  M2 ,  M3  en  M4 ,  en  de  hoeken  van  genoemden  vierhoek 
0|,  Ca,  03  en  04.  Om  I^ï^  te  vinden,  beschouwen  we  de  ge- 
broken lijn  l,M,A2MaT2.  Haar  projectio  op  de  lijn  I,M,  is 
gelijk  aan 

1  (^1  +  ^2  öin  oj  +  02  cos  02), 
haar  projectie  op  A,A2  aan 

^  (flTi  —  «2  c^®  ^2  "f  O2  ^'°  ^'2)  • 

waarin    a^  =  AjAa,    a^,  ^=  A2A3,    dg  =  A3A4    en    o^  =  A4A1    is. 
Men  vindt  dus 
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I,Ia  =  i  (a,  +  a^  sin  a^  +  Oj  cos  a^  +  H^i  —  ^2  ^^*  «a+^a  sin  02)*  = 
=  i  («ïi^  +  ö'a*  +  2a, a^  sin  a^)  =  ^  (a,  +  ffa»)  +  2  inh.  A,  A2A3. 
Door  cyclische  letter  verschuiving  on  optelling  vindt  men  hieruit 


il  Ia  +  hh  +  hh  -H  IJ,  =  «'1  +  o^  +  «'3+  a\  +  4  inh.  A,  AjAjA^. 

2.  Om  6,63  te  vinden,  projecteeren  vre  de  gebroken  lijn 
6,AaA4B3  op  A^A^  en  op  een  richting  loodrecht  op  A2A4.  Zijn 
D|  en  Da  de  voetpunten  der  loodlijnen  uit  A,  en  A3  op  AaA4 
neergelaten,  dan  zgn  de  projecties  der  bedoelde  gebroken  lijn 
gelijk  aan  A,D,  +  AaA4  +  A3D3  en  AaD,  4-  D3A4  =  AaA4  —  D,D3. 

Bij  de  laatste  projectie  moet  op  het  teeken  gelet  worden. 
Men  vindt  nu 

B^Ba*  =  (A,D,  +  A,A,  -h  A3D3)^  +  (AaA4  -  0,0,)*  = 
=  2^4^  +  (A,D,  4  AaD3)»  +  D;D3*  +  21^X7 (A,D,  +  A3D3)  - 

-  2A"^  .  Bj\  = 
=  2A^4*  +  A7A*3*  -h  4  inh.  A,  AaA3A4  —  2A^  .  Ï^D3. 
Door  alle  indices  cyclisch  één  te  verschuiven  vindt  men  nog 


BaB4  =  2A8A1   +  AaA4  4  4  inh.  A,  A^AjA^  -  2A3A,  .  D^D^, 

waarin  Da  en  D^  de  projecties  van  A^  en  A4  op  A,  A3  voorstellen, 
en  DaD4  positief  gerekend  wordt  van  A3  naar  A,.  Door  op- 
telling vindt  men 

B^i;*  +  B^4*  =  8  (A^A^^  4  A^^^  +  8  inh.  A,  A,A3A4  — 
—  2(A;A4  .  D^Dj 4  A^A, .  ïgÖJ. 


Nu  is  AaA4  .  D1D3  s=  <.  A3A,  .  D2D4  =  A2A4 .  A,  A3  cos  A3EA4, 
waarin  E  het  snijpunt  der  diagonalen  AiA,  en  A2A4  voorstelt. 
Men  vindt  dus 


._     a 


B1B3  4  BaB/  =  8  (A,  A3  4  AjA/)  4  8  inh.  A, A2A3A4. 


Vraagstuk  XLIV. 

» 

K 1  cL     Uit  een  punt  P  van    het  vlak  van  driehoek  ABC  trekt 
men   drie   rechten   evenwijdig  aan   de   zijden    BC,  CA,  AB.    De 
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medianen  AD,  BE,  CF  worden  door  de  eerste  in  A, ,  A^ ,  A,, 
door  de  tweede  in  B, ,  Bj ,  B, ,  door  de  derde  in  C, ,  C, ,  C,  ge- 
sneden.    Te  bewijzen 

a)    dat   de    driehoeken    A^BjCj,  A3B3C3  elk  viermaal  zoo  groot 
zijn  als  A,B|C, ; 

d)    dat    de   driehoeken    AjB^C, ,  A3B3C3 ,  ABC  gelijken  inhoud 
hebben  als  P  op  de  ellips  van  Steiner  Ugt^ 

(Dr.    H.  VAN  AUBEL.) 

Opgelost  éüfor  T.  J.  Allbrsma,   Dr.  H.  van  Aubel,  J.  A. 
Barrau,  Dr.  A.  J.  A.  Prange  ^n  F.  Schüh. 

Oplossing  van  T.  J.  Allerbma. 

1.     Daar  (fig.  3)  A^A,  evenwijdig  met  BC  en  D  het  midden 
is  van  BC,  is  A,  het  midden  van  AaAs* 
Daar  verder 

A  PA,B3  cv?  A  CDA  en  A  PA,Ca  <n>  A  BDA , 
zoo  is 

PA,  :  CD  =  A,Bj  :  DA  en  PA,  :  BD  =  A,Cj  :  DA; 

en  daar  CD  =  BD  is,  volgt  hieruit 

AiB,  =  AjCj. 
Hieruit  blijkt,  dat 

A,  is  het  midden  van  AjA,  en  van  BjCa, 

B,  is  het  midden  van  B^B,  en  Tan  C3S, 

Cl  is  het  midden  van  C2C3  en  van  A3B3. 

Dus  is 

B,A,  //  BjCj  en  BjC,  =  2A,B, , 

C,B,  //  Ca  Aa  en  CjAj  =  2B,C, , 

A,C,  //  A3B2  en  AjBj  =  2C,A|. 

Bijgevolg  heeft  men 

A  BjC^Aj  CN>  A  A,B,C,  en  A  A^BjCa  =  4  A  A,B,C,. 

Evenzoo 

A  C3A3B3  cv>  A  A,B,C,  en  A  A3B3C3  =  4  A  A,B,C,. 

Dus 

A  A^BjCa  =  A  A3B3C3  =  4  A  A,B,C,. 
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2.  Een  A  ABC  en  de  ellips  van  Steiner  kunnen  beschouwd 
worden  als  de  projecties  van  een  gelijkzijdigen  A  obc  (fig.  4) 
en  den  omgeschreven  cirkel;  de  zwaartelgnen  AD,  BE,  CF 
van  A  ABC  zijn  tevens  de  projecties  der  zwaartelijnen  at/,  be^ 
cf  van  A  obc. 

Zijn  verder  A,,  6,,  C, ,  Aj)  B2,  C2»  A3,  63,  C,  de  projecties 
van  a, ,  6, ,  c, ,  a^^b^^  c^,  03,  63,  ^3 ;  y  1  * ,  i  de  punten  waarin 
pOi  y  pbx ,  pCx  den  cirkel  andermaal  snijden ,  dan  zijn  o, ,  fri ,  c, 
de  middens  van  pg  ^  ph,  pi]  derhalve  is 

Aghi  =  4  A  OibiCi. 
Verder  is 

boog ih  =  2  Ziph  =  120^  en  boog gh  =  2  Z gph  -  120®, 

bijgevolg  is  A  g^i  =j  A  dbc  en  A  abc  =  4  A  Oi^,Cp 
Nu  is  ook 

A  ABC  =  4  A  A,B,C, , 
dus  volgens  1. 

A  AjBA  =  A  A3B3C3  =  A  ABC. 


Vraagstuk  XLV. 

M'  1  b.  Twee  gelijke  cirkels  worden  zoo  geplaatst,  dat  de  ge- 
meenschappelijke inwendige  raaklijnen  hoeken  van  45°  met  de  lijn 
der  middelpunten  maken.  Deze  cirkels  stellen  een  meridiaandoor- 
snede  van  een  torus  voor.  Verder  is  gegeven  een  orawentelings- 
cylinder,  die  een  der  genoemde  raaklijnen  tot  beschrijvende  lijn 
heeft,  terwijl  zijn  as  door  het  middelpunt  van  een  der  cirkels  gaat. 

Onderzoek  de  bijzondere  punten  der  projectie  van  de  snijkromme 
dezer  oppervlakken  op  een  vlak  dat  de  as  van  den  torus  lood- 
recht snijdt,  en  op  een  vlak  evenwijdig  met  hun  assen. 

(Dr.  J.  Cardinaal.) 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

Wg  nemen  de  as  van  den  torus  als  X  as  van  een  rechthoekig 
coördinatenstelsel  aan,  de  verbindingslijn  der  middelpunten  M, 
en  Mj  der  beide  cirkels  als  Y-as,  zoo  dat  M|  op  de  positieve 
Y-as   ligt  en   de  Z-as  loodrecht   op  beide.     Is  r  de  straal  der 
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gegeven    cirkels,    dan    wordt   de    vergelijking   van    den    toros 

Gaat  de  ns  van  den  cylinder  door  M, ,  gelijke  hoeken  met 
de  positieve  X-  en  Y-as  makend ,  dan  wordt  de  vergelgking 
van  den  cylinder 

yf^ix,  y,  ^)  =  (x~y)a^-2(ar-y)rl/2"-h2«»  =  0.  .  .  2) 

De  beschrijvende  lijn  door  den  oorsprong  O  raakt  den  cirkel 
(M])  in  A|  en  den  cirkel  (Sf,)  in  Aj;  de  andere  beschrijvende 
lijn  in  het  vlak  XOY  raakt  alleen  den  cirkel  M|  in  een  punt  B. 

De  projectie  der  snijkromme  op  het  vlak  YOZ  wordt  ge- 
vonden door  uit  1)  en  2)  x  te  elimineeren,  en  is,  evenals 
de  ruimtekromme  zelf,  van  den  8^^^  graad.  De  projectie  op 
het  vlak  XOY  vindt  men  door  z  te  elimineeren ;  dit  geeft  een 
kromme  van  den  4^®"  graad,  die  dubbel  geteld  moet  worden» 
daar  de  ruimtekromme  symmetrisch  is  ten  opzichte  van  het 
XOY- vlak;  er  zijn  nu  parasitische  gedeelten  dier  projectie  te 
verwachten. 

De  projectie  op  YOZ.  Op  drie  verschillende  wijzen  kunnen 
bijzondere  punten  in  die  projectie  ontstaan. 

A.  De  ruimtekromme  zelf  heeft  een  bijzonder  punt  P.  Dit 
kan  ontstaan  doordat  een  der  beide  oppervlakken  een  bgzonder 
punt  heeft,  of  doordat  beide  oppervlakken  elkaar  raken. 

a.  Een  der  oppervlakken  heeft  een  bijzonder  punt.  De 
cylinder  heeft  een  bijzonder  punt  in  het  oneindige  van  zijn  as ; 
dit  ligt  echter  niet  op  den  torus.  De  torus  heeft  den  imagi- 
nairen  bolcirkel  tot  dubbelkromme.  Yan  dien  cirkel  bevat  de 
cylinder  alleen  de  snijpunten  met  een  vlak,  loodrecht  op  zijn 
as ;  dit  zijn  de  cyclische  punten  van  het  vlak  ^  +  y  =  0.  De 
raakvlakken  in  die  punten  aan  den  cylinder  zijn  de  vlakken 
door  zijn  as  en  de  isotrope  lijnen  van  het  vlak  a;+y=0, 
welke  die  as  snijden ,  dus  de  beide  minimaalvlakken  door  die 
as.  Daar  de  cylinder  den  bolcirkel  in  die  punten  raakt»  heeft 
de  ruimtekromme  daar  tangentieele  punten.  De  raaklgnen  in 
die  bijzondere  punten  liggen  in  de  minimaalvlakken  door  de  as 
van  den  cylinder,  en  loopen  dus  noch  aan  de  X-as,  noch  aan 
de  Z-as  evenwijdig,  zoodat  ook  de  projectie  op  YOZ  in  de 
imaginaire  projecties  dier  cyclische  punten  twee  tangentieele 
punten  heeft.     De  cyclische  punten  projecteeren  zich  op  XOY 
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als  de  panten  in  het  oneiudige  van  de  Ign  a;-)-y  =  0;  de 
projectie  op  XOY  heeft  dus  een  gewoon  dubbelpunt  in  hét 
oneindige  met  twee  yerschillende  asymptoten.  Dit  dubbelpunt 
ligt  op  het  parasitisch  gedeelte  dier  projectie ,  daar  het  ontstaan 
is  uit  onbestaanbare  punten  der  ruimtekromme. 

b.  De  beide  oppervlakken  raken  elkaar  in  een  punt  P.  De 
normalen  van  den  torus  snjjden  de  as  van  den  torus,  en  de 
normalen  van  den  cylinder  de  as  van  den  cylinder.  Vallen  de 
normalen  samen ,  dan  liggen  ze  dus  6f  in  het  vlak  door  beide 
assen,  dus  in  XOY,  óf  gaan  door  het  snijpunt  C  dier  assen. 
Ligt  de  gemeenschappelijke  normaal  in  XOY  ,  dan  is  P  een  der 
raakpunten  van  de  doorsneden  van  XOY  met  torus  en  cylinder » 
dus  een  der  punten  A, ,  Aj  en  B.  Gaat  de  gemeenschappelijke 
normaal  door  C»  dan  ligt  P  in  een  vlak  door  C  loodrecht  op 
de  as  van  den  cylinder.  Het  punt  P  kan  dan  niets  anders 
zijn  dan  A2. 

De  eenige  door  raking  gevormde  bijzondere  punten  der  ruimte- 
kromme zijn  dus  A,  (irVÏ,  \rV2,  0),  Aa(—  \rV%  -  irV2,  0) 

en  B(— irl/2,  |rl/2,  0). 

Om  het  punt  Ai  te  onderzoeken  verleggen  we  den  oorsprong 
naar  A|  door  de  substitutie 

x=:x'  +  ^rV2    ,    y  =  y'  +  i r K2    ,    0  =  2?'. 

Is  het  ons  alleen  om  de  raaklijnen  in  Ai  te  doen,  dan  kunnen 
we  de  termen  van  den  3^"^  en  hoogeren  graad  verwaarloozen. 
Yergelijking  1)  levert  dan 

Bx'^  —  y'^''2z'^  +  2xy  +  2r(x'-'y')V2  =  0  .  .  .  a). 
XJit  2)  volgt 


X 


_y  =  r(l/2)j-l±:|/l  - 


z^ 


3). 


Daar  x  —  y  en  2  in  de  nabyheid  van  A,  klein  zijn,  moet 
het  positieve  teeken  worden  gekozen,  zoodat  men  bij  bena- 
dering vindt 


z'^ 


^'  =  y'  -  è— V^2, 

r 
terwgl  a)  levert 

ij^  -  0'»  =  0. 

Wm.  Opa.,  Dl.  IX.  7 
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Hieruit  ziet  men,  dat  de  raaklgneD  io  de  projectie  Tan  Ai 
op  TOZ  gelijke  hoeken  met  de  T-  en  Z-as  maken.  De  projectie 
op  XOY  heeft  in  de  projectie  Tan  A|  geen  dubbelpant,  omdat 
de  projecties  der  beide  takken  BamenTallen;  de  raaklga  in  de 
projectie  Tan  A|  maakt  gelijke  hoeken  met  de  poaiticTe  X-  en 
Y-as,  en  gaat  dus  door  O. 

Om  Aa  te  onderzoeken,  substitueeren  we 

x  =  x'  —  irV2     ,    y  —  y'-irV2     ,    z^z\ 
waardoor  Tergelgking  1)  léTert 

Sa-'a  _  y'a  _  2z'^  +  2«'y'  —  2r  (x'  -  y')  1/2  =  O, 

hetgeen  in  Terband  met  x'  z=  tf'  —  ^  —  V2  IcTort 

y'»  =  0. 

De  raaklijnen  in  het  dubbelpunt  Tallen  dus  samen ,  en  loopen 
CTenwgdig  aan  de  Z-as.  Om  dit  punt  nader  te  onderzoeken 
zullen  we  ook  de  termen  Tan  dén  3^^  en  4'**  graad  behouden, 
daarby  echter  steeds  x'  en  y'  tegenoTor  z'  Terwaarioozei. 
Uit  8)  Tolgt  nu 


X'  =y  — 


(-£)• 


2r 
waardoor  Torgelgking  1)  IcTcrt 

8r»y'a  —  12z^'r  V2  +  7^'*  =  O , 

zoodat  men  Tindt 

2ry'  V2  =  ^z"^  ±  ^  V2  =  «'« (3  ±  V2). 

Hieruit  ziet  men ,  dat  door  het  dubbelpunt  twee  bestaanbare 
takken  gaan,  die  elkaar  raken. 

Om  B  te  onderzoeken  substitueeren  we 

x^x'  —  irV2     ,    y  =  y'  +  4rV'2"  ,    z'  =  a. 

Nu  Tolgt  uit  3) 

X'  ^  y'  =  r0/2)(l  ±1  |/l  -  ^y 

Daar  x'  —  y'  en  z'   klein  zijn,   moet  het  negatieTe  teeken 
gekozen  worden,  zoodat  men  bg  benadering  Tindt 
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Door  deze  substituties  levert  1) 

zoodat  door  B  twee  bestaanbare  takken  gaaa.  De  projectie  op 
YOZ  heeft  dus  in  de  projectie  van  B  een  gewoon  dubbelpunt. 
Daarentegen  geeft  de  projectie  op  XOT  geen  bijzonder  punt, 
omdat  de  projecties  der  beide  takken  samenvallen;  de  raaklijn 
in  de  projectie  van  B  maakt  gelijke  hoeken  met  de  positieve 
X-  en  Y-as. 

B.  De  raaklijn  aan  de  ruimtekromme  in  een  punt  P  loopt 
evenwijdig  aan  de  X-a^.  Dit  is  het  geval  als  de  raakvlakken 
aan  beide  oppervlakken  in  P  evenwijdig  aan  de  X-as  loopen, 
hetgeen  alleen  dan  geschiedt,  als  P  op  den  grootsten  of  den 
kleinsten  parallelcirkel  van  den''4;orus  ligt,  en  tegelgkertijd  op 
een  van  twee  diametraal  tegenover  elkaar  gelegen  beschrijvende 
Ignen  van  den  cylinder;  daar  deze  echter  de  bovengenoemde 
cirkels  niet  snijden,  is  er  geen  punt  P,  waar  de  raaklijn  even- 
wgdig  aan  de  X-as  loopt. 

C.  Twee  verschillende  punten  van  de  ruimtekromme  hebhen 
dezelfde  projectie  op  YOZ.  De  vraag  is  nu  voor  welke  waarden 
van  y  en  ^  de  twee  wortels  x  van  de  vergelijking  -^^Q  tevens 
aan  ^  =  O  voldoen.  Beschouwen  we  alleen  de  bestaanbare 
dubbelpunten ,  die  zoo  ontstaan,  dan  is  de  vraag  gemakkelijk 
te  beantwoorden.  Een  bestaanbare  rechte  evenwijdig  aan  de 
X-as  snijdt  den  torus  in  twee  paar  symmetrisch  ten  opzichte 
van  YOZ  gelegen  punten ,  waarvan  6f  één  paar  bestaanbaar 
is,  en  het  andere  door  toegevoegd  onbestaanbare  punten  ge- 
vormd wordt,  6f  beide  paren  uit  toegevoegd  onbestaanbare 
punten  bestaan.  Ligt  nu  zulk  een  onbestaanbaar  snijpunt  met 
den  torus  tevens  op  den  cylinder,  dan  is  dit  ook  het  geval 
met  het  toegevoegd  onbestaanbare  punt;  hieruit  volgt,  dat  als 
een  paar  snijpunten  met  den  torus  tevens  op  den  cylinder  ligt, 
dit  een  paar  punten  zijn  moet  symmetrisch  ten  opzichte  van 
YOZ.    Dergelijke  puntenparen  liggen  echter  alleen  dan  op  den 

cylinder  als  y  =  r  V2  is. 
Nu  snijdt  het  vlak  y  =  r  V2  den  torus  volgens 

(»a  +  a?a  +  'ir'^Y  -  Sr^  {z^  +  2r^)  =  O  , 

7» 
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en  den  cylinder  volgens 

ar»  +  2«»  —  2r*  =  0. 

Yoor  de  sngpunten  van  deze  doorsneden  is  nu 

2*  — 18r»«»  +  9r*  =  0, 
of 

De  projectie  der  ruimtekromme  op  TOZ  heeft  dus  yier  dnb- 
belpnnten  op  de  lijn  y  =  rK2,  die  door  M|  evenwgdig  aan 
de  Z-as  loopt.    De  punten 

zgn  projecties  van  bestaanbare  puntenparen  der  ruimtekromme; 
door  hen  gaan  dus  twee  bestaanbare  takken.     De  punten 

zijn    projecties   van  toegevoegd  onbestaanbare  puntenparen;  zg 
zijn  dus  geïsoleerde  punten  der  projectie. 

Verder  heeft  de  projectie  op  YOZ  nog  onbestaanbare  dubbel- 
punten,  die  de  projecties  zijn  van  twee  verschillende,  niet  toe- 
gevoegde, onbestaanbare  punten  der  ruimtekromme.  Om  deze 
te  yinden  hebben  we  de  voorwaarden  op  te  schrijven,  dat  de 
twee  wortels  z  van  1)  ook  voldoen  aan  2).  dus  dat  ^(d;,y,?) 
deelbaar  is  door  xpixy  y,  z) ,  wanneer  beide  als  functies  van  jr 
beschouwd  worden.     Schrijft  men  1)  en  2)  in  de  vormen 

aj4  +  Ca:»  +  D  =  0,      x^  +  Aa;  +  B  =  0, 

dan  zgn  deze  voorwaarden 

A(C  — 2B  +  A»)=:0    en    D  ~  B(C  -  B+ A*)  =0. 

Hieraan  wordt  voldaan  door 

A  =  0        ,        D~BC  +  B»  =  0, 
en  door 

C  =  2B  —  A»        ,        D  =  B^. 

In  het  eerste  geval  vindt  men 

y^rV2    en    3*  -  18^»^^  +  9r*  =-•  O, 
dus  de  boven  gevonden  bestaanbare  dubbelpunten. 
In  het  tweede  geval  vindt  men 

2»  =  2y»  —  2yr  K2  +  ör» 
en 
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3e*  +  2y  V  -  4y  V  V2  -  Syzh-  V2  +  1 4y V*  +  62V  -  r*  =  O , 
dus  Da  eliminatie  yan  e, 

2y*  -  6yV  1^2"  +  19yV  —  14yr»  V2  +  13r*  ==  0. 

Men  vindt  dus  acht  onbestaanbare  dubbelpunten ,  die  twee 
aan  twee  symmetrisch  liggen  ten  opzichte  van  de  T-as,  en 
toegevoegd  imaginair  zijn. 

De  projectie  op  YOZ  heeft  dus  in  het  geheel  17  bgzondere 
punten ,  waarvan  drie  dubbel  moeten  geteld  worden ;  ze  is  der- 
halve van  het  geslacht  drie. 

De  projectie  op  XOY.  Door  eliminatie  van  z^  uit  1)  en  2) 
vindt  men  voor  haar  de  vergelijking 

24(a:  — y)r»K2 +4r*==:0. 

De  vergelijking  laat  zich  vereenvoudigen  door  de  substitutie 

^  =  i{K  +  v)y2;   y  =  i(-5  +  ii)V^2: 
Men  vindt  dan 

„4  _  4^ag^  4.  2  (4g^—  n^  +  4$i|)r»+  l2Kf^  +  r*  =  0. 

De  bijzondere  punten  dier  kromme  ontstaan  nu  weer  op  drie 
manieren : 

A.     Uit  de  bijzondere  punten  der  ruimtekromme. 

De  cyclische  punten  der  ruimtekromme  leveren  het  punt  in 
het  oneindige  op  de  lijn  rr  +  y  =  O ,  of  ïï  =  0.  Dit  punt  wordt 
een  bjjzonder  punt,  waarvan  de  beide  raaklgnen  met  de  lijn  in 
het  oneindige  samenvallen.  De  beide  takken  zijn  echter  onbe- 
staanbaar. Immers  verwaarloost  men  de  termen,  die  klein  zijn 
ten  opzichte  van  andere,  die  men  behoudt,  als  men  bedenkt 
dat  ^  groot  is  ten  opzichte  van  i},  dan  wordt  de  vergelijking 
ïj*  —  Arj^ïx  +  Sg^r*  =  O  verkregen ,  of  n^  =  2%r  (1  it  i) ,  waaraan 
niet  door  bestaanbare  waarden  voldaan  kan  worden. 

Men  heeft  dus  een  geisoleerd  punt,  waar  twee  toegevoegd 
onbestaanbare  takken  elkaar  aanraken. 

De  dubbelpunten  Ai  en  B  der  ruimtekromme  geven  op  XOT 
geen  bijzondere  punten,  daar  de  projecties  van  beide  takken 
samenvallen,  en  geen  der  beide  raaklijnen  in  het  dubbelpunt 
evenwijdig  aan  de  Z  as  loopt.    Anders  is  het  daarentegen  met 
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het  punt  Aj (a;  =  y  =  —  ir V2 ;  £  =  O ,  i|  =  —  r) ;  beide 
liJDen    in    A,    loopen  evenwijdig  aan  de  Z-as,  staan  dus  lood- 
recht  op    het   vlak   van   projectie,   zoodat  in  de  projectie  een 
bijzonder  punt  te  verwachten  is.     Om  dit  punt  te  onderzoeken , 
substitueeren  we  g  =  £' ,  ï|  =  —  r  -f  i|'. 
Dan  wordt 

waaruit  men  terstond  afleidt,  dat  de  raaklijnen  in  het  dubbel- 
punt  bestaanbaar  en  verschillend  zijn. 

B.  De  raaklijn  aan  de  ruimtekromme  in  een  punt  P  loopt 
event€ijdig  aan  de  Z-as.  Dan  loopen  de  raakvlakken  in  P  aan 
torus  en  cylinder  evenwijdig  met  de  Z-as,  hetgeen  alleen  het 
geval  is  als  P  in  XOY  ligt,  dus  een  der  snijpunten  van  de 
meridiaankrommen  van  torus  en  cylinder  is.  Deze  gemeen- 
schappelijke punten  zijn  de  punten  Ai ,  A2  en  B ,  die  we  reeds 
onderzocht  hebben,  en  verder  de  twee  imaginaire  sngpunten 
van  de  beschrijvende  lijn'  door  B  met  den  cirkel  (M2).  Daar 
de  tak  door  B  symmetrisch  is  ten  opzichte  van  XOT,  heeft 
de  projectie  op  XOY  in  B  geen  bijzonder  punt.  Evenmin 
geven  de  genoemde  imaginaire  punten  dubbelpunten  der  projectie. 

C.  Twee  verschillende  punten  der  ruimtekromme^  niet  symtne- 
trisch  gelegen  ten  opzichte  van  het  X-Y-vlak^  hebben  dezelfde 
projectie  op  XOY.  Dit  geval  kan  zich  niet  voordoen,  daar 
een  lijn  evenwijdig  aan  de  Z-as  den  cylinder  slechts  in  twee 
punten  snijdt,   die  symmetrisch  ten  opzichte  van  XOY  liggen. 

In  het  geheet  vinden  we  dus  een  dubbel  te  tellen  en  een 
gewoon  dubbelpunt;  de  projectie  op  XOY  is  dus  een  kromme 
van  het  geslacht  nul. 


Vraagstuk   XLVI. 

M^  6  C.  Een  rechte  hoek,  waarvan  het  hoekpunt  met  het  dub- 
belpunt van  een  folium  van  Descartes  samenvalt ,  wentelt  om  zijn 
hoekpunt.  Bepaal  de  omhullende  van  de  verbindingslijn  der  snij- 
punten van  de  beenen  met  de  kromme.         (Dr.  J.  Cardinaal.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  T.  J.  Allersma,  H.  Bremk- 
KAMP,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot,  F.  Schuh,  M.  J.  van  Uvkn, 
Dr.  H,  DE  Vries  en  Dr.  J.  de  Vries. 
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OplossiDg  van  M.  J.  tak  Uyek  en  Dr.  J.  de  Yribs. 

Wanneer  de  dubbelpuntsraaklijnen  van  een  rationale  kubische 
kromme  loodrecht  op  elkander  staan,  dan  vormen  de  beide  in 
het  dttbbelpunt  gelegen  punten  Dj  en  D^  een  paar  van  de 
quadratische  involutie ,  welke  de  beenen  van  een  om  het  dubbel- 
punt  wentelenden  rechten  hoek  op  de  kromme  bepalen. 

Is  P] ,  P2  een  paar  dier  involutie,  S  het  snijpunt  der  kromme 
met  de  rechte  Pt  Pa,  dan  sngdt  de  stralenbundel ,  die  S  tot  top 
heeft ,  op  de  kromme  een  involutie  in ,  waarvan  P] ,  P2  en 
Dl ,  D,  twee  paren  zijn  Deze  involutie  verschilt  dus  niet  van 
de  eerst  genoemde,  zoodat  de  rechten,  welke  elk  een  paar 
Xf,  Xa  dragen,  door  een  punt  der  kromme  moeten  gaan. 

Bij  het  folium  van  Deboartss  wordt  een  paar  der  bedoelde 
involutie  gevormd  door  het  raakpunt  der  asymptoot  en  het 
punt  8  op  de  lus  dat  op  gelijke  afstanden  van  de  dubbelpunts- 
raaklgnen  ligt  Daar  de  verbindingslijn  dier  punten  de  kromme 
in  het  punt  S  aanraakt,  is  S  tevens  de  omhullende  der 
rechten  XjXa. 

Opmerking.  Een  willekeurige  quadratische  involutie  op  een 
rationale  kubische  kromme  heeft  tot  ,directiekromme"  (om- 
hullende der  verbindingsrechten  van  puntenparen)  een  kegel- 
snede.  Hier  ontaardt  deze  omhullende  in  twee  punten ,  n.1.  het 
punt  8  en  het  dubbelpunt  (immers  de  rechte  D1D2  is  onbepaald). 

Oplossing  van  C.  van  Aller,  T.  J.  Allerbma,  H.  Brbmekamp, 
E.  J.  M.  VAN  DE  Laarschot  ,  F.  Schüh  en  Dr.  H.  de  Vries. 

De  kromme  wordt  op  rechthoekige  assen  voorgesteld  door 
de  vergelijking 

a^  -\-  y^  —  8aa?y  =  0. 

De  rechte  y  =  \x  snijdt  haar  in  3  punten ,  waarvan  de  abscis- 
sen  bepaald  worden  door 

(1  +  A*) «' —  SaAa^»  =  0. 
Ziet  men  van  de  beide  wortels  o;  =  O  af ,  dan  vindt  men  dus 

8a  A  1..      ..  3aA» 

X  =  ,    en  hienut    y  = 


1  +  A»     '  ^       1+A» 
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Als  men  hierin  A  yerrangt  door r-,   rindt  men  toot  het 

A 

niet  met  O  samenyallencle  sagpunt  der  kromme  met  de  rechte 
Xy  :=  —  a?,  die  in  O  loodrecht  staat  op  y  =  Aa?, 

iaX"  8aX 


X  = en  y  =  — 


1  —  A*         ^  1  -  A' 

De   verbindingslijn  dezer  beide  punten  heeft  tot  yergelijking 

X  y  1 

3aA  3aA*  1+A»     =0, 

3aA»       —  3aA        1  —  A' 

of,  na  deeling  door  3aA(14'X*), 

(1  +  A  —  A»)d;  -  (1  -  A  —  A»)y  -  3aA  =  0. 

In  deze  vergelijking  komt  A  in  de  tweede  macht  voor,  zoodat 
het  schijnt  of  door  ieder  punt  twee  verbindingslijnen  gaan,  en 
deze  dus  een  kegelsnede  omhullen.  Men  ziet  echter  gemak- 
kelijk in    dat  de  vergelijking  onveranderd  blijft  indien  men  A 

door —  vervangt;  maar   deze  beide  waarden  behooren  bg 

A 

de  beenen  van  eenzelfden  rechten  hoek,    en  geven  dus  aanlei- 
ding tot  slechts  één  verbindingslijn. 

De  gezochte  omhullecde  is  dus  een  punt,  en  wel,  zooals 
gemakkelijk  blijkt,  het  op  de  kromme  gelegen  punt  x  =  y  =  l<L 


Vraagstuk  XLVII. 

K  8  b.  Zooals  bekend  is ,  gaan  de  omgeschreven  cirkels  der  vier 
driehoeken  welke  elk  door  drie  zijden  van  een  vierhoek  oepaald 
worden  ,  door  één  punt  F,  dat  met  de  middelpunten  dier  cirkels 
door  een  cirkel  f  wordt  verbonden.  Is  de  gegeven  vierhoek  in  een 
cirkel  ^  beschreven,  dan  ligt  F  in  één  rechte  met  de  snijpunten 
der  overstaande  zijden.  Men  vraagt  te  bewijzen  dat  dan  ook  hel 
middelpunt  van  +  op  den  cirkel  f  ligt.  (C.  A.  Cikot.) 

Opgelost  docr  J.  A.  Barrau  ,  H.  Bremekamp,  C.  A.  Cikot, 
E.  J.  M.  VAN  DE  Laarschot  ,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr.  en  F.  ScmjH. 
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Oplossing   van  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr. 

1.  Zg  (fig.  5)  ABCD  de  gegeven  koordenvierhoek,  M  het 
middelpunt  van  \p.  Cirkel  ^  is  bepaald  door  de  middelpunten 
N  en  O  en  het  punt  F.  Verbinden  v^ij  F  met  E  en  G,  dan 
is  ZCFE  =  ZABC  en  ZCFQ  =  ZADC,  dus  Z  CFE + 
-f-  j/  CFG  ==  180®  en  de  punten  E,  F,  G  liggen  in  een  rechte. 

2.  Daar  MN  en  MO  achtereenvolgens  loodrecht  staan  op 
BC  en  CD,  is  Z  M  =  180*^  —  Z  BCD.  Verder  heeft  men 
Z  EPN  =  90®  —  4  z  ENF  =  90®  —  Z  ECF;  evenzoo  Z  GFO  = 
=  90®  ~  Z  QCF.  Dus  is  ZNFO  =  ZECF  +  ZGCF  =  ZBCD  = 
=  180®  —  Z  M ;  hieruit  volgt  dat  cirkel  ^  ook  door  M  gaat. 


Vraagstuk  XLVIII. 

K  18  C  7«  Als  er  een  bol  bestaat ,  die  drie  in  een  vlak  gelegen 
ribben  van  een  viervlak  en  de  verlengden  der  overige  ribben  aan- 
raakt, dan  bezit  dat  viervlak  de  volgende  eigenschappen: 

a)    de  verschillen  der  overstaande  ribben  zijn  even  groot; 

i)     de  verschillen   der  overstaande  standhoeken  zijn  even  groot; 

c)  de  verbindingslijnen  der  raakpunten  van  overstaande  ribben 
gaan  door  één  punt; 

d)  door  één  punt  gaan  ook  de  vier  rechten ,  die  elk  een  hoek- 
punt verbinden  met  het  snijpunt  der  rechten,  die,  in  het  over- 
staande zijvlak ,  elk  een  hoekpunt  vereenigen  met  het  punt  waar  de 
overstaande  zijde  den  ingeschreven  (aangeschreven)  cirkel  aanraakt. 

(C.   A.   ClKOT.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  C.  A.  Cikot,  E.  D.  J.  dk 
Jongh  Jr. ,  J.  C.  de  Masier  ,  F.  Schuh  ^n  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing. 

1.  Als  a,  by  Cy  d  ie  lengten  der  raaklijnen  voorstellen  uit 
A,  B,  C,  D  aan  den  bedoelden  bol  getrokken,  en  deze  den 
ingeschreven  cirkel  van  driehoek  BCD  bevat,  dan  heeft  men 
blijkbaar  AB  -  CD  =  (a  —  A)  —  (c  +  d),  AC  -  BD  =  (a  —  c)  - 
—  {b  +  d)  0n  AD  -  BC  =  (a -d)  -  (6  +  c);  hieruit  volgt 
terstond  de  juistheid  van  a). 

2.  Wij   brengen   vlakken  door  het  middelpunt  van  den  bol 
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en  de  zes  ribben.  De  vlakken  die  door  BO,  CD,  DB  gelegd 
zijn,  maken  blijkbaar  gelijke  hoeken  o  met  het  zijvlak  BCD. 
Evenzoo  maken  de  vlakken ,  die  de  ribben  van  vlak  ABC  pro- 
jecteeren, gelijke  hoeken  S  met  dit  zgvlak.  Duidt  men  door 
/3  en  Y  de  hellingsboeken  der  overeenkomstige  projeoteerende 
vlakken  op  ACD  en  ABD  aan,  en  door  (AB)  den  standhoek 
op  de  ribbe  AB  enz.,  dan  heeft  men  achtereenvolgens 

180^  -  (CD)  =-  «  +  ^  ,  (AB)  =  7  +  8» 
180^  -  (DB)  =  a  -1-  7  ,  (AC)  =  /3  +  8, 
180^  -  (BC)  =  a  +  8  ,  (AD)  =  ^  +  7» 

Derhalve  is 
(AB)-(CD)  =  (AC)-(BD)=(AD)-(BC)««  +  04-7  +  8-18O^ 

3.  De  zes  vlakken ,  welke  elk  een  ribbe  verbinden  met  het 
op  de  overstaande  ribbe  gelegen  raakpunt ,  snijden  elkaar  volgens 
15  rechten ,  waarvan  evenwel  viermaal  drie  in  een  rechte  samen- 
vallen. Immers  de  rechten,  die  B,  C,  D  met  de  raakpunten 
op  CD,  DB,  BC  verbinden,  gaan  door  één  punt  A';  dus  hebben 
de  drie  door  AB,  AC,  AD  gelegde  vlakken  de  rechte  AA' 
gemeen.  Op  overeenkomstige  wijs  blijkt,  dat  de  vlakken  door 
BA,  BC,  BD  een  rechte  BB' gemeen  hebben,  enz.  Nu  li^en 
de  rechten  AA'  en  BB'  in  het  vlak  dat  AB  met  het  raakpunt 
van  CD  verbindt,  enz.  De  rechten  AA',  BB',  CC',  DD'  snijden 
elkaar  twee  aan  twee,  zij  gaan  derhalve  door  één  punt  8. 

Door  S  gaan  nu  alle  doorsneden  der  boven  genoemde  ses 
ylakken,  dus  ook  de  rechten,  die  telkens  twee  raakpunten  Tan 
overstaande  ribben  verbinden. 

Opmerkikgbk.    I.    8  is  het  middelpunt  van  yier  evenwgdige 

.      ,  1111 

krachten ,    groot ,  — ,  —  ,  —   en    achtereen volgena 

aangrijpende  in  A ,  B ,  C ,  D.    (F.  8.) 

II.  De  polen  der  zijvlakken  t.  o.  v.  den  bel  Tormen  een 
viervlak ,  waarvoor  de  boven  bewezen  eigenschappen  gelden  , 
mits  men  onder  a)  en  b)  het  woord  „verschillen"  door  ^sommen*' 
vervangt.    (H.  D.  V.) 
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Vraagstuk  IL. 

I)  1  b  y.     Als  men  heeft 

«oIoW  +  «il|  W  +  «jlaW  + =/(«), 

▼raagt  men  de  som  te  bepalen  van  de  reeks 

«,1,  (m)  -r  4«ala  W  +  9<hk(')  + 

(Dr.  W.  Kapteyn.) 

Opgelost   difor  Dr.  W.  Kapteyn  en  M.  J.  van  Uven. 

Oplossing   van  Dr.  W.  Kaptetk. 

In  het  gebied,  waarin  de  gegeven  gelijkheid  geldt,  is  ook 
voldaan  aan  de  gelijkheid ,  die  ontstaat  wanneer  men  de  eerste 
differentieert.    Hen  heeft  dus 


en 


(fe»    '     '  (te*    '   "'  rfz» 
Derhalve  yindt  men 

Volgens  de  differentiaalvergelijking  der  BBSSBL'sche  functies 
heeft  men 

derhalve  is 

2  n^aj.  («)  =  ^r  («)  +  2f/'  (z)  +  z^f(z). 

Oplossing   van  M.  J.  van  Uven. 
Naast 

7  ^z)  =  a^o(z)  +  0,1,  («)  +  «aljiC^)  +,.•.  =  SaJ«(«) 

O 
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stellen  we 


00 


^  (^)  =  a,I,  (^)+  4aJa(«)  +  9fl,I,(«)+  . . , .  =  SnW.(«). 

o 

Door  de  bekende  eigenschap  der  BsssBL^Bohe  faoctieSp 

fil.(«)  =  -^  lI^iW  +  I«+i(e)|. 
toe  te  passen,  kannen  we  nHn(z)  als  volgt  herleiden. 


nnniz)  =  —  {tfl^i  iz)  +  «I.+i  {z)\ 


z 


=  -Y  {('»-i)I-i(«)+(«+i)I.+i(«)+i»-i(«)-Ih-i(«)I 


z 

z 
7 


1 1 1,_,(a)+I.(2)  \ + 1{  I.(«)+I.+.(«)  I  +I^i(«)-Im.i(*) 


Z 


1 


ÏI^,(«)-2I,(«)+I.+,(«)  I  +2?l.(»)+l^l(2)-  I.+l(2)j. 


Vit  de  bekende  formule 

dl.  (2) 


cfz 


=  i{l,_i(e)-l.+,(»)! 


leiden  we  door  differentiatie  af 


4  ^^^  =  I^,  (2)  -  21.  (2)  +  I.+,  (z). 


<tó» 


Derhalve  krijgen  we 


dl»  (is 
V  2zUz)  +  2  — ^ 


.,  ,  ,  ,      <^I.  (g)    ,     ,  d»I.  (g) 


zoodat 


00 


00 


#  (8)  =  S  a,»*],  (z)  =21»  S  o,T«  (g)  +  2  S  a. 


dl.(g) 
<iz 


+ 
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of 


Vraagstuk  L. 
H  8  b.     Als  de  vergelijkingen 

twee  integralen  gemeen  hebben,  dan  zullen  zij  nog  een  derde 
gemeenschappelijke  integraal  bezitten.  Hier  zijn  H,  M  en  L 
willekeurige   functies    van   x^  y^    z^  p  tn   g, 

(Dr.  W.  Kapteyn.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Kaptsyn  en  W.  Mantel. 


Oplossing  van  Dr.  W.  Kapteyn. 

Elke  gemeenschappelgke  integraal  der  gegeven  vergelijkingen 
zal  ook  voldoen  aan  de  lineaire  vergelijking 

AB(V)-BA(V)  =  0, 
dus  aan 

[A(M)-B(H)]^+[A(L)~B(M)]^==0.  .  .  (1). 
Zijn  nu  u  en  17  de  gemeenschappelijke  integralen ,  dan  is  dus 
[A(M)-B(H)]^  +  [A(L)-B(M)]|^  =  0, 

[A  (M)  -  B  (H)]  ^  +  [A  (L)  -  B  (M)]  -|-  =  0.       , 

Hieruit 'Tolgt,  omdat  k  en  v  onafhankelgk  zgn 

A(M)-B(H)sO    en    A(L)  — B(M)  =  0. 
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Het  gegeyen  stelsel  is  dus  Tolledig.  Volgens  JicoBi  ssl  dit 
stelsel  Tan  2  vergelijkingen  met  6  onaf  hankelgke  Teranderlgken 
dus  3  onafhankelgke  integralen  bezitten. 


Vraagstuk  LI. 

D  1  b  7*     Als  I.  (z)  de  BissBL'sche  functie  der  eerste  soort  voor- 
stelt, vraagt  men  naar  de  som  der  reeks 

Ii(«)  +  I,(3«) +  1,(51) +  .... 

(Dr.  W,  KAPravN.) 

Opgelost  daar  Dr.  W.  Raptbyn,  W.  Mantkl  en 

M.  J.  VAN   UVEN. 

Oplossing  pan  W.  Mavtbl. 

Volgens  de  bepaling  der  functies  van  Bbsbel  is 

1    /"^ 
I»  («*)  =  —  I    cos  (no9  —  ZB\nw)dw, 

o 
dus 

1    /•» 
I%>-i  ((2p— 1)  «)  =  —  f    cos  (2p-— 1)  O  dw ,  met  O  =  w  —  «  sin  •». 


u 


De  som  van  n  termen  der  reeks  li  («)+It(3^)-fl5(5«)  +  ... 
is  dus  gelgk  aan 

8,  =  — ƒ    Scos(2p-l)edüi=— ■/         .    ^    dw. 
w  J      i  dw  J        sinu 

o  o 

Onderstel   2^  <  1 ,   dan   verandert  0  met  w  bestendig  van  O 

Cfül 

tot  ir ,  steeds  in  denzelfden  zin.    Zij  nu  -jjr  ^  f($) ;  volgens  de 

du 

onderzoekingen  van  Lejeune-Diriohlet  in  J.  v.  Crelle,  IV  is 

dan,  als  n  oneindig  toeneemt 

2    /*'  sin  2n0 
Urn  — f    ?5jf^/(»)dd  = /(O) -/(»). 
w  J        sm  ö 
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Uit  ö  =  «  —  0  sin  CÉ/  volgt  /(ö)  =  ;; ;  dus  is  /(O)  — 

1  —  z  cos  01 

^1  1  2z 


l-«       l+z      1— «» 
De  som  der  yoorgestelde  reeks  is  dus ,  yoor  e'<  1,  gelgkaan 

z 

2(1--^)* 

OPMERKiNa.    Als  men  uitgaat  van  de  reeksontwikkeling 

j  .  .^  ^  (.  ^         I ?!! \ 

"^^^    2.4.6...  (2n)  \        2x  (2n+2)  "^  2 .  4x(2f»+2)(2ti+4)      *  7 

en  de  reeks  I|  (z)  +  I3  (3e)  -h  •  •  •  volgens  de  klimmende  machten 
Tan  z  rangschikt,  dan  vindt  men  als  coëfficiënt  van  s^*-^^  de 
uitdrukking 

2.4...u+2)h+"^'-rr)'"'-'>'^'+ 

+  ('*  +  ')(2t-9I^'-... 

met  A:  +  1  termen  binnen  de  haken ;  de  waarde  van  deze  uit- 
drukking moet  dus  ^  bedragen.  Alen  zal  dit  ook  kunnen  vinden 
uit  de  rekenkundige  reeks  met  (2f»  +  l)'*+^  als  n"  term,  als 
men  daarvan  de  verschillen  der  orde  (2k+  1)  zoekt. 

Oplossing  van  M.  J.  vak  üvek. 

De  transcendente  vergelijking 

E— tfsinE=»M 1) 

heeft  tot  oplossing 

E=M  +  2{Ii(tf)BinM  +  iI,(2tf)sin2M  +  il3(8«)sin8MH-...}. 

Hieruit  leiden  we  af 

dE 

^  =  1  -h  2  {Ij  (e)  cos  M  4-  Ia  (2e)  cos  2M  +  I3  (3e)  cos  3M  +  . . .{. 

Dus  is 

(^)^^=l  +  2{I,W  +  I,(2e)  +  l3(3e)-f...J..  .  2), 
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Nu  Tolgt  uit  Terg^lijking  1) 

<m  1 


dli       1  —  e  008  E 
Aangezien  E  en  M  gelijktjjdig  nol  worden,  heeft  men 

WM/m-o      1  — « '' 

üit   1)  en  3)  vinden  we,   wanneer  we  e  door  z  rervangen, 

-^  =  1  + 2  [I,  («)  + 1,  (2a) +1,  (8«)  +  . . .  I 4). 

1  —  z 

Door  gebruik  te  maken  yan  de  betrekkingen 

la^+i  (—«)  =  —  I«+i  («) , 

yinden  we  uit  4) 

r^  =  l-h2{-I|(^)H-I,(20)-I,(32r)  +  , ..}....  5). 

Door   aftrekking    van    beide   leden  der  yergelijkingen  4)  en 
5)  komt  men  tot 

p|^  =  4{I,(^)  +  l3(3^)  +  ...J, 
of 

I|(2r)  +  l3(3«)  +  l5(5«)+...= 


2(1-3») 


Vraagstuk  Lil. 

A  1  b.     Als  ^  een  geheel   positief  getal  is  en  a  een   grootheid 
die  van  i ,  2 ,  ...  2^  verschilt ,  dan  heeft  men 

a  q  a —  2 

±-  • [- 

a(a—  i)(a  — 2)...(a  — ^)       i    (a  — i)(a  —  2)...fa— ^— i) 

.  g^(^— i)    g  —  4 

1.2     '(a— 2)(a  —  3)««.(a  — ^  —  2) 

+  (-  i>  7 "^^^ ; =0. 

(a  —  q)  (a—  ^  —  i) . . .  (a  —  2^) 

Men  vraagt  het  bewijs.  (Dr.  W.  Kaptevn.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller,   Dr.  W. Kapteyn ,  W,Mantkl 
€n  Dr.  C.   Stolp. 
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Oplossing  van  W.  Mantbl.  .  . 

De   Toorgestelde  Torm  kan,   door  ontbinding  in  eenyo.ndige 
breuken,  herleid  worden  tot 


k^l 


k ' 


wiuurin  Ak  onafhankelgk  is  yan  a.  De  waarde  yan  Ai  wordt 
geyonden  door  den  gegeyen  yorm  te  yerménigyuldigen  met 
(a  — Jk)  en  daarna  a  =  ft  te  stellen.    Dit  geeft 

. ^  j 

*     i(i  — !)(*— 2)...lx(— 1)(— 2)...(Jfe-3) 

_±  trJ. + 

1  *  (i-l)(i— 2) . . .  lx(-l)(-2) . . .  (Je-q—l)  "^  *  * ' 
^g(g-l)...(j  — fc+1)  — * 


•  •  . 


1  .i...k  (_i)(_2)...,(— j) 


Hier  yalt  de  eerste  term  weg  tegen  den  laatsten ,  de  tweede 
tegen  den  yoorlaatsten ,  enz.  soodat  er  niets  oyerblgft.  De 
gegeyen  yorm  is  dus  gelgk  aan  nnl. 


Vraagstuk  LUI. 
D  4  a.     Als  men  heeft 


dan  is 


/{u)  =    2  ii,«*  en  F(/)  =  2  *»/», 

—  OB  O 


(Dr.  W.  Kaptetn.) 


Oplossing  van  Dr.  W.  Kaptbyk. 
Daar  de  residn  yan 

f{u)  ^  «• 


u       ^    t 

o      "^ 
Wm,  Opo.  ,  Dl.  IX.  8 


il4  IJ^lSK'ÜNDlèS 

gelgk  is  aan  den  ooëfBcieDt  van  —  in  de  ontwikkeling  deser 

u 

ftmètie,  heeft 'oieii 

Derhalve  is 

F  (O 
Haar,  daar (^^  +  o^^  +  •  •  •)  geene  negatieve  machten 

Tan  t  beyat,  zoo  ie 
derhalve 

F(QAQ.. 

^     ((0) 


Vraagstuk  LIV. 

K 14  C  a.  Van  een  regelmatig  twintigvlak  is  de  ribbe  gelijk  aan 
de  diagonaal  in  het  zijvlak  van  een  regelmatig  twaalfvlak.  Men 
brengt  door  elke  ribbe  van  beide  veelvlakken  een  vlak  dat  den 
buitentweevlakkenhoek  middendoor  deelt.  Te  bewijzen  dat  de  beide 
aldus    gevormde    dertigvlakken    congruent    zijn. 

Q.  A.  Kerkhoven.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  C,  A.  Cikot,  J.  A.  Kerk- 
hoven ,  F.  ScHUH  €n  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  C.  A.  Cikot. 

De  vlakken  ,•  die  de  baitentweevlakkenhoeken  van  een  regel- 
matig veelvlak  Y^  middendoor  deelen,  raken  den  hol  /3  aan, 
die  door  de  middens  der  ribben  gaat. 

De  middelpunten  der  zgvlakken  van  Yi  zgn  de  hoekpunten 
van  een  regelmatig  veelvlak  Y',  waarvan  het  aantal  agvlakken 
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en  hoekpunten  achtereenvolgens  gelijk  is  aan  het  aantal  hoek- 
punten en  zg vlakken  van  Yj.  Trekt  men  door  het  midden 
van  elke  ribbe  van  Y|  een  rechte  eveawgdig  met  de  rechte, 
welke  de  middelpunten  der  in  die  ribbe  samenkomende  zijvlak- 
ken verbindt,  dan  ontstaat  blijkbaar  een  regelmatig  veelvlak 
Vj,  dat  gelijkvormig  is  met  V'. 

Daar  /3  tevens  de  middens  der  ribben  van  Y,  aanraakt,  heb- 
ben Y|  en  Yj  de  deelvlakken  der  buitentweevlakkenhoeken 
gemeen ;  het  door  die  deelvlakken  bepaalde  regelmatige  veelvlak 
kan  dus  door  dezelfde  constructie  uit  Y|  en  uit  Yj  afgeleid  worden. 

De  middens  van  twee  in  een  hoekpunt  samenkomende  ribben 
van  Y]  zijn  tevens  de  middens  van  twee  in  een  hoekpunt 
samenkomende  ribben  van  Y^.  Hun  verbindingslgn  is  gelgk 
aan  de  helft  van  de  lijn  welke  de  uiteinden  der  bedoelde 
ribben  van  Y| ,  zoowel  als  van  Y^,  vereenigt;  deze  verbindings- 
lijnen zijn  dus  even  lang. 

Hierdoor  is  de  juistheid  aangetoond  van  een  eigenschap, 
waarvan  het  in  de  opgave  genoemde  een  bgzonder  geval  is. 
Neemt  men  voor  Y,  achtereenvolgens  een  tetraeder,  een 
hexaeder  en  een  dodekaeder,  dan  wordt  Yj  achtereenrolgens 
een  tetraeder ,  een  oktaeder  en  een  ikosaeder ,  terwgl  het  door 
de  buitendeelvlakken  ingesloten  veelvlak  een  kubus ,  een  ruiten- 
twaalfvlak  en  een  ruitendertigvlak  zal  wezen. 

Opmerking  tan  F.  J.  Yaes.  Het  vraagstuk  is  volledig  op- 
gelost op  bl.  45  van  mijn  werkje  „Het  onderling  verband  der 
regelmatige  lichamen,  en  twee  der  halfregelmatige  lichamen." 
(Leiden,  A.  W.  Sgthoflf,  1899). 

Vraagstuk  LV. 

O  1.  Een  cirkelvormige  plaat  wordt  zoodanig  op  een  driehoekige 
gelegd ,  dat  zij  een  zoo  groot  mogelijk  deel  van  deze  bedekt.  Cirkels 
van  verschillende  grootte  hebben  dan  verschillende  ligging.  Welke 
kromme  gaat  door  de  middelpunten  dier  cirkels  ?      (W.  Mantel  ) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  H.  Bremekamp  ,  E.  J.  M. 
VAN  de  Laarschot,  W.  Mantel  en  F.  Schuh. 

Oplossing  van  T.  J.  Allersma. 

Wij  beschouwen  ABC  als  assendriehoek  van  een  stelsel 
normale  coördinaten.     Zij  (o;,  y,  2^)  het  middelpunt ,  r  de  straal 

8* 
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Tan  een  eirkel ,  die  de  zijden  BC ,  CA ,  AB  sngdt  in  B, ,  C, , 
Ca,  Al,  A^,  B|;  laten  B^DC,,  CjEAi,  A2FB1  de  cirkelseg- 
menten  sgn,  die  buiten  den  driehoek  ABC  vallen.  Trekken  wg 
stralen  naar   de  snijpunten  Bj,  Ci,  Cj,  Ai,  Aj,  B|  en  stellen 

boog  B2DC1  =  2a ,  boog  CaEAi  =2/3,  boog  A2FBi  =  27,  dan  is 
segm.  B2DC,  =  |r^(2a  -  sin  2o),  segm.  C^EAi  =»  4r*(2/3  ~  sin  2/3), 

segm.  AjjFB,  =  ^  r»  (2^  —  sin  27). 
Yerder  is 

o;  =  r  cos  a    ,    y  =  r  cos  ^    ,    0  s  r  cos  7  ....  1) , 
0^  +  ^  +  ^  =  20,  dus  r(acosa  +  icosj3+ccosy)  =  20.  .2), 

waarin  a,  bj  c,  O  de  zijden  en  het  opperylak  van  ABC 
yoorstellen. 

Zal   nu   de   cirkel  een  zoo  groot  mogelgk  deel  van  A  ABC 
bedekken,  zoo  moet  de  som  der  segmenten 

8  =  ir»(2a  — sin2a  +  2/3— 8in2/3-i-2y  — sin27).  .  .  3) 

een  minimum  worden.    Daar  wij  volgens  2)  y  als  eene  functie 

ds  èS 

Tan  a  en  p  mogen  beschouwen ,  moet  aan  ^~  »  O  en  z-^  =  O 

óa  dp 

Toldaan  worden ,  dus  aan 

Oy  dy 

1  —  COS  2a  +  ^^ —  COS  27  -^  =  O     en 

da  da 

1  —  cob2^+  ||-  -  cos27  A^  =  0. 
Yolgens  2)  is 

Qy  dy 

—  a  sin  a  -  c  sin  7  -^  =  0    en    —  6  sin  p  —  c  sin  7  -^  =  O. 

da  op 

dy  dy 

Door  eliminatie  van  -r^  en  ^  yindt  men  nu 

da  dp 

c  sin  7  (1  —  cos  2a)  =  a  sin  a  (1  —  cos  27) 
en 

c sin  7  (1  —  cos  2/3)  =  6  sin /3  (1  —  cos  27), 
dus 

sin  a        sin  /3        sin  7 


a  b  c       ' 

TJit  1)  en  4)  yolgt  yerder 

r»  -.  aj*        r^  -^  y^        r»  —  e* 


4). 


o" 
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Zoo  nu  r  yeranderlgk  is,  vinden  wg  hieruit  door  eliminatie 
▼an  r  voor  de  meetkundige  plaats  yan  het  middelpunt  de  yer- 
gelijking 

(J2  —  c»)a?  +  (c*  -  a^)y^  +  (a»  -  6»)^  _  q. 

Deze  kegelsnede  gaat  door  de  middelpunten  der  in-  en  aan- 
geschreyen  cirkels,  is  dus  een  gelijkzijdige  hyperbool,  die  den 
gegeyen  driehoek  tot  pooldriehoek  heeft.  Men  toont  gemak* 
kelgk  aan,  dat  zij  ook  het  middelpunt  yan  den  omgeschreven 
cirkel  en  het  punt  van  Lemoike  bevat. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

1.  Zg  ABC  de  gegeven  driehoek,  waarvan  a,  6,  c  de  zijden 
zijn,  en  duiden  wij  door  a\  b\  d  de  stukken  der  zgden  aan, 
die  binnen  den  cirkel  vallen ,  waarbij  de  verlengden  der  zijden 
niei  meegerekend  worden.  De  cirkel  zal  een  zoo  groot  mogelgk 
deel  van  den  driehoek  bedekken,  wanneer  bij  twee  kleine 
translaties  van  den  cirkel  het  bedekte  deel,  bg  eerste  benade- 
ring, even  groot  blgft.  Bij  een  kleine  translatie  t  evenwgdig 
aan  AB  wordt  het  bedekte  deel  met  (b'  sin  A  —  a'  sin  B)  t  ver- 
groot. Een  eerste  voorwaarde  is  dus  b'  sin  A  =  a'  tin  B  of 
a' :  a  =  6' :  6.  Door  een  translatie  evenwijdig  aan  BC  vindt 
men  als  tweede  voorwaarde  6' :  o  =  c' :  c.  Het  bedekte  deel 
zal  dus  zoo  groot  mogelijk  wezen,  als  voldaan  is  aan  de  be- 
trekking 

a'  :a  =  b'  :b  =  c'  :c:=k 1). 

Is  een  der  stukken  a'y  b\  c'  nul,  dan  zijn  ze  dus  allen  nul, 
en  de  cirkel  ligt  geheel  binnen  den  driehoek.  Is  een  dier 
stukken  gelgk  aan  de  overeenkomstige  zijde ,  dan  geldt  dit  ook 
voor  de  andere  twee,  en  de  driehoek  ligt  geheel  binnen  den 
cirkel.  Sluit  men  deze  twee  gevallen  uit,  dan  kunnen  geen 
twee  hoekpunten  van  ABC  binnen  den  cirkel  vallen ;  er  blijven 
dan  twee  afzonderlijk  te  beschouwen  gevallen  over:  1^.  A,  B, 
C  liggen  buiten  den  cirkel,  2^.  A  ligt  binnen  den  cirkel,  B 
en  C  zijn  buiten  den  cirkel  gelegen. 

2.  Eerste  geval.  Elke  zijde  van  ABC  wordt  tusschen 
haar  hoekpunten  tweemaal  door  den  cirkel  gesneden,  en  wel 
BC  in  D  en  E,  CA  in  F  en  G,  AB  in  H  en  E  (fig.  6). 
Trekken  we  door  G  en  H  loodlgnen  op  AC  en  AB ,  die  elkaar 
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in  A'  snijden ,  terwijl  we  de  punten  B'  en  O'  met  behulp  van 
de  rechthoeken  A'HKB'  en  A'GFC  construeeren,  dan  is  drie- 
hoek A'B'C'  gelijkvormig  en  gelijkstandig  met  ABC.  Het  mid- 
delpunt M  van  den  cirkel  valt  samon  mee  het  snijpunt  der 
middelloodlijnen  van  HK  en  GF ,  is  dus  tevens  het  middelpunt 
van  den  om  driehoek  A'B'C'  beschreven  cirkel.  Hieruit  volgt, 
dat  B'D  en  CE  loodrecht  staan  op  BC.  Zijn  P,  Q,  R  de 
middens  van  DE,  FG,  HK,  dan  vindt  men,  als  m  de  middel- 
lijn van  den  om  zeshoek  DEFGHK  beschreven  cirkel  voorstelt, 
voor  de  afstanden  van  M  tot  a,  5,  c 

Wordto   déze   afstanden    als    normale    coördinaten   x^  y,  z 
ingevoerd ,  dan  is »  als  we  m :  A;  door  l  vervangen , 

xiy^z^VW^^^iVp^^^iVF^^ 2). 

Door  eliminatie  van  den  parameter  l  vindt  men  voor  de 
meetkundige  plaats  van  M  de  vergelijking 

Yooir  de  snijpunten  dezer  kegelsnede  met  de  oneindig  ver 
gelegen  rechte  ax  •{-  by  -{'  cz^^O  is  nu 

De  wortels  dezer  vergelijking  zijn  bestaanbaar  als  voldaan 
wordt  aan 

{a^  -  by{a^  +  b^  ^  c^)  +  c'ia'  —  c'){b^  -  c")  >0  .  .  .  4). 

Voor  a^b^c  is  hieraan  voldaan ;  de  kegelsnede  is  dus 
een  hyperbool.  Zij  gaat,  zooals  te  verwachten  was,  door  de 
middelpunten  der  in-  en  omgeschreven  cirkels ,  en  deze  punten 
begrenzen  den  boog,  die  in  ons  vraagstuk  in  aanmerking 
komt.  Daar  ze  bovendien  de  middelpunten  der  aangeschreven 
cirkels  bevat,  is  de  hyperbool  gelijkzijdig. 

3.  Tweede  geval.  A  ligt  binnen  den  cirkel,  AB  en  AC 
worden  door  den  cirkel  in  K  en  F  gesneden,  terwgl  BC  hem 
in  D  en  E  snijdt.     Volgens  1)  is  nu 

DE  :  a  =  AF  :  6  =  AK  :  c. 

Hieruit   volgt   dat  KF  evenwijdig  is  met  BC  en  gelyk  aan 
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DE,   zooditt  KFED   een  rechthoek ' moet  wezen.    Derhalve  it 
hoek  A  noodzakelijk  stomp. 

De  Qieetkundige  plaats  vaa  het  middeo  yan  KF  is'  de  mediaan 
door  A;  bijgevolg  is  de  meetkundige  plaats  van  het  middel- 
punt van  den  cirkel  de  rechte,  welke  het  midden  8  van  BC 
met  het  midden  Y  der '  uit  A  getrokken  hoogtelgn  verbindt. 
De  normale  coördinaten  dezer  middens  zijn  achtereenvolgens 
evenredig  met  O,  sin  C,  sin  B  en  1,  cos C,  cos B.  Hun  ver* 
bindingslijn  heeft  dus  tot  vergelgking  , 

X         y         z 

O       sinC    sinB    »0 

1        cos  C     008  B 

of       •  . 

^Bin(O^B)  +  y0i«B  — 0sinCi;'O 5). 

Daar  A' binnen  den  cirkel  moet  liggen,  komt  van  derechte 
8Y  slechts  het  stuk  in  aanmerking,  dat  begrensd  wordt  door 
8  en  het  punt  W,  waar  het  middelpunt  van  den  cirkel  moet 
komen,  zal  hg  door  A  gaan.  In  dat  geval  is  de  cirkel  be- 
schreven om  den  met  ABC  gelgkvormigen  en  gelgkstandigen 
driehoek  AKF;  dus  ligt  W  op  de  rechte,  die  A  met  het 
middelpunt  van  den  om  ABC  beschreven  cirkel  verbindt.  Daar 
deze  Ign  tot  vergelgking  heeft  ycosCs^cosB,  vindt  men  uit 
6)  dat  de  coördinaten  van  W  evenredig  zgn  met  — eosA, 
cosB  en  cosC. 

Als  de  cirkel  W  tot  middelpunt  heeft,  vallen  de  punten  G 
en  H  (§  2)  met  A  samen ;  dus  moet  W  op  de  door  8)  aange- 
wezen hyperbool  liggen.  Yoor  een  stomphoekigen  driehodE 
bestaat  de  meetkundige  plaats  van  M  blijkbaar  uit  het  stuk 
SW  der  rechte  8Y  en  den  boog  der  boven  gevonden  gelgk- 
sgdige  hyperbool  begrensd  door  W  en  het  middelpunt  van  den 
ingeschreven  cirkel. 


Vraagstuk  LVI. 
H  9.  r  Bepaal  de  algemeene  integraal  van 

è^  è»  "^  ^x'bx 
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en    de    bijzondere    integraal ,    die    voor   s  =  o    de    veiigelijkii^ 
^  4-  /l  =  tfi  oplevert.  (W.  Mantkl.) 

Opgelost  door  W.  Mantel,  F.  Schvh  en  M.  J.  van  Uvkn. 


Oplossing  van  W.  Mantbl. 

d^  do?        1  d^p       d^ 

1.    Stel  ^r-  =  w,  dan  i8:r— =  —  en-^—  +  c--iic=0.     De 
oj?  dy        u  QX      dy 

voorgestelde  vergelijking  krggt  den  vorm 

welke  echter  eerst  verstaanbaar  wordt  als  men  er  aan  toevoegt 
dat  aan  den  linkerkant  y  en  aan  den  rechterkant  x  als  stand- 
vastig moet  worden  beschouwd.  Men  schrgft  haar  daarom 
beter  in  den  vorm 

tf  du 

da;  èy 

^z  ^z 


ix  dy 

hz       d^ 
Wegens  ^ — |-  ^—  w  =  O  gaat  deze  vergelgking  over  in 
dx      dy 

u         du 

—  of  -T tl»  -^r-  =r  0. 


M  —  1        dx  dy 

Yoor  deze  lineaire  vergelijking  is  het  hulpstelsel  van 
Lagrange 

dx        dy       du 

y  ^' ""  "Ö" 

De  algemeene  integaaal  is  y  4-  xu^  =  f(u).  Dit  is  nu  eeoe 
gewone  difFerentiaalvergelgking ;  z  is  als  standvastig  te  beschou- 
wen, waarop  men  bij  de  integratie-constante  heeft  te  letteo. 
Door  differentiëeren  wordt  hieruit  gevonden 
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du  du  ■ 

of 

doB 

Langa  bekenden  weg  vindt  men  hieruit 

«=(«»+ 1)~*  ƒ  (u* + D»  r  (tt)  ^  -I-  c  («» + ir«. 

Integratie  bg  gedeelten  geeft  nog 

* = («»+i)-i  .f(u)'^+ («»+i)~*  ƒ  /(•«)  ^,(^r^i^+c(«i>-n)~' 

Sielt  men  nu 

M>(U»+1)* 

dan  wordt 


=:F'(w)  en  C  =  #(«), 


x=  »(ii»  +  l)-»F(u)  +  (u^+  ir»  {F(w)  +  #(0)1 
en  dan 

y  =  w»  (a»  +  l)-l  F  (u)  -  tt'  (ti^  +  1)-*  {F  (u)  +  #  («)|. 

De  Torm  kan  nog  iets  beter  gemaakt  worden,  ak  men  u 
door  tga  en  F(ti)  door  \p(a)  yer^angt.  De  yerlangde  alge- 
meene  integraal  verkrijgt  dan  den  vorm 

X^Bina  008*  a  \p'  (a)  +  cos'  a  \\p  (a)  +  ♦  i^)\  $ 
y  =  sin*  a  cos  a  t/>'  (a)  —  sin'  a  {^  (a)  +  ^  {z)\. 

2.    Uit  deze  vergelijkingen  volgt 

"^      --7^    =1/^(0)  +  ♦(«). 


COS  o      sin  a 

Hier  stelt  het  eerste  lid  de  lengte  voor  van  het  stuk  der 
raaklgn  aan  eene  doorsnede  van  het  oppervlak ,  evenwgdig  met 
XOT  y  dat  begrepen  is  tusschen  de  vlakken  XOZ  en  YOZ.  Hen 
kan  het  oppervlak  verkrijgen  door  eerst  in  XOY  eene  kromme 
Ign  naar  welgevallen  aan  te  nemen;  als  men  de  stukken  der 
laaklijn  tusschen  OX  en  OY  met  een  standvastige  lengte  i^{z) 
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vergroot ,  en  ze  dan  loover  Tersohnift ,  tot  dat  ze  weer  hun  uit- 
einden op  de  assen  hebben,  dan  bepaalt  de  omhullende  een 
doorsnede  met  een  ylak  evenwijdig  aan  XOY. 

Wanneer  men  in  XOY  de  astrolde  a^  +  y^  =:  af  aanneemt, 
dan  weet  men,  dat  van  haar  raaklgnen  door  OX  en  OY  een 
standvastig  stuk  wordt  afgesneden ;  door  dit  met  een  standvastig 
stuk  te  vermeerderen  komt  men  weer  tot  eene  astroTde.  Alle 
doorsneden  van  het  oppervlak  met  vlakken  evenwijdig  aan  XOÏ 
zijn  dus  astrolden  y  en  de  algemeene  vergelgking  van  liet 
oppervlak  is 

^  +  y«  =  /(«). 

Dit  is  'de  verlangde  bgzondere  integraaL 

Oplossing  van  F.  Sohuh. 

We  herleiden  de  gegeven  vergelijking  tot  een  partiëele  diffe- 
rentiaalvergelijking in  g  en  stellen 

è«  _       bz  _       b^z  _  ^z    _        H^z 

Nu  is,  met  het  oog  op  de  gegeven  vergelijking, 

bx        l  öy        1 

==_    en    3^  =  —. 

óz       p  oz       q 


Uit 


bx  .    ^  bx  ^  :j*  .  ^  ^  " 

rfa?  =  -—  d«  -f  -—  (/y  en  dy  =  ^-  a«  +  v-  ao? 

d^  dy  oz  OX 


Tindt  men  verder  de  betrekkingen 


bx  _       q  ^_       £_^ 

dy  p  da?  "~        } 


Hieruit  volgt 


V       1 


bx 
^       _  ^^  ^g  ^  ^P 

èy 
d^  ""  ~ '  '~f^  q^ 
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De  gegeven  vergelijking  gaat  dus  over  io 

jV  4  pq{p^  —  q^)  s  —  pH  ■=^  O     .     .     .     .     1  )• 

Van  deze  vergelgking  van  Monge  leidt  men  een  intermediaire 
integraal  af,  door  middel  van  de  vergelijkingen 

qHpdjf  —  p^dqdx  ^  Q 2), 

j4rft^2  _  pj  (pa  _  j2j  ^xdy  —  p^dit^  =  O  .     .     .     3) , 

dz  =  pdx  +  qdy 4)- 

r  ;   • 

Voor  vergelgking  a)  kan  men  schrijven 

{pdx  +  qdy)  {pHx  —  qHy)  =  O , 

zoodat  men  heeft 

pdx  +  qdy  =  0 3a) , 

of 

pHx  -  qHy  =  0     .....  '.    36). 

Met  behulp  van  3a)  leveren  2)  en  4) 

^4^  =  0 2a), 

p^        q^ 

dz  =  O ,     è  • .     .    ♦     .'    •     •    ™), 
zoodat 

—-+-7  =  0,   en  2?  =  Ga 
p2        g2 

twee  integralen  van  2),  3)  eü  4)  zijn. 
Dus  is 

4  + A=/(^) 6) 

p^         q^ 

een  intermediaire  integraal  van  1)  waarin  /,een  willekeurige 
functie  voorstelt.  We  beproeven  hieraan  te  yoldoen  door  te 
stellen 

2J  =  ^(a?4-6y)  =  #(5), 
waarin  b  een  constante  is.    Nu  is 


zoodat  5)  levert 


dz  dz 
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of 


Vb*  +  1 


^+''-7^/*^^(*>''^ 


Stelt  men  f  K/(^)&s5=F(«),   dan   verkrggt  men  de  com- 


0 

plete  integraal 


*+*y+<'-7ï^*'(^) «) 


De  algemeene  integraal  wordt  gevonden  door  c  als  functie 
Tan  b  te  onderstellen ,  c  =  ^(6),  en  b  als  functie  van  a;  en  y. 
Ku  is 

,4.*y  +  #(6)-p^F(^) 7), 

terwgl  b  geyonden  wordt  uit 

De  algemeene  integraal  wordt  verkregen  door  b  uit  7)  en  8) 
te  elimineeren.    Hierin  zgn  F  en  ^  willekeurige  functies. 
Om  de  bjjzondere  Integraal  te  vinden ,  die  voor  z=0  oplevert 

x/,  (a?,  y)«  =  ari  +  yl  =  al , 

merken  we  op,  dat  daarvoor  f(z)  nog  geheel  willekeurig  kan 
zijn.  Daar  y  een  functie  is  van  z  enx^  is  ^  ook  als  een  functie 
van  2  en  rr  op  te  vatten.    Dan  is 

dz  pdx  •\  qdy 

dy 
Houdt  men  z  constant,  dan  is  o;"*  4- y*  v- =  O  of 
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waaruit  volgt 

^     dz       p  q 

of 

Dit  in  5)  substitueerend,  viadt  men»  daar  a^t»  +  yV»  =s \^% 


(!)■='<')• 


Hieruit  ziet  men»  dat  -— -  alleen   een  functie  van  z  1%^   en 

dz 

wegens  i//«so  =  ^  >  ook  yp.    Men  vindt  dus 


xP^  j'vW)dz  +  a, 


o 
zoodat  de  gevraagde  bijzondere  integraal  wordt 

arl  +  yl=i  la+  j'vj^dz]  ' 

o 
of 

a?«  +  y*  =  F  (a> 

Uit  7)  en  8)  is  deze  bgzondere  integraal  af  te  leiden ,  door 
te  stellen. 


Vraagstuk  LVII. 

K  9  <L  Als  drie  niet  op  elkaar  volgende  zijden  van  een  resboek 
gelijk  en  evenwijdig  zijn  aan  de  zijden  van  een  driehoek,  en  de 
lijnen  welke  die  zijden  loodrecht  middendoor  deelen,  door  één  punt 
gaan  ^  dan  zullen  de  andere  zijden  van  den  zeshoek  ook  gelijk  en 
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evenwijdig   zijn    roet   de   zijden   van  een  driehoek,    en  de  middel- 
loodlijnen  dier  zijden  zullen  ook  door  één  punt  ga&n. 

(W.  Mantel.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barkau,  Dr.  W.  Bouwman,  H.  Breme- 

KAMP,     C.   A.   ClKOT,     E.  J.   M.   VAN   DE  LAARSCHOT,    W.    MaNTEL, 

F.  ScHUH ,  F.  J.  Vaes  en  C.  Wapelbakrer. 

.   Oplbssiog  van  C.  A.  Cikót. 

1.  Wg  beschouwen  den  zeshoek  ABCDEF  als  krachten  veel- 
hoek ,  ODderstellen  dus  dat  in  een  punt  van  zgn  vlak  zes  krachtOD 
aangrijpen,  die  evenredig  en  evenwijdig  zijn  met  de  zijdea 
AB,  BC,  CD,  DE,  EF,  FA.  Daar  gegeven  is  dat  AB,  CD 
en  EF  equipoUent  zijn  met  de  zijden  van  een  driehoek»  zullen 
de  met  hen  evenwijdig  loopende  krachten  in  evenwicht  zijn. 
Maar  de  zes  boven  bedoelde  krachten  zijn  evenzeer  in  evenwicht, 
dus  geldt  dit  ook  van  de  krachten,  die  evenwijdig  loopen  mei 
BC,  DE  en  FA.  Bijgevolg  zijn  ook  BC,  DE  en  FA  equipollent 
met  de  zijden  van  een  driehoek. 

2.  Volgens  een  stelling  der  statica  is  een  stelsel  van  krachten, 
die  allen  binnenwaarts  of  allen  buitenwaarts  loodrecht  gericht 
zgn  op  de  zijdeü  van  een  vlakken  veelhoek,  in  de  middens 
dier  zijden  aangrijpen  en  evenredig  zijn  met  die  zijden,  in  even- 
wicht. Brengen  we  bij  den  bedoelden  zeshoek  zulk  een  stelsel 
aan,  dan  zullen  de  krachten,  welke  langs  de  middelloodlgnen 
van  AB,  CD  en  EF  gericht  zijn,  in  evenwicht  verkeeren, 
omdat  zg  langs  de  middelloodlgnen  vallen  van  een  driehoek, 
en  met  diens  zijden  evenredig  zijn;  men  verkrijgt  dien  driehoek 
door  AB,  CD  en  É!F  loodrecht  op  hun  richtingen  te  verschui- 
ven. ^)  Bijgevolg  verkeeren  ook  de  bij  BC ,  DE  en  AF  behoo- 
rende  krachten  in  evenwicht,  gaan  dus  door  één  punt. 

Oplossing   van  F.  Sohuh. 

1.  Wij  onderstellen  dat  de  zijden  AiA^,  A3A4  en  AjA^  van 
zeshoek  A1A2A3A4A5A0  gelijk  en  evenwijdig  zijn  aan  de  ziiden 
van  een  driehoek^  terwijl,  hun  middelloodlgnen  in  een  punt  P 


)      ) 


f')i.  ^«'(^f?lijk,  djB  oplossing  van  F.  Schlh. 
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sameiikomeD.  Zg  Bjs  het  snijpunt  der  rechten ,  die  in  A2  en  A, 
loodrecht  staan  op  AfA,  en  A3A4,  terwijl  de  punten  B45  en 
B^  geconstrueerd  worden  door  middel  Tan  de  rechthoeken 
B^^X^k^B^  en  B^sAaAiBg,.  Daar  BciB^a  en  B2sBi5  achtereen- 
volgens gelijk  en  evenwijdig  zgn  aan  AiA^  en  A3A4,  moet 
B43BQ,  gelijk  en  evenwijdig  zijn  aan  AsAq  Daar  nu  P,  als 
snijpunt  der  itiiddelloodlgnen  van  BaaB^^^  en  BssB^i »  het  middel- 
punt is  van  den  om  B23B45Bei  beschreven  cirkel,  hebben  AgAe 
en  B45Be,  dezelfde  middelloodlijn ,  zoodat  ook  A^A^B^iBis  een 
rechthoek  is.  Onze  zeshoek  kan  dus  verkregen  worden  door 
op  de  zgden  van  een  driehoek  rechtboeken  te  pli^tsen.  Het 
is  nu  duidelijk,  dat  de  driehoeken  AgBeiA, ,  A2B23A3  en  A4B45A5 
door  verschuiving  tot  een  driehoek  kunnen,  vereenigd  worden, 
en  hiermede  is  het  eerste  deel  der  stelHng  bewezen. 

2.  Wg  construeeren  nu  het  punt  Ci^  als  snijpunt  der  rechten, 
die  in  A,  en  A,  loodrecht  staan  op  AiAq  en  A2A9,  en  bepalen 
op  overeenkomstige  wijs  de  punten  C34  en  Cg^.  Nu  moet  aan- 
getoond worden ,  dat  de  driehoeken  A1C12A2,  A3C34A4  en  Afi^k^ 
door  verschuiving  tot  een  driehoek  B^,  033845  kunnen  vereenigd 
worden.  Dit  zal  mogelijk  zijn ,  als  de  loodlijnen  uit  B^i »  B239  B45 
op  AeA, ,  A2A3,  A4A5  in  een  punt  samenkoYnen,  dus  wanneer 
voldaan  wordt  aan 

sinC|2A,A28inC34A3A4sinC5oA5Ao=8inCi2A2A,sinC34A4A3sinCgQAeA5, 
of,  wat  op  hetzelfde  neerkomt,  aan 
sin  AeA,Boi  sin  A2A3B23  8inA4A5B4o  ==  8inA3A2B238inA9A4B458inA|  AoBq,. 

Maar  de  laatste  voorwaarde  wordt  bevredigd ,  omdat  de  drie- 
hoeken AqBo, Al ,  .A2B23A3  en  A4B49Ag  tot  één  driehoek  ineenge- 
schoven  kunnen  worden ,  en  wel  tot  driehoek  C,2C34Cgo.  Onze 
zeshoek  kan  dus  ook  verkregen  worden  door  rechthoeken  te 
beschrgven  op  de  zijden  van  dezen  driehoek.  Hieruit  volgt, 
dat  de  middelloodlijnen  van  A2A3 ,  A4Ag  en  AqAi  in  een  punt  Q 
moeten  samenkomen,  en  wel  in  het  middelpunt  van  den  om 
^12^34^90  beschreven  driehoek. 


Vraagstuk  LVIII.. 

K  2  e.     De   aangeschreven  cirkels  I«,  hj  1^  van  driehoek  ABC 
raken  de  zijden  a\  c,  b  achtereen volgei^s. ia  Dj  £,  F.    Te  toewijzen 
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a)  dat  aan  de  betrekking  DE  =  DF  kan  voldaan  worden  zonder 
dat  i  =  c  is;*) 

i)    dat  de  cirkel  DEF  de  zijde  a  atnraakt ,  ab  men  heeft  i  =  c 

of  üfl  =  ie.  (J.   NSUBERG.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allbrsma,  J.  A.  Barrau,  Dr.  W. 
Bouwman  »  H.  Brbmbkam p  ,  E.  D.  J.  de  Jonoh  Jr. ,  E.  J.  M.  vak 
DE  Laarschot,  F.  Schuh  €n  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 
a)    In  driehoek  DFC  is  CF  =  «  en  CD  =^8—b,  dos 

DF'=(CF+CDf  -  4CT.CDoos>4C=(2«-fc)*-4«(«-fc)^^^\ 

of 

c 
a 
Evensoo  yindt  men  uit  driehoek  DES 


DF'  —  (2«  — 6)a  — 4— «agina^A l). 


DE*  =  (2«-c)*-  4  — ««sinUA 2). 

a 

Dus  zal  DEaDF  weien ,  als  Toldaan  wordt  aan 

(2tf-fc)»-(2»  — c)»  =  4^— »>sin*iA, 

a 

waarroor  men  kan  schrijyen 

(c— 6)(2»4-a— 4~8inHA)  =  0. 

a 

Behalye  in  het  geyal  c=sb  ta\  DE  dus  gelgk  sgn  aan  DF, 
als  men  heeft 


(^)*-..*A-A_..o 


S). 


Laat  men  nu  den  driehoek  soo  yeranderen,  dat  a  en  6: c 
standyastig  blgyen»  dan  sal  het  linker  lid  dezer  yergelgking 
yan*  teeken  yeranderen,  als  men  A  geleidelijk  yanO^totlSO^ 


*)    Kaar  ualeidiDg  Tan  een   brieMsBeling  met  Db.  C.  Stolp  heeft  Prof. 
VzüSBBe  de  oorapronkel^ke  opgaaf  gewyogd. 
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laat  «aogroeien.  Immers  voor  A  — O*  wordt  dit  lid  geVólkHitó 
—  (2«  -|-  a)  :a ,  dus  negatief,  voor  A  •=  180°  wordt  het,  wegéos 
b  +  c  =  a  =  8,  gelijk  aan  1,  dus  positief.  Yoor  elke  waarde 
Tan  a  en  6 :  e  bestaat  derhalve  een  driehoek ,  die  aan  de  Toor- 
waarde  DE  =  DF  voldoet. ') 

b)    Cirkel  DEF  snijdt  AB  in  E  en  E',  AG  in  F  en  F.    N^ 
is  AF  .  AF'  =  AË  .  AË'  of 

AF(6— CFO-AËCc-BË')     .    .    .    .4). 
Als  deze  cirkel  BC  in  D  aanraakt,  heeft  men 

CF'  =  CD':CF  =  («  — 6)»:», 

BË'  «  BD":  BË  =  («  -  c)> :  ». 
Door  sabetitotie  in  de  betrekking  4)  vindt  men 

(« -  6)>)      ,         .  j         (8  —  cy 


(,_6)ji_ii_J!|  ==(,_«)  jc_ 


kS 


8 

Deze  Toorwaarde  laat  zich  herleiden  tot 

(s  —  e)^  —  (8^  6)'  =  (c  — 6)8*  +  (fc*  — ca)«, 

waaraan  Toldaan  wordt  door  bssc  of  door 

(«  -  cf  +  («  _  c)  («  -  6)  +  (s  —  6)»  =  ( 6  +  c)  «  —  8\ 

Telt  men  bg  beide  leden  (s  —  c)  (^  —  b)  op ,  in  aanmerking 
nemende ,  dat  {s  —  <?)  +  (^  —  b)  =  a  is ,  dan  vindt  men  de 
▼oorwaarde 

a*  =  Je. 

QpMEBKiNGEN.  I.  Door  de  substitutie  van  de  uit  8)  vol- 
gende waarde  van  sin^  |  A  vindt  men  uit  2) 

DÊ*  =  (28  -  ü)«  —  6  (28  +  a)  =  (a  -h  6)«  -  6  (2a  +  i  +  c) ,  dus 

DE  =  DF  =  K?=15c. 

II.  De  constructie  van  een  driehoek,  die  aan  de  voorwaarde 
DE  =  DF  voldoet  en  waarvan  twee  van  de  drie  grootheden 
(J  +  ^) »  a  en  A  gegeven  zgn ,  laat  zich  terugbrengen  tot  de 
bekende   constructie    van    een   driehoek   uit  de  drie  laatst  ge- 


^)    Ook  de  Heer  Allbbsva  is  tot  dit  beilait  gekomen. 

WuK   Opo.  Dl.  IZ  9 
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noemde  g^oothnden.  Immera  t^olgeira  8)  kan  de  derde  gtoathai 
telkens  gomakkelijk  geconstrueerd  worden.  Natnorlgk  moeten 
de  gcgoTcns  aan  bepaalde  Yoorwaarden  voldoen.  Niet  alleen 
moet  6  *f  c  >  a,  maar  ook  (b  +  c)  sin  ^  A  «?  a  cos ^  (B  —  PX  n 
wezen.  De  grenswaarden  van  A  vindt  men  door  b  +  e^^a  en 
5  -f  e  SS  a :  sin  i  A  te  stellen.  In  het  eerste  geval  vindt  men 
A  =  120^;  in  bet  tweede  is 

2«  :  a  =  1  +  1  :  sin  }  A, 

en  de  substitutie  van  deze  waarde  in  3)  voert  tot  de  vergelgking 

sin'»  i  A  +  2  sin«  i  A  -  sin  i  A  —  1  =  O, 

waaruit  men  vindt 

sin  i  A  =  0,8019877    ,    A  =  106**37'62''. 

In  het  eerste  geval  beeft  men  een  oneigeniyken  driehoek, 
waarvan  de  hoeken  aan  do  basis  a  (f  en  60^  zgn;  io  het 
laatste  geval  is  de  driehoek  gelgkbeenig. 

IlI.  In  de  volgende  gevallen  komt  de  eigenschap  DE  =  DF 
uitsluitend  toe  aan  gelijkbeenige  driehoeken. 

1^.  D  is  het  raakpunt  van  a  met  den  ingeschreven  cirkel  I, 
terwijl  E  en  F  hun  oorspronkelijke  beteekenis  behouden.  (Mede- 
deeling  van  Prof.  Neuberq.) 

2^.  D  behoudt  zijn  oorspronkelijke  beteekenis;  E  ia  het 
raakpunt  van  b  met  I«,  F  dat  van  c  met  Ie. 


Vraagstuk   LIX. 

LM8  dy.  Men  beschouwt  alle  parabolen  die  drie  gegeven  rechten 
aanraken.  De  meetkundige  plaats  te  bepalen  der  raakpunten  van 
alle  raaklijnen  die  een  gegeven  richting  hebben.       (J  Neuberg  } 

Opgelost   ifoar  T.  J.  Allersma  ,  Dr.  W.  Bouwman  ,  H.  Bre- 

MEKAMP,   E.  J.  M.  VAN  DE  LAARSCHOT,  W.  MaNTEL,  M.  J.  VAN  UVKN, 

F.  ScHUH  fti  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  W.  Bouwman  en  F.  Schuu. 

De   parabolen,    die  drie  gegeven  reehten  aanraken,  Tormen 
een  kegelsnedenschaar,  de  raaklgnen  van  gegeven  riebtiBg  een 


J 
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stralenbtfndel ;  nu  wordt  gevraagd  naar  de  meetkundige  plaats 
der  punten,  waarkegelaneden  der  schaar  door  stralen* yan  den 
bundel  worden  geraakt ,  terwi)l  het  middelpunt  van  den  bundel 
op  een  der  yaste  raaklijnen  der  sokaar  ligt. 

Wij  zullen  deze  laatste  bijzonderheid  Toorloopig  ter  zijde 
laten,  en  noemen  de  vaste  raaklijijen  /, ,  1^,  I^^  Z^,  het  middel- 
punt van  den  bundel  M.  Elke  straal  m  door  M  wordt  door 
één  kegelanede  geraakt.  Yoor  twee  stralen  m  valt  het  raak* 
punt  B  met  M  samen;  zij  zjjn  de  raaklijnen  in  M  aan  de  beide 
kegelsneden ,  die  door  M  gaan.  De  meetkundige  plaats  van  B 
is  dus  een  kuMsche  kromme  die  in  M  een  dubbelpunt  heeft  en 
door  de  zes  punten  ku^{liU)  gaat;  immers  de  stralenbundek 
met  toppen  A»  en  Amn  vormen  samen  een  exemplaar  der  aohaar. 

Lig^  nu  M  op  l^  dan  ontaardt  de  kubisohe  kromme  in  het 
samenstel  van  I4  (waarvan  elk  punt  raakpunt  eener  kegelsnede 
is)  en  een  kegelsnede  door  de  punten  M,  Ai,,  A,,,  A339  die 
I4  in  M  aanraakt. 

Verlegt  men  nu  ten  slotte  l^  met  M  naar  het  oneindige,  dan 
vindt  men  als  antwoord  op  de  gestelde  vraag,  dat  de  meet- 
kundige plaats  van  B  is  de  parabool  door  A,ti  -^is»  A^i  waar- 
van de  as  in  de  gegeven  richting  loopt. 

Oplossing   van  W.  Mantel. 

Wij  noemen  de  gegeven  raaklgnen  a,  6,  o,  de  veranderlgke 
raaklijn  h.  Het  raakpunt  van  h  met  de  parabool  vindt  men 
door  de  stelling  van  Brianohon  toe  te  passen  op  de  zeezgde 
ioD,  a,  6,  c,  A,  A.  Door  Q^{ch)  trekt  men  een  rechte  even- 
wgdig  met  a;  zg  P  haar  snijpunt  met  de  rechte  door  A  ^  (&c) 
evenwijdig  aan  h  getrokken;  CP  snijdt  h  in  het  raakpunt  B. 
Bij  evenwgdige  verplaatsing  van  h  doorloopen  h  en  CP  pro- 
jectieve stralenbundels ;  de  meetkundige  plaats  van  B  is  dus 
een  kegelsnede.  Uit  bijzondere  standen  ziet  men  gemakkelijk 
dat  ze  door  A,  B  en  C  gaat  en  slechts  in  de  richting  van  h 
een  oneindig  ver  gelegen  punt  bezit.  Zij  is  dus  de  om  ABC 
beschreven  parabool  met  asrichting  h. 

Oplossing  van  T.  J.  Allerbma. 

JSal  een  parabool  ^rie  Igaen  a&nraken,  zoo  moeten  deze  een 

9* 
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driehoek   Tormen;   dezen   driehoek  ABC  nemen  wg  tot 
driehoek  van  een  steUel  normale  coördinaten  aan. 

De   algemeene  Tergelyking  eener  kegeUnede ,  die  de  zgden 
van  den  assendriehoek  aanraakt,  is 

A^a:^  +  B^*  +  C»«»  —  2BCy^  —  2CA^*  —  2AB«y  =  O  .  • .  1). 
Deze  kegelsnede  is  een  parabool  indien 

ABC.  ^, 

abc 

♦ 

Zij   p  eene  lijn  Tan  de  gegevene  richting,  a  eene  lijn,  die 
evenwijdig  ia  aan  p. 
Ib  de  vergelijking  van  p 

dx  +  ey  +  fz^O     ......    3), 

die  van  a 

Ix+my+nz^O 4), 

dao  heeft  men 

1  =  ei -f  Aa,  msse  +  Xb,  n  =  /+,Xc.    ...    5). 

Door  eliminatie  van  z  tusschen  1)  en  4)  vindt  men 

(An+C0'aj*+2(ACmn+BC/«+C«/m— ABn*)ay-|-(Bn+Cm)*y«=0. 

Zal  a  de    parabool   aanraken ,   zoo  moet  deze  vergelgking  2 
gelijke  waarden  geven  voor  x:y;  bijgevolg  moet  aan 

ACw«  +  BCln  +  Olm  —  ABn*'=  ±i  (kn  +  Cl)  (Rn  +  Om) 

voldaan  zgn ,  of  aan 

kmn  +  Bnl  +  Olm  =?  O 6), 

terwijl  voor  het  raakpunt  (j?,  y,  s)  de  betrekking 

ar:y  =  AB»»:(An+C/)« 

geldt,  waaruit  men  met  behulp  van  6)  en  4)  vindt 

Uit  2) ,  4) ,  5) ,  7)  volgt  nu  door  eliminatie  van  A,  B,  C,l^m,n 

(d  +  Xayx  ,  («  +  Ai)^  ,  (f+Xcy^z      ^ 
abc 

{d  +  Xa)x  +  {e  +  X6)y  +  (ƒ  +  Xe) »  =  O, 
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en  hieruit  door  eliminatie  yan  A  voor  de  yergelijkiog  der  meet- 
kuodige  plaats  van  het  raakpunt 

(ec  —  fby ayz -{-(fa-  dcf  bzx  +  (db  -  ea)^ rxy  =  0. 

Zij  is  dus  een  parabool  besohreyen  om  driehoek  ABC. 


Vraagstuk  LX. 

C  1  f .  Op  de  zijden  AD ,  DC ,  CB  van  een  rechthoek  constru- 
eert men  buitenwaarts  de  gelijkzijdige  driehoeken  AGD,  DEC,  CFB. 
De  aldus  verkregen  figuur  laat  men  om  AB  wentelen.  Voor  welke 
waarde  der  verhouding  AB :  BC  wordt ,  bij  gegeven  grootte  van  het 
door  AGDECFB  beschreven  oppervlak,  de  inhoud  van  het  omwen- 
telingslichaam een  maximum?  (J.  Neuberg) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  H.  Bremekamp,  E.  D.  J.  de 
JoNGH  Jr.,  E.  J.  M.  YAM  de  Laarschot  en  F.  Schuh. 

Oplosaing  van  F.  Schuh. 

Met  behulp  yan  den  regel  yan  Guldik  den  inhoud  der  licha- 
men bepalend,  die  bij  wenteling  door  AGDCFB  en  DEC 
beschreyen  worden,  yindt  men  yoor  den  totalen  inhoud,  als 
men  AB  =  a  en  BC  =  6  stelt, 

Voor  het  opperylak  wordt  geyonden 

O  «  4ir6»  +  4ira  (i  +  i  a  l^S), 

Om  bg  gegeven  O  het  maximum  yan  I  te  yinden,  stellen 
we  de  differentiaalquotienten  yan  I  +  AO  naar  a  en  6  gelyk 
aan  nul. 

6»  + afcV^a  +  1 0*  + 2A  (26 +  al^3)  «  O, 

i  J»  V'9  +  2ab  +  i  a*  KS  +  4A  (26  +  a)  =  0. 

üit  deze  beide  yergelijkingen  X  elimineérénd  yindt  men 

2(26+a)(6Ha6^3  +  f«»)=(26faK3)(3  6»/84-2a6+ia»K3), 
of 

(3/3;— 4)6»-(4y3-  V)öi'-  (8-1^5)a»6=p, 
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«f 

b  \a*  +  A  ab (11  K»  -  16)  —  i  6»(5  V9  —  3)J  =  0. 

Hieraan  Toldoet 

De  negatieye  waarde  ?oor  a  :  b  yeryalt  natuurlijk,  als  geen 
beteekeois  hebbend ,  zoodat  I  yoor  twee  waarden  van  a  :  h  sta- 
tionair wordt     Voor  ^  s=  O  is 

5  ^  1^3  ,  . 

voor  a  = 6  18 

4 

^  ^  5  (25  -f  21  K3)  8(19  +  21^8)^^, 

128  '  8 

Yoor  d  SS  O  heeft  I  geen  stationaire  waarde ,  maar  nu  heeft 
de  verhouding  a  :  b  een  waarde,  die  niet  gepaaseerd  kan  worden, 
omdat  a :  h  positief  moet  zijn ,  en  men  vindt 

Hieruit  ziet  men ,  dat  I  voor  een  gegeven  waarde  van  O  zoo 
groot  mogelijk  is  voor  fi^sQ,  dus  0:6  =  00;  I  is  dan  tevens 
stationair*      I    is    zoo    klein     mogelijk    en    stationair     voor 

a       6  -  V'S 

7-  == —  ,  terwijl  voor  a  =  O  de  veranderlgke  een  niet  te 

o  4 

overschrijden  waarde  heeft,  en  daardoor  I  een. maximale  waarde 

krggt  zonder  stationair  te  zijn;  deze  maximumwaarde  van  I  ia 

echter  ieta  kleiner  dan  de  maximale  waarde  van  I  voor  6=0. 


Vraagstuk  LXI. 

K  1  b  S.  In  de  hoekpunten  van  den  scherphoekigen  driehoek  ABC 
trekt  men  de  raakltjnen  aan  den  omgeschreven  cirkel;  zij  vormen  een 
nieuwen  driehoek  A'B'C'.  Ala  a,  jS,  7  de  medianen  van  ABC  voor- 
stellen, dan  zijn  AA^,  BB',  CC'  gelijk  aan  a  sec  A^  /9secB;  ysecC. 

(J.  Neuberg.) 

Opgelost  d^or   T.   J.    Allcrsma,    J.   A.    Bakrau,    Dn   W. 
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Bouwman,  H.  Brembkamp,  C.  A.  Cikot,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr. , 

E.  J  M.  VAN  DB  Laarschot,  J.  C.  de  Masier  ,  Dr.  A.  J.  A.  Prange, 

F.  ScHüH,   Dr.  C.  Stolp,  M.  J.  van  Uven,  Dr.  H.  de  Vries  en 
C.  Wafelbakker. 

Oplossing  van  M.  J.  van  Uven. 

Is  M  het  middelpunt  van  cirkel  ABC,  D  het  midden  van 
BC,  dan  heeft  men  MD  •  MA'  =  MC*  =  MA*  of 

MA  :  MA' =  MD:  MA. 

Dus  is  A  MAD  oo  a  MA'A  ,  en 

AD  :  A'A  =  MD  :  MA. 
Nu  is  MD  :  MA  =  MD  :  MC  =  cos  CMD  =  cos  A ;  dus  heeft  men 

AA'  =s  AD  :  cos  A  =  a  sec  A. 

Oplossing  van  H.  Brbhbkajip,  E.  J. 'M.  van  db  Laarschot, 
F.  ScHüH,  Dr.  C.  Stolp  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Is  A'  de  top,  BC  de  grondign  en  D  het  midden  der  grond- 
lijn van  een  geljjkbeenigen  driehoek,  dan  is  BA' :  BD  =  secA'BD. 
De  meetkundige  plaats  der  punten,  waarvan  de  afstanden  tot 
A^  en  D  de  genoemde  verhouding  hebben,  is  de  cirkel ,  die 
A'B  en  A'C  in  B  en  C  aanraakt. 

Verbindt  men  een  punt  A  van  dien  cirkel  met  B  en  C ,  dan 
is  dus  AA^ :  AD  »  sec  A'BD  of  AA'  =  a  sec  A. 

Ifl  A  een  stompe  hoek,  dan  wordt  daarentegen  AA'«  —  a  sec  A. 


Vraagstuk  LX II. 

K  18  e.  De  vlakken  van  een  viervlak  AjAjAjA^  worden  door 
de  rechte  t^  in  de  punten  B| ,  B,,  B,,  B^  gesneden.  Men  bepaalt 
op  u  de  punten  C,,  C^,  C,,  C^  die  in  een  quadratische  involutie 
aan  B| ,  Bji ,  Bj ,  B4  rijn  toegevoegd. 

Te  bewijzen  dat  de  rechten  A,C, ,  A^Ca,  A3C3,  A4C4cen  hypcr- 
boloidisch  viertal  vormen»  (J.  Nbuberg.) 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

Wg  projeeteeren  de  geheele  figuur  uit  A,  op  het  vlak  A2A3A4. 
De  projectie  ti'  vanti  snijdt   dan  do  zijden  A2A3,  A3A4)  A4A3 
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aobtereeiiToIgens  in  de  projeoties  B'4,  B^t  6',  der  paoten 
B4,  B9,  B9.  Zijn  C\j  C),  C'4  de  projecties  der  ponten 
Ca ,  C, ,  C4 ,  dan  Yormen  B'a ,  C'a ;  B'j ,  C', ;  B'4 ,  C'4  drie 
paren  eener  involutie  ;  yolgeDs  een  beleende  stelling  komen  dan 
de  rechten  A^G', ,  Afi\ ,  ^4(^4  in  een  punt  d\  samen.  Maar 
hieruit  Tolgt ,  dat  men  door  Ai  een  rechte  di  kan  trekken  die 
op  de  rechten  AaCa ,  A3C, ,  A4C4  rust ,  terwijl  zg  natnurlgk 
ook  door  A|Ci  wordt  gesneden. 

Kiest  men  nu  achtereenvolgens  Aj  ■  A, ,  A4  als  projectie- 
centrum en  telkens  het  overstaande  zijvlak  van  A,A2A3A4  tot 
tafereel ,  dan  blijkt  op  overeenkomstige  wgs»  dat  men  door  dese 
drie  hoekpunten  drie  rechtene/,,  d^,  d^  kan  trekken,  die  allen 
op  A|Ci ,  A^C, ,  A^Ca ,  A4C4  rusten ;  de  rechten  AtO  liggen 
derhalve  op  een  hyperboloïde. 


Vraagstuk  LXIII. 

Q  2.  Bepaal  het  aantal  transversalen  van  acht  ruimten  van  drie 
afmetingen  behoorende  tot  een  ruimte  van  vijf  afmetingen. 

(Dr,  S.  L.  VAK  Oss.) 

Opgelost  door  Dr.  S.  L.  van  Oss,  F.  Schuh  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing   van  Dr.  H.  de  Yries.  ^) 

Wg  bepalen  het  gezochte  aantal  met  behulp  van  Sohübbbt's 
beginsel  van  het  behoud  van  het  aantal.  Noemen  wy  de  acht 
gegeven  ruimten  R<^) ,  R<'> ,  .  • .  R^^) ,  en  brengen  wjj  R<^)  en 
R<*>  door  eenzelfde  vlak  (12,  evenzoo  R^')  en  R(^)  door  een  vlak 
€34,  RW  en  R(«>  door  een  vlak  fj^,  R(7)  en  RW  door  een  vlak 
(,g,  terwijl  wij  aannemen,  dat  de  ylakken  e  onafhankelijk  van 
elkaar  zijn»  dus  elkaar  kruisen,  dan  kunnen  wij  de  gezochte 
transversalen  bij  deze  bijzondere  ligging  der  8  ruimten  in  de 
volgende  groepen  rangschikken: 

a)  de  transversalen  der  vier  vlakken  c; 

b)  de  transversalen,  die  geen  dezer  vlakken  ontmoeten; 

c)  de  transversalen,  die  drie  vlakken  i  snijden,  de  beide 
overbliJTende  ruimten  echter  in  verschillende  punten  ontmoeten; 


^}  De  andere  twee  oploieiDgea  venehiUeii  alecbta  in  bysaken  ¥«a  doe  oploMug. 
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,d)    de   trani^venalen   die  twee   der   vlakken   f  snijden ,   de 
overbliJTende   yier  ruimten  echter  in  yersohillesde  punten  ont- 
moeten. 
Wg  onderzoeken  deze  vier  groepen  afzonderlijk. 

a)  De  transversalen  der  vlakken  c  worden  bepaald  door 
opnieuw  de  wet  van  het. behoud  van  .^et  aantal  toe  te  passen. 
Wij  laten  daartoe. twee  dier  vlakken  dooreenpuntPgaany.de 
beide  andere  door  een  punt  Q.  Tot  de  transversalen  der  vlakken 
f  behooren  dan  1^)  de  lijn  PQ;  2®)  de  Ignen  door  P,  die  de 
beide  door  Q  gelegde  vlakken,  in  verschillende  punten,  ont- 
moeten. Nu  bepaalt  I?  met  die  beide  vlakken  twee  driedimen- 
sionale ruimten,  die  in  een  R5  liggen,  dus  eene  rechte  gemeen 
hebben;  deze  rechte  is  dan.  natuurlijk  de  lijn  PQ  zelve;  door 
P  gaan  bijgevolg  geen  andere  transversalen  dan  PQ,  en  dus 
door  Q  ook  jjiet.  Een  transversaal  kan  3^)  alle  vlakken  in 
verschillende  punten  ontmoeten ;  dan  echter  moeten  zij  gelegen 
zijn  zoowel  in  de  B^  die  de  beide  vlakken  door  P,  als  in  de 
B4  die  de  beide  vlakken  door  Q  verbindt,  en  dus  ook  in  de 
R,,  welke  die  R4  gemeen  hebben.  Deze  R,  wordt  door  elk 
der  vlakken  c  volgens  een  rechte  gesneden;  de  beide  trans- 
versalen dezer  vier  rechten  voldoen  aan  de  gestelde  voorwaarden. 
Het  aantal  transversalen  der  groep,  a  bedrtogt  dus  drie. 

b)  Zal  een  rechte  de  door  €,,  gaande  ruimten  R<^>  en  R^'^ 
in  verschillende  punten  snijden,  dan  moét  zg  .gelegen  zijn  in 
de  door  hen  bepaalde  R^;  zal  dezelfde  rechte  ook  R<^  en  RC^> 
in  verschillende  punten  ontmoeten,  dan  moet  zij  ook  gelegen 
zijn  in  de  door  deze  twee  R,  bepaalde  R^ ;  zg  moet  dus  in  vier 
ruimten  R4  tegelijk  liggen,  derhalve  samenvallen  met  de  snglijn 
dezer  ruimten.    Qroep  fc  bevat  dus^^ft  rechte. 

c)  Een  transversaal  die  R(^>  en  R(*>  in  verschillende  punten 
ontmoet,  ligt  in  de  door  hen  bepaalde  R^.  Deze  wordt  door 
de  vlakken  t^^  t^^  c,^  gesneden  volgens  drie  rechten ,  die  in 
een  R^  liggeu ,  dus  een  iransversaal  bezitten.  Deze  transversaal 
ligt  met  R<i>  en  R<')  in  de  genoemde  R^,  heeft  dus  met  elke 
dezer  ruimten  èen  punt  gemeen,  voldoet  derhalve  aan  de  ge- 
stelde voorwaarden;  bovendien  zal  zij  in  het  algemeen  niet 
samenvallen  met  een  der  rechten  van  groep  a,  immers  deze 
rechten  behoeven  slechts  de  vlakken  f  te  snijden ,  behooren  dus 
in  den  regel  niet  tot  de  ruimten  R4  welke  de  door  die  vlakken 
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gaande-  raimien  S^  Terbinden.  Er  beataftt-  dus  telkens  één 
tranavieraaal  die  één  der  ▼lakken  c  niet  Mijdl^  het  aantal  Ignen 
▼an  groep  e  bedraagt  derhalve  vier. 

d)  Zal  een  rechte  R<i),  R(*>»  R('),  R(«)  in  Terschillende 
punten  ontmoeten,  dan  moet  ag  gelegen  zgn  in  dé  beide  B4, 
die  door  de  eerste  twee  en  de  laatste  twee  bepaald  worden, 
dus  in  dé  gemeenschappelgke  R,  deser  beide  R^.  Oese  B, 
wordt  door  f^c  ^Q  ^78  telkens  in  een  punt  gesneden ;  de  ver- 
bindingslgn  deser  punten  is  een  der  gezochte  transversalen;  het 
aantal  reohten  van  groep  d  bedraagt  dus  ges. 

Rechten,  die  slechts  één  vlak  c  ontmoeten,  en  de  overige 
ses  ruimten  in  verschillende  punten  snijden ,  sgn  er  niet.  Immers 
Bulke  rechten  zouden  moeten  liggen-  in  dë  door  de  drie  paren 
▼an  R,  bepaalde  drie  R4 ,  dus  in  het  ▼lak ,  dat  deze  laatste 
gemeen  hebben.  Dit  ▼lak  echter  wordt  door  het  bedoelde  vlak 
c  niet  gesneden. 

Het  aantal  oplossingen  bedraagt  dus  veertien. 

Opmiekiho.  Volgens  Prof.  P.  H.  Schoutb  (MehrdimensünuJe 
Geometrie  I,  bl.  267)  heeft  Schubbbt  algemeen,  bewezen ,  dat 
het  aantal  ruimten  B^  in  een  R»,  die  met  (m  —  60(^  + 1) 
ruimten.  Bw.^.i  een  pwt  gemeen  hebben , 

ai  8!  ...  dl[in  —  diid+l)]\ 
(n  — rf)!(«  — rf+1)! n! 

bedraagt  Zet  men  hierin  n  =  6 ,  d  =  1 ,  dan  is  n — d — 1=3, 
(n  —  di(d+  1)  =  8;  het  bovenstaande  vraagstuk  ia  dus  in  bet 
meer  algemeene  van  Schdbxet  begrepen,  en  het  aantal . oplee- 
singen bedraagt  volgens  bovenstaande  formule  14. 


Vraagstuk  LXIV. 

A8i.  Als  a^  +  a^x^-^  +  ...  +  a^ix  +  aM  =  Q  de  verge- 
lijking is,  welke  de  getallen  i ,  2 ,  . .  . n  —  i ,  n  tot  wortels  heeft, 
dan  heeft  de  vergelijking 


n+  2  n  •{-  i  3  « 
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voor  even  n  twee  wortels  n  en  voor  oneven  n  een  tusschen  it  en 
«  +  I  gelegen  wortel.  (Dr.  P.  H.  Schoutb.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller  ,  W.  Mantel  en  Dr.  P.  H.  Schoute. 

Oplossing   pan  C.  yan  Aller. 
Stelt  men 


n+2  n+l  '  2 

dan  is 

—  \x^f{x)l  ==  x{x -^  i)ix—2) . .  .{x  -  n)  .  .  .  .  1) 
(ix 

en 

xf(x)  +  2f(x)  =  (x^\){x-2).  ..(X'-n). 

Voor  x=n  volgt  hieruit  n/'(«)  + 2/'(fi)  =  O,  zoodat  als  n 
een  wortel  is  van  /(ar)  =0,  die  wortel  tweemaal  zal  voorkomen; 
het  nul  worden  van  f[x)  heeft  immers  ook  het  nul  worden 
van  /^(x)  ten  gevolge. 

üit  1)  volgt 

1    r' 

/(«)=-^|  x{x^l){x  —  2)...{x  —  n)dx, 


dus 


1    /•» 
/W  ^  "T  /   « («  —  1) .  •  •  (*  —  «)<te* 


n 
Deze  integraal  is  nul ,  als  n  evm  is ,  want  voor  x^--  +  ff 

en y  verkrijgt  de  functie  onder  het  integraalteeken  waar- 

den  die   op   het  teeken  na  gelgk  zgn,  zoodat  dé  positieve  en 
negatieve  diflérentiaalvomen  elkaar  opheffen* 

Om  hefc  gestelde  te  bewijaen  voor  het  geval  dai  n  onecen  is^ 
dient  te  worden  aangetoond  dat 

/   r{r  —  1). . .  (OP  -.  |,)(/.f  en   /        x(x  —  1)'.  ,.{jr  —  p)dx 
o  o 

tegengestelde   teekens   hebben.    Dit  kan  als  volgt  geschieden* 
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We  splitseii  de  eerste  iDtegraal  in  andere  tuaschen  de  grenzen 

O  en  1 ,  1  en  2,  ...  n  —  1  en  n,  en  brengen  alle  grenzen  tot 

O  en  1    terug;   hierdoor   wordt  de   integraal    de   som  Tan  de 
difFerentiaaWormen 

x(x  ^  l).  ..{x  —  n)dx^   {x+l)x{x  —  1)  . .  •  (o?  —  n  —  l)dx, 
(a?  +  »  —  1)  (^  +  n  -  2) . . .  (a?  —  1)  da?, 

als  X  verandert  yan  O  tot  1.    Voor  deze  som  kan  men  schrijyen 

1      r^ 
T  /   [«(a?— lX«-2),.|x— («+l)}dar-(r+«)(x+«-l)..(x— l)rfx]. 

W  +  2J 

u 

De  eerste  differentiaalvorm  binnon  de  haken  is  positief  voor 
alle  waarden  van  x  tusschen  O  en  1 ,  de  t^  eede  (afgezien  van 
zijn  teeken)  negatief;  de  geheele  uitdrukking  is  dus  negatief. 

Gaan  we  op  dezelfde  wijze  te  werk  met  de  tweede  integraal, 
dan  vinden  we  daarvoor 


«+2/ 


[j<ar— l)(a:- 2) ...  {a:— (w+1)  Idx— (x+n-H)(ar+«)  ...orcic]- 


Yoor  elke  waarde  van  x  tusschen  O  en  1  is  het  product 

x(x  +  l){x  +  2)...\x  +  {n'^l)l 
steeds  grooter  dan  het  product 

^(a.-l)(x-2).,.|a;-(n  +  l){, 

waaruit  blijkt  dat  de  tweede  integraal  positief  is.  De  verge- 
lijking /(a*)  =  O  heeft  dus,  als  n  oneven  is,  een  wortel  tusschen 
n  en  n  +  1. 

Oplossing   van  Dr.  P.  H.  Sghoute. 

■  '   .    ■  ■  .•     ' 

De  bedoeling  van  het  vraagstuk  ia,  dat  de  aangegeven  waarden 
de  e^.^e  bestaanbare  wortels  der  , gegeven,  yejrgelijking  zgn; 
daarom  moge  de  volgende  aanvullipg  van.het:bewijs  van  den 
heer  vak  Aller  hier  een  plaats  vinden. 

We  stellen  eveneens 


*"+  -TT  *"~^  +  •  •  .  +  ÏT  ="/(*) 


«-I-2         n+l  2 
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en  boTeodien  ^{x)  =  x^f{x).    Dan  is  / 


^  (y>  es  /  a? («  —  l)  ...(«—  n)  da?i 


p+i 


ar(jr^  1 ) ...  (^n)dapss  lp 

p 
het  volgende. 

Gevftl  n  oneven  s=  2i  —  1. 

a.  De  grootheid  T,,  (j'  —  O,  1 ,  ...  2A;— 1)  ib  positief  of  ne- 
gatief naarmate  p  oneyen  of  even  is;  want  van  de  2k  faktoren 
▼an  een  willekeurigen  term  onder  het  integraalteeken  zgn  er 
2A;  —  (p  +  1)  negatief. 

h.  Men  heeft  Ip=  Is^-p-Sf  (j>»Of  1,  ...  ft  — 2);  want 
'Yo'or  jp=^2ft  —  (x'  ^  \)  giiat  het  eene  lid  in  het' andere  over; 
voor  j>  =  A;  —  1  is  de  betrekking  een  identiteit. 

c.  Yan  p^Q  M  p^^k  —  2  is  de  absolute  waarde  ]ran  I^ 
grooter  dan  die  van  Ip+i.    Want  men  heeft 

Tp  +  Ijh-1  =  ƒ      x{x-\)...{x  —  2k-{-\)dx 

=  r  x{x^  1) . '. .  (a?  -  2*  +  2) [(xrhl)  +  {x '2k^-\)]dx 


p 


-ƒ 


P+i    . 

X  (a:  —  1) . . .  (a?  —  2ft  +  2)  (a-  —  i  +  l)  (fa, 


p 


en  nu  hebben  de  verschillende  faktoren  a;  —  2A;  -f-  1  en 
2{x  —  k-\'\)  van  lp  en  Ip-l-Ip+i  tusschen  de  grenzen  p  en 
p  +  1  voor  j>  =  0|  1,  ...k — '2  hetzelfde  teeken.  Dus  heeft 
Tp  +  I^+i  het  teeken  van  lp  en  is  Jp^i  van />  =  O  totp:a=i  — 2 
numeriek  kleiner  dan  Tp. 

rf  De  kromme  y  =  a?  (a?  —  1)  .  •  •  (a;  —  24+1)  —  w®  in 
fig.  7  het  geval  4=4  —  snijdt  in  de  punten  ar=0,  1,  . . .  24 — i 
de  aras  eu  levert  in  de  inhouden  /q,  ti ,  i^  •  •  •  ^®  waarden  van 
1^0*  ^1  >  ^2)  •  •  •  In  verband  met  het  bewezene  toont  dé  ffguur 
aan,  dat  de  grootheden  #(l)=Io»  ♦(2)=Io+Ii ,  ♦(3)=Io+Ii+l2>  ••• 
^  (2i  —  1)  =  Iq  +  I|  +  • .  •  +  Ijjt-s  alle  negatief  zijn. 
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e,  SimL  bewiJB ,  dat  ^  (2t)^  Iq  *^  ^i  +  •  •  •  +  hk-i  positief  it, 
wordt  aldtr»  g^everd.  Naast  Iq  +  li  +  •  •  •  +  lu-i  <  O  Tiodt 
roeo  onmiddellijir  ^^  J^-^  .  •  .lu-s  >0;  soo  is  voorin  4 
(fig  7)  t,  >  >a,  f's  >  u  «ifc  daarom  reeds  T,  +  Ij  +  I4  + 15  >  O 
en  des  te  meer  I|  +'I2^-  Ia  +  lii+ 15  >  0.  Dus  zal  ^(24)  zeker 
positief  «ijfi  als  Io  +  Itfc-«  +  Iu-i  4.1.  2Itt-f+If*_i  dit  ia. 
Nu  is 


2Iu-8+r«*-i=2j    Èf{x)4x^  f    xf{»)dx 


|*-.S  Ue-l 


[^  («+2*^?)(«+2i-S)..(r+l>r[2{«-l)+(«+2A-t»k 


'    '1 


2Jk 


=  3  ƒ    («  +  -3-  ^  lX«f  2Jk-2K«+2i— 3)...(x4  l)xrfap 
o 

•n  'Van   deito  ioteg^rital  'zijn  aHe  termem  roor  ell^e  positieTO  k 
positief. 

/.  Beschouwt  men  nu  den  Teelterm  ^(y)  tan  den  graad 
24  + 1 ,  wiens  afgeleide  voor  y  =  0,  1,  2,  ...  2k  —  1  ver- 
dwijnt ,  terwgl  hij  voor  y=0  zelf  verdwijnt ,  voor  y=1 , 2, . .  22?—  1 
steeds  negatief  en  voor  y^=2k  daarentegen  positief  is ,  dan 
'Yotgt  uit  het  theorema  van  Rollb,  dat  de  vergelyking  ^(y)asO« 
behalve  den  ingevoerden  dubbelen  wortel  y  =  0,  een  enkelen 
wortel  tusschen  2k —  1  en  2k  heeft ,  doch  verder,  geen  bestaan- 
baren  *  wortel '  bezit. 

Geval  n  even  =  2k. 

M.    De  grootheid    ïp{p=^0,  l^  . .,  2k  —  1)   m   positief  of 
negi^tief,  naarmate  p  even  of  oneven  is. 

b.  Men  heeft  Ip=  — «Iift-p-i,  (/)==^0,  1,  ...  fc— J). 

c.  Van  p  SB  O  tot  p^k  —  1  is  lp  in  absolute  waarde  grooter 
dan  Tp^i- 

d.  De  kromme  y  =  x{x  —  1) •  •  •  (d?  —  2k)  —  zie  in  fig.  8 
het  geval  X;=s3  —  doet  zien,  dat  de  grootheden  f  (1)^  f  (2)i 
...  f  (2A:  — 1)  alle  positief  zgn. 

^    Klaarblijkelijk  is  f  [2k)  =  0. 
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/.  fieéchoawt  men  weer  den  yeéltenn  ^(y)  van  den  graad 
2k  +  2,  wiens  afgeleide  vodr  y  =  O,  1 ,  2,  .  •  •  2k  nul  wordt, 
terwijl  hy  yoor  y  =  O  en  y  3=  2A;  self  verdwgnt|  Toor 
y  =  1 ,  2 ,  • . •  2k—  l  altijd  positief  is ,  dan  Tindt  men ,  dat  de 
vergelijking  ^  (y)  =  O  behalve  de  ingevoerde  dubbele  waarde 
y  =  O  den  dubbelen  'wArtel  y  s»  2fc,  doch  oterigens  geen 'be- 
staanbare wortels  heefk. 

OPMBRKiir)».  De  stblliilg  is  uit  ftiee^diinénsiolrale  beschou- 
wingen afgeleid ;)  men  zie  hieromtrent  «TaAf'esimcA^  der  Deutechm 
Mathemailker-Vereinigung ^  Feb.  1904. 


Vraagstuk  LXV. 

0  5  b.  Hoe  groot  is  het  oppervlak  dat  door  den  omwentelings- 
cylinder  j^  -f  s'  =s  o?  uit  het  parabolisch  cjrfindervlak  7*  =  ojr 
wordt  gesneden  ?  (Dr.  *  G.  Schouten.) 

Opgelost  door  H.  Bremekaiip,  Dr.  W.  Bouwman,  E.  J.  M. 
VAN  DE  Laarschot y  W.  Mantel,  Dr.  G.  Schouten  en  F.  ScauH. 

Oplossing  wn  H. Brembkamp m E.  J, M.  vIk db Laarschot. 
Het  gevraagde  oppervlak  wordt  gegeven  door  de  integraal 

zds^ 

waarin  ds  het  lengteelement  voorstelt  van  de  parabool 

ssO    ,    y^srax. 

o 
of  als  men  y*s<  stelt, 


o 

We  ItetlM  verder 


o.i/7,<^_o(,.^)^ 
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«  +  _  =  ««  (J)M.- f  J, 
.  .'    —  .?*-«'(P«  — <|), 

wooria  pu  eosi.  oabenoeoide  getallen  «yp. 
We  vinden  hieruit 

«,=0,75,    ^,=  -0,25,    «,=  -0,5, 
^a  -  —  4  (#1^  +  «^,  +  ^«,)  -  1,75." 

0  =  8ia'  f  (pu  -  «,)(pM— «,)rfa=8»a«  ^"'(p»M+«j>«+«,«,)di( 

=  Sa^ipU^  gt  +  i  p"»  H-  «apii  +  «,«i)  du 

■  ■•    ■     ■  -«*•  ■  ■ 

=  8a«i  Pci  p"»  -  1  p«  -  1 1)  du 
-"* 

=  8«ai    ip'M+U«-H«r 
I  I-*» 

=  a»»(V«.-2ii,). 
De  berekening  kan  geschieden  met  de  volgende  formules 

i0=i^S^=^^'         =0,01394, 

a  =  «    -«  =  1/3+2.(10)»+...  =0,01394, 

<-,  -  ^^7^=  .  (1  +  2j  +  2q*  +  ...)'   =  1,4844, 

«  ^    • 

•^  =  -  =^  .  ^  "log  9  =  2,0189.-, 

ir        JM. 


»»  2»»   ^       ifcj» 


3* 


=  0,6515, 


"' "  19 T~  ^*  1 — 

•h  «  —  («>ii  -  Y")  =  —  0,3081i, 

O  =  ( V  «,  —  2i|,)  a"«  =  4,31 76o». 
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Vraagstuk  LX VI. 

R  8  C.  Van  een  homogeene  staaf  moet  het  eene  uiteinde  zich 
langs  een  horizontale ,  het  andere  langs  een  verticale  sleuf  bewegen. 
Beide  sleuven  liggen  io  één  vlak  ex)  l^ieden  geen  wrijvings  weer  stand. 
De  dikte  der  staaf  worde  verwaarloosd.  Bepaal  haar  beweging  onder 
de  werking  van  haar  gewicht.  (Dr.  G-  Schouten.) 

Opgelost  door  H.  Bremekamp,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot , 
Dr.  G.  Schouten,  F.  Schuh  rn  F.  J.  Vaes. 

Oplossing  van  H.  Bremekamp  en  E.  J.  M.  van  de  Laarschot. 

Het  uiteinde  A  der  staaf  zal  zich  bewegen  in  de  verticale 
sleuf,  die  we  tot  Y-as,  Jiet  andere  B  in  de  horizontale  sleuf, 
die  we  tot  X-as  kiezen. 

De  scherpe   hoek  ABO  zij  =  d,   AB  =  2a,  de  massa  =  fn, 

het  traagheidsmoment  C^  =  ^  ma^  en  de  .hoeksQelbeid  w=. —  -p, 

at 

met  de  waarde  wq  voor  ^  =  a  (1*  quadrant). 

Het  beginsel  van  het  arbeidsvermogen  geeft 

d  ( J  C,üi*  +  i  ma^tü^)  =  —  f»jr .  a  cos  SdS , 

co^  =  +  —  (sin  a  —  sin  S)  -|-  uf^^ 
a*a 

2a 
Stellen  we  nu  -—  wq^  + sin  a  =  B  >  O ,  dan  is 


=]/^.virr^,  .,--1/^. 


■  /         •'  ■/    /-f  — ^  _    c\.  .  ^i  ■/ 

(Il 


2a        ^y  ^  3g    Vji  ^  .sin  :& 

We  moeten  nu  drie  gevallen  onderscheiden: 

I.     /3  <  1.     Stel  /3  =  8inoo,  dan  is 

^f^g     ^yr-, . —     ,  i/2a  dd 

w=  y  -^  .  V  sin  oq— sin^r ,  dt=  —  Y  -^  • 


2a  '  %g     Ksinoo-sinS 

We  kunnen  nu  stellpn 

pil  —  €|  =  sin  &  —  1  ,    ^1  =  1  —  ^  sin  oq» 

pw  —  fg  =  sin  &  4-1 1  ,    fa  =  ï  am  «o » 

pu  —  ^2  =  sin  ^  —  sin  Oq  ,     é'3  =  —  1  — '  i  sin  oq. 
WiBK.  Opo.,  01.  IX.  10 
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u  beweegt  zich  dus  op  de  bovenste  zgde  vao  het  perioden* 
parallelogram. 

Stellen  we  yorder  ^  =:  O  Toor  d  =s  a^j  dan  komt  er 

We  vinden  hieruit  het  volgende  overzicht 
&  =  ao  ,14  =  —  ai,  ,^  =  0  y  w  =  0  (minimum). 


jT  l/8a  i/^g 

(maximum). 
d  =  ao  —  2ir  ,  u  =  —  «II,  +  «iij  ,  t  =  2  l^-r-w,  ,  w=^0  (minimum). 

Voor  de  horizontale  standen  worden  de  grootheden  gevonden 
door  u  te  bepalen  uit  pu  =  ^  ^  sin  ctq. 

Terwijl  A  zich  naar  beneden  beweegt,  gaat  6  eerst  naar 
rechts,  dan  naar  links  door  O  heen,  tegelijkertijd  stijgt  A  op, 
totdat  de  staaf  den  stand  (ccq  —  2ir)  heeft  bericht ;  daarna  keert 
de  beweging  om. 

We   zien    hieruit   dat   de  staaf  een  oscilleerende  beweging 

8a 
II.    /3  >  1.     We  gaan  uit  van  dezelfde  formules  en  stellen  nu 


heeft  met  een  trillingstgd  T  =  4  [/  - 


23 

pM~.^j  =  8in&— 1     ,    <?!  =  —, 

pM--é'3=sinS  +  1     ,     fa=l -, 

pw  —  ^,  =  sin  &  —  /3     ,    ffj  =  —  1  -  — • 

O 

Nemen  we  /  =  O  voor  J&  =  — ,  daa  komt  er 

2  ' 

«=  K  gf  ^'*  —  ^^  '  *  =  r  ^  (-  «a  —  tt). 
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S  =  -x       ,«  =  — wa       ,<  =  0         ,  w=j/-r2(j3— l)(iniDimuin), 


_  »  l/8a  ï/3flr  ^ 


3ir  i/8a  l/Sa 

*= 5-,  «=— W|+W3ï ^=2^^*^!}  w=)/^(/3-l) (minimum). 

De  beweging  geschiedt  op  overeenkomstige  wijze  als  in  geval 
I,  maar  keert  nooit  om;  de  omloopstgd  is 


/8a 


IIL  0  =  1.  In  dit  geval  wordt  $1  =  ^2]  ^^  hebben  een 
ontaarde  pfunctio  (o»,  =  oo  ).  De  enkelvoudig  periodieke  functie 
met  imaginaire  periode  wordt  gevonden  door  rechtstreeksche 
integratie  van 

Sjr  Vi  _  sin  :& 
Men  vindt 


r  3a  1/1  _ 


ül 


'  2a^  ^  3y      (K2+Kl+8inSX*^2-KÏ+«ïw) 


5  =  tf        ,<  =  0  ,  «  =  )/|?  (1  -  Bin  a), 

^=--2-  ♦  ^=K3^'°V2--KiTsira  •  -=K>— »). 

<.  3ir 

We  zien  hieruit,  dat  de  staaf  asymptotisch  tot  den  hoogsten 
stand  nadert 


Oplossing  van  Dr.  Q.  Schouten. 

Laat  l  de  lengte,  m  de  massa  van  de  staaf  eyn,  en  deze  ten 
tijde  t  een  hoek  O  maken  met  het  naar  boven  gerichte  deel 
der  verticale  sleuf. 

10» 
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.  Omdat  ,X  =  ^i m^  ^t  traagheidsmoipeot  jf  van  je. staaf  om 
cene  as,  die  haar  loodrecht  middeodoor  deelt,  ia  de  kinetische 
energie  ten  tijde  t  gelijk  aan 

De  potentiecle  energie,  gerekend  ten  opzichte  van  de  hori- 
Eontale  sleuf  is  dan  m^  (~i  1 2  cos  9).  .       ,.         . 

Beantwoordt  nu  dei  totale,  energie  der  ibewegifig  a^n  eeq  trI 
hoogte  H  boven  de  horizontale  sleuf,  dan  is  de  differentiaal- 
vergelijking der  beweging 


I 


mP  I— I   —  i  mgl qobO  =  mg'H, 


zoodat 


.«      .  .       •     1  ! 


(fr-?(^-«-)- 


Wordt  hierin  cos  9  =  1  —  2  sin*  i  6  =  1  —  2a?  gesteld ,  dan 
gaat  ze  over  in 


■  i}^^^'= 


dx 


21  Vix^  —  2  (A  -H  2)0^  +  2hx 

r.    .2H 

waarin  h  voor  —  +  1  ib   gesteld ,    soodat  h  voorstelt  de  val- 

hoogte,   uitgedrukt  in  ,^1  o^h.. eenheid,  en. gerekend  boven  het 
hof^^pijL^le  xla^k  door  het  zwaartepunt  in  zijn  laagsten  stand. 
Wordt  hierin 

A  +  2 
gesubstitueerd,  dan  gaat  de  vergelijking  over  in 


^]f^dt  =  du, 


21 

met 

(ƒ,  —  i)»  -1.3      .         (H  _  4)  (ft  _  1)  (;t  +  2) 
Sr2-  j  ,  g,  =  -27        ■ 

als  invarianten  van  pu. 
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h  +  2 
Stelt  men  verder  =  —  pa ,  dan  blijkt  p^a  =  0  te  wezen ; 

^i    »   '*u\.     i       .       6  i< .      '  .        , .. 

zijn  pb  en  pc  de  beide  andere  wortels  van  p'^x=  O,  dan  is 
pa  +  pb  +  pc  =  0  ,  pa  pb  pc  =  Uj, 


•^     *       « 


waaruit  Tolgt 

A+2       ,      4— A  A— 1 

Voor  /i  >  2  is  pc  >  p6  >  pa , 
voor  A  <  2  18  pJ  >  pc  >  pa , 

zoodat 

A-1  ,        4  —  A^  A  +  2 

voor  /i  >  2    jx.»  =  — — - ,   puf'  =  — -— ,  pto  = — , 

<  o         .  '  o     ,  ,  o     , 

4  -  A  „       fc  -  1'        ^  A  +  2 

voor  A  <  2    pw  =  — ~—  ,    pw   =/ — --T  ,  pw  =  —  ,    I      . 

o     ,    .  3  *  o 

De  integraalvergelijkingen  zijn  dus 

X  =  sin*  ^0  =  pu  —  ptMt', 


y^  ^t  =  u  +  standv. 
'  2  -i.  .  ..; 


2  "L 

Aangezien  sin^^d  positief  en  ^  1  is,  zal  men  in  pu  voor 
u  moeten  stellen  u  '\'  w'\  de  1}èwegfng8ver|^el[jkii)gén  ^ijn^düb 

sin^i  ö  =  p(w  +  wO  —  pw', 

I 

als  met  ^  =  O  ook  2<  =  O  wordt  aangenomen: 

Voor   M  =  O  is   ö  =  0/  dus  de  staaf  bij  het  begin  der  be- 
weging  in  haar  laagsten  stand. 

Voor  u  =  Qi  is 

sin*  i  e  =  pw''  —  pcü'  =1       als  *  >  2 , 

« 

f  •  m 

=  i  A      als  A  <  2  is. 
Voor  A  >  2  gaat  de  staaf  door  baar  hoogsteo  stand ,  na  een 
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tijdsverloop  f^y-^-^  voor  A<2  sal  sg  in  den  stand  0^2bg8inV^ 

8  g 

io  rust  gekomen  sijn. 

Yoor  A  >  2  maakt  de  staaf  dus  volle  wentelingen ,  elk  in  deo 

l/"2     ï 

tijd  2iü  ^~ ,  Toor  j^  <2  daarentegen  schommelingen  elk  in  deo 

^   o    g 

tgd  2«  )/rj. 

Bijzondere  gevallen. 

De  discriminant  A  is  hier  gegeven  door 

en  is  dus  gelijk  aan  nul  yoor  h  =  2  en  A  =  0. 

Voor  A  =  2  is  pw  =  pw*'  =  i,  p*>'  =  —  il  dus  ü>  =  ü»  =  ac; 
sin'  i  0  verandert  van  O  tot  1 ,  en  de  tijd  van  O  tot  od  .  In 
dit  geval  zal  de  staaf  asymptotisch  tot  den  hoogst  mogeljjkeo 
stand  naderen. 

Voor  A  =  O  is  p«tf  =3,  pi,," :=  pta' =  —  it  dus  w'  =  w*'=a. 

Uit 

r"  2;;; 

volgt,  als  u  =  üf  wordt  gesteld. 

Verandert  nu  m  Tao  O  tot  w,  dan  gaat  sin*  ^9  Tan  O  tot  O, 

en  l  van  Ototwif—  —  =  —  r  —  —  • 

'  3  ^        2  '  Sjr 

De  schommeltgd  nadert  dus  Toor  oneindig  kleine  slingeringen 

Merken  we  op ,  dat  §  2  de  gereduceerde  slingerlengte  van  de 
staaf  voorstelt ,  als  ze  aan  een  harer  uiteinden  als  vast  punt  u 
opgehangen,  dan  blijkt,  dat  de  beweging  van  de  staaf,  teo 
opzichte  van  het  uiteinde,  dat  langs  de  horizontale  sleuf  beweegt, 
identiek  is  met  de  beweging  om  dit  uiteinde  als  vast  punt 


I    I 
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Vraagstuk  LXVII. 

K  8  f .  In  den  vierhoek  ABCD  wordt  de  diagonaal  BD  lood- 
recht middendoor  gedeeld  door  de  diagonaal  AC.  Men  brengt  een 
cirkel  door  B,  D  en  het  snijpunt  £  van  AB  en  CD.  Aan  te  toonen 
dat  de  lijnen  AB  en  CD  uit  elk  punt  van  den  cirkelboog  BED 
onder  gelijke  hoeken  worden  gezien.  (F.  Schuh.) 

Opgelost   door   T.  J.  Allersma,   J.  A.  Barrau,  H.  Brsme- 

KAMP,   E.   D.  J.  DE  JONGH  Jr.  ,   A.  G.  KERKHOVEN — WiJTHOFF,  J.  A. 

Kerkhoven,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot,  J.  C.  de  Masier,  Dr. 
G.  K.  NuGTEREN,  Dr.  A.  J.  A.  Prange,  F.  Schuh,  Dr.  C.  Stolp, 
M.  J.  VAN  UvEN,  Dr.  H.  de  Vries  en  C.  Wafelbakker, 

Oplossing  van  T.  J.  Allersma  en  J.  A.  Barrau. 

Zijn  (fig.  9)  F  en  G  de  snijpunten  van  AC  met  cirkel  BDE, 
dan  is  boog  BF  ==  boog  DF  en  boog  BG  =  boog  DG.  Dus  deelen 
£F  en  EG  de  door  AE  en  CE  gevormde  hoeken  middendoor. 
Hieruit  volgt ,  dat  cirkel  BDE  de  meetkundige  plaats  is  van  de 
punten,  waaruit  AF  en  CF  onder  gelijke  hoeken  worden  ge- 
zien.  Is  P  nu  een  willekeurig  punt  van  boog  BED ,  dan  heeft 
men  dus  Z,  APF  =  Z.  PPC.  Maar  tevens  heeft  men 
^FPB  =  ZDPF ;  door  optelling  volgt  hieruit  Z  APB  =  Z  DPC. 
wat  te  bewijzen  was. 

Opmerking.  F  is  het  middelpunt  van  den  cirkel ,  dien  men 
in  vierhoek  ABCD  kan  beschrijyen.    (0.  S.) 


Vraagstuk  LXVIII. 

N^  2  k.  Men  vraagt  het  aantal  vlakke  krommen  van  den  n^^^ 
graad  te  bepalen ,  die  op  \  {tfi  +3^  +  4)  rechten  rusten  en  hun 
vlak  door  een  gegeven  punt  zenden.  (F.  Schuh.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  F.  Schuh,  Dr.  H.  dk  Vries 
en  Dr,  J.  de  Vries. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

1.  We  beginnen  met  een  tweetal  andere  vragen  te  beant- 
woorden. 
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De  eerste  yraag  luidt  {  Hoe  groot  is  het  aantal  A.  der 
vlakke  krommen  C«,  die  op  ^(n  +  l)  {n  +  2)  gegeven  rechten 
msf^^  ie^mc^l  hnn  tlakken  do&r  ten  gegeven  rechte  p  gaan? 

Om  deze  vraag  te  beantwoorden ,  passen  ^sve  het  beginsd 
VAVi  hét  bèfaond  Xraii  het  aantal  toe,  en  denken,  dat  (ra  +  1) 
'iter  i  ('n  +  11)  (w  +  2)  rechten  in  een  welfde  vlak  V  liggen,  dat 
p  ïn  èén  plint  S  snijdt,  De^e  (n  +  1)  rechten  noemen  we  de 
rechten  Z;  de  ovefrige  ^  « (ti  +  1)  rechten ,  dïe  we  l'  noemen, 
aemen  we  willekeurig  aato.  De  inin  +  l)  snijpunten  der 
réchten  V  met  'helt  vlak  Y  noeneii  we  de  punten  Q;  de 
I  yi  (h  +  1)  'snij^noten  der  recfhteii  l  oüderking  Doemen  we  de 
punten  B. 

Wanneer  nu  een  kromme  C»  de  rechten  l  buiten  de  punten 
R  snijdt',  'dau  heeft  (X  (n  +  1)  punten  met  Y  gemeen;  daar 
Y  niet  door  p  gaat ,  moet  C»  dus  bestaan  uit  een  in  Y  gelegen 
réchte  m^  die  floot-  het  punt  S  gaat  en  een  kromme  Gn^i  in  een 
vlak  döör  p  en  in. 

Men  hééft  dus  de  volgende  soorten  van  figuren ,  die  aan  de 
vraag  Voldoen: 

a)  Ëen  Cn~i  in  een  vlak  door  p ,  gesneden  door  de  rechten 
Z',  gecombineerd  met  de  snijlijn  van  V  met  het  vlak  van  C«-i. 
Het  aantal  dezer  oplossingen  wordt  door  Aj,-i  voorgesteld. 

b)  Een  C».i  in  een  vlak  door  p  en  een  der  punten  Q,  bv. 
Q,  ^{l\j  Y),  die  op  de  overige  rechten  V  rust,  verbonden 
mét  'de  rechte  ^SQi.  Ieder 'punt  Q  geeft  één  oplossing,  ^oodat 
deze  groep  ^  n  (»-}- 1)  oplossingen  bevat. 

c)  Een  C»  in  een  vlak  door  p  en  een  der  punten  R,  bv. 
R,2^(?i/a),  welke  door  R,2  gaat  en  op  de  i(n^  +  3n  — 2) 
overige  rechten  /  en  V  rust  Ieder  putit  R  geeft  één  oplossing, 
éus  levert  ook  deze  groep  i'ti(n  +  1)  oplossingen. 

Men  vindt  derhalve 


A„  =  A„_i  +  rt(n  4-  1), 


Hhis 


A„  =  A,  +  Sn(n  +  1), 


of  daar  A,  =  2  is. 


1» 


A»  =  S«  (m  +  1)  =  i  rt  (n  +  1)  (n  +  2). 
1 


2.  De  tw^ade  rrang  lm4t;  Hofi  grogt  is  M  mnt<il  ^n^ier 
vlakke  krommen  C»  door  een  gegeven  punt  P  die  op  J  n  (^  -J-  .3) 
gegeven  rechten  rusten,  terwijl  hun  vlakken  een  door  P  getrokken 
rechte  p  bevatten? 

Wo  onderstellen  we/er  dat  (n  +  1)  der  gegeyen  r.echten,  die 
wij  door  l  aanduiden ,  in  één  vlak  Y  liggen ,  dat  niet  door  p 
gaat.  De  overige  ^  («  —  1)  (n  +  2)  rechten  noemen  we  /'.  We 
krijgen  nu  ^  (n  —  l)(n  4  2)  snijpunten  Q  der  rechten  ¥  met  Y 
en  in(n-f-l)  snijpunten  R  der  reohten  /  onderling.  Het 
snijpunt  van  p  en  Y  noemen  we  weer  S. 

Men  heeft  nu  de  volgende  groepen  xvan  figuren ,  die  aan  de 
vraag  voldoen: 

a)  Een  C«.i  door  P  'in  een  vlak  door  p,  gesneden  door  de 
rechten  ^,  verbonden  met  de  snijlgn  van  Y  met  het  vlak  van 
C»-].   Het  aantal  dezer  oplossingen  wordt  door  B^-i  voorgesteld. 

b)  Een  Cj,.!  door  P  in  het  vlak  dat  p  met  een  der  punten 
Q,  b.v.  Q, ,  verbindt  en  rustend  op  de  ^(n^  +  n  —  4)  overige 
rechten  Z',  verbonden  met  de  rechte  8Qi.  Het  aantal  dezer 
oplossingen  is  J  (n  —  1)  (n  +  2). 

c)  Een  C»,  in  een  vlak  door  p  en  een  der  puntefi  R,  b.v. 
K,2,  die  door  P  en  Rj^  gaat  en  op  de  j  (n  —  l)(n  +  4)  overige 
rechten  rust.    Het. aantal  dezer  oplossingen  is  ^n(n+  1). 

Men  vindt  dus 

B„='B,-i +  (n^  +  n  -1), 
en  hieruit 

B«  =  Bi  +  S(w»  +  w~  1) 

3 

of,  daar  B,  =  1  is, 

B«  =  S  (n»  +  n  —  1 )  -=  i  n  (n»  +  8n  -  !)• 
1 

3.  We  gaan  nu  over  tot  de  eigenlijke  vr^tag.  Het  aantal 
oplossingen,  die  aan  de  voorwaarden  voldoen,  noemen  we  Dn. 
We  denken  weer  (n  +  1)  der  gegeven  rechten,  die  we  l noemen, 
in  één  vlak  Y  gelegen,  dat  niet  door  het  gegeven  punt  P 
gaat,  welke  rechten  elkaar  in  ^n{n  +  l)  punten  E  snjjdeu. 
De  overige  ^  (n^  +  n  +  2)  rechten  V  snijden  het  vlak  Y  in 
i{n^  +  n  +  2)  punten  Q. 
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Men  heeft  nu  de  volgende  groepen  van  figuren,  die  aan  de 
Traag  voldoen: 

a)  Een  C»-i  in  een  vlak  door  P ,  rustend  op  de 
^}(n  —  1)^  +  3  (n  —  l)-t  4|  rechten  T,  verbonden  met  de  sng- 
lijn  van  V  met  het  vlak  van  C».i.  Het  aantal  dezer  oplos- 
singen  is  D«.]. 

b)  Een  0.^1  in  een  vlak  door  de  rechte  PQ, ,  en  rustend 
op  de  i  ft  (tl  +  1)  overige  rechten  V,  verbonden  met  de  snjjlijn 
van  y  met  het  vlak  van  G».!.  Ieder  der  punten  Q  geeft  A«-i 
oplossingen ;  deze  groep  bevat  dus  i  (n'  -f  n  +  2)  An-i  oplos- 
singen. 

c)  Een  Cn-i  in  het  vlak  PQiQ,,  rustend  op  de  ^(n— 1X^+2) 
overige  rechten  l\  verbonden  met  de  lijn  QiQa*  Ieder  paar 
punten  Q  levert  één  oplossing ,  zoodat  men  hier  inijn+lYn*  f  n+2) 
figuren  vindt. 

d)  Een  Cn  door  het  punt  B,2i  in  een  vlak  door  de  Ijjn 
PIli2,  rustend  op  de  ^^(n-f  3)  overige  rechten  l  en  l\  Ieder 
punt  R  levert  Bn  oplossingen;  hier  vindt  men  dus  }n(n  +  1)  Bn 
oplossingen  Nu  zijn  echter  de  krommen  door  R,,  en  B^ 
tweemaal  in  rekening  gebracht ,  nl.  eens  bij  de  krommen  door 
R,2  en  nog  eens  bij  de  krommen  door  R34.  Het  aantal 
puntenparcn  R  met  vier  verschillende  aanwgzers  bedraagt 
J.in(/i  +  l).i(n-2)(n-l)  =  4(n-2)(n-l)n(n-M); 
dit  is  dus  het  aantal  krommen  Cn$  die  tweemaal  in  rekening 
gebracht  zijn.    Het  aantal  oplossingen  van  de  vierde  soort  is 

derhalve  in (n  +  1) B»  —  i (n  - 2) (n  —  1) n («  +  1). 
Men  heeft  dus  do  betrekking 

D.=  D.-1  +  i (n^+n  +  2)  A,-i  +  in  (n+  l)(n>  +  n  +  2)  + 

+  4  n  (n  +  1 )  B.  -  i  (n  -  2)  (n  -  l )  n  (n  +  1 ) 
of 

D»  =  D,_i  +  i  (n«+n+2)  A«-i  +  i  n  (n+l)  B,  +  i  «« (n+ 1). 

Substitueert  men  hierin  voor  Am-i  en  B*  hun  waarden,  dan 
vindt  men 

D«  =  D,-i  +  i  n  («  +  l)  (2n'  +  3n2  4-  3n  —  2) , 
cn  hieruit 

D«  =  D,  -I  JSn0i  +  l)(2n»  +  3n»  +  3n-2), 

1 
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of  daar  D,  =  2  is , 

D,  =  i  Sn(«+l)(2n*  +  3n»  +  8n- 2)    of 
1 

D.  =  g^e  n  (n  +  1)  (n  +  2)  (2n'  +  6n^+  7n  -  3). 

Dit  is  het  gevraagde  aantal. 

Opmerking.  Dit  aantal  is  langs  anderen  weg  afgeleid  door 
H.  Kreij  (Ueber  Systeme  v<m  Plancurven^  Acta  Mathematica, 
YII,  79).    Men  vindt  daar  ook   een  afleiding   vao   het  getal 

A.  (bl.  78). 

Vraagstuk  LXIX. 

K  14  f.  De  vierhoek  ABCD  is  het  grondvlak  van  een  pyramide, 
die  T  tot  top  heeft.  De  opstaande  ribben  worden  door  een  vlak 
in  de  punten  A',  B',  C',  D'  gesneden.  Men  steil  TA'  =TA:p, 
TB'  =  TB  :  .^ ,  TC'  =  TC  :  r ,  TD'  =  TD  :  j.  Welke  betrekking 
bestaat  er  tusschen  p^  q^  r,  s  en  de  afstanden  a^  b^  c ^  d  van  A, 

B,  Cy  D  tot  het  snijpunt  der  diagonalen  AC,  BD?    (F.  Schuh.) 

Opgelost   door  T.  J.  Allersma,   J.  A.  Barrau,  H.  Breme- 

KAMP,  E.  J.  M.  VAN  DE  LAARSCHOT,  F.  SCHUH,  Dr.  C.  StOLP, 

Dr.  H.  DE  Vries  en  C.  Wafelbakker. 

Oplossing  van  F.  Scuuh  en  Dr.  C.  Stolp. 

Wij  stellen  de  inhouden  van  TABCD,  TBCD,  TACD  enz. 
door  I,  Ia,  Ib  enz.,  de  inhouden  van  TA'B'C'D',  TB'C'D'  enz. 
door  r,  I'a  onz.  voor. 

Pyramiden  met  gelijke  hoogten  verhouden  zich  als  hun  grond- 
vlakken; men  heeft  dus 

Ia  :  I  =  c  :  (a  -f  c)    en    Iq  :  I  =  a  :  (a  +  c). 

Pyramiden  met  een  gemeenschappelijkcn  drievlakkenhoek 
verhouden  zich  als  de  producten  der  ribben  om  dien  drievlak- 
kenhoek; derhalve  is 

I'a  :  Ia  =  1  :  qrs    en    1'c :  Ic  =  l  :  spq, 

üit  deze  vier  betrekkingen  vindt  men 

I'a  :  I  =  c  :  (a  +  c)  qrs    en     I'c :  I  =  a  :  (  a  -f  c)  spq  , 
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cn  hieruit  door  optelling 

r  :  I  =  {ar  +  cp)  :  (a  +  c)  pqrs. 

Vervangt  men  elk  hoekpunt  der  pyramiden  door  het  volgende, 
dan  wordt  hieruit  afjg;eleid 

r  :  I  =  (6s  -f  dq)  :  (b  j-  d)  pqrs. 

Do  £9vrfkagde  betrekking  is  dus 

(a  +  c){bs  +dq)  =  (b  +  d)j,ar  +  cp), 


of 


ah  (r  —  5)  -f-  cd  (p  —  q)  =  bc{8  —  p) -\-  da  (q  -  r). 


Oplossing  van  H.  Bremrkamp  ,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot, 

en  fi.  ^>Vafelbakker. 

We  beschouwen  T  als  oorsprong  van  een  rechthoekig  coör- 
dinatenstolsel,  waarvan  het  XY-vIak  evenwijdig  loopt  met 
ABCD.  De  coördinaten  van  A,  B,  C,  D  stellen  we  door 
(xi,  Jfi,  A),  (*a,  y»,  }),  {xs.  ys/*).  (a-i.  Vi,  A)  voor;  danzpn 
dé  coördinaten  van  A*",  B',  C',  D'  achtereenvolgens 

/5l  11  Jl.\  ,/fi  y«  A\  /^  y»  A\  ïfi  i^  i.). 

\p'p'p}'\q'q'  J.'Vr.'  r  '   rj'.l»   '    s   '    s/ 
Daar  deze  vier  punten  in  een  plat  vlak  liggen,  heeft  men 

^3  V2  Ir 

X4  y4  1  s 

of 

I? A|  —  5 Aa  +  r A3  ~  5A4  =  O , 

waar  A] ,  A2,  As,  A4  de  oppervlakken  van  BGD,  ACD,  ABD, 
ABC  voorstellen. 

Zijn  A, ,  ^2)  ^3 )  ^4  ^®  afstanden  van  A,  B,  C,.D  tot  de 
diagonalen  v^n  ABQD,  df^n  kan  de  gevonden  betrekking  ver- 
vangen worden  door 

pib  +  d)h  +  r{b  +  d)h,=qia  +  c)h^  +  s(a  +  c)  h^ 

,'-,■♦  •  •  •• 


=  0 


.     .  .  _       ♦ 

Nu   18  evenwel  hx  *  d  =  1}^  \  o ■=h^  \  'c  =  hi  \  d ^    2oodat   men 
ten  slotte  vindt 

{ar  +  c/))  (6  +  ^  =  {hs  +  dq)  \a  +  r). 


Vraagstuk  LXX. 

II..       I 

L'  5  e.     Te  bewijzen  dat  een  parabool  haar  ontwondene  in  twee 
punten  aanraakt.  (Dr.  W.  A.  Versluvs) 

Opgelost   door   C.  -VAK  Aller  ,   F.  Schuh  ,    Dr.  C.  Stolp  , 
Dr,  W.  A.  Versluvs  en  Dr,  H,  de  Vries, 

Oplossing   van  Ör.  C.  BipoL^. 


I  • 


Neemt  men  de  as  der,  parabool  als  de  x-as,  de  topraaklijn 
als  y-as  aan,  dan  zijn  de  vergelijkingen  van  de  parabool  en 
haar  ontwondene 

y»  =  2px    fen     27py*  =  81(a;  —  |})* 

en    worden   dus   de  abseissen  van  de  snjjpunten  de)*  krommen 

gevonden  uit 

2'7|>»i  =  4  (aj  -  pf. 

Na  ontwikkeling  en  vereenvoudiging  vindt  men  hieruit 

(K:'!l:'*-"!t':":°- 

Deze  derdemacntsvergeT(jking  heett  de  drie  wortels  4,  — ^, 
•—  \  j  waarvan  er  twee  gelijk  zgn.  Deze  laatste  wijzen  op 
raakpunten  van  de  twee  krommen  met  abscis  x  =  ^  lp.  Daar 
de  vergelijking  x  =  —  ip  op  zich  zelve  beschouwd  de  richt- 
lijn  voorstelt,  kan  men  ook  zeggen,  dat  de  parabool  haar 
ontwondene  raakt  in  de  onbestaanbare  punten ,  waarin  zij  haar 
richtlijn  snijdt. 

VraaÈ:stuic  t.XXI. 

L^  5  e.  Te  bewijzen  dat  een  middelpuntskegelsnede  haar  ont- 
wondene in  vier  punten  raakt.  (Dr.  W.  A.  Versluvs.) 

0,p gelost  door  C.  van,  Aller.  F.  Schuh,  Dr.  C.  Stolp, 
Dr.  W.  A.  vERisLUVs  ^/i  Ör.  fï.  de  Vries. 
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Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Do  assenyergelijking  eener  iniddelpuntskegelsnedo  od  de  fsr- 
gelijking  van  haar  ontwondene  zijn 

-^  +    J     ,  =  l  en  a^a^-\-(a*^c^)iy^  =  d. 
0^       a*  ^  c* 

Do  abscissen- vergelijking  van  de  snijpunten  decor  krommen 
vindt  men  door  v'  uit  de  eerste  vergelijking  op  te  lossen  en  in 
de  tweede  te    ubstitueeren.    Men  vindt 

aia:i  +  (fl«  — c»)§|^'""^^'j   =  et 

Voert  men  do  numerieke  excentrioiteit  c  in,  dan  is  c  =  €a; 
wordt  verder  de  halve  as  als  lengte-eenheid  beschouwd,  dan 
kan  de  laatste  vergelijking  aldus  geschreven  worden 

P  =  ajl  +  (l- c«)i(l-»>)*  — a=Ü.    .     .    .    1). 

Hieruit  vindt  men  door  differentiatie 

F  =  ?  a?-i  —  f  (1  —  *«)*a:(l  -  x*yi  =  O  ....  2). 

De  wortels  die  1)  en  2)  gemeen  hebben,  zgn  die,  welke  in 
1)  tweemaal  voorkomen ,  en  dus  de  abscisson  van  de  raakpunten 
der  kegelsnede  met  haar  ontwondene. 

Om  2)  op  te  lossen  beginnen  wij  met  den  laatsten  term  uit 
het  eerste  lid  in  het  tweede  over  te  brengen  en  beide  leden 
met   I X*  (1  —  a^)^  te  vermenigvuldigen ,   waardoor  wij  krijgen 

(1  ^^)i  =  (l-f«);a:». 

Na  beide  leden  tot  de  derde  macht  verheven  te  hebben, 
trekken  wij  er  den  vierkantswortel  uit;  wij  vinden  dan  de 
twee  vergelijkingen 

1  -a:«=±:(l  — £»)««, 

±  l  ±1 

die  tot  wortels  hebben     x  =  — en  ^  =  — 5—  • 

|/2  -  £«  t* 

De  substitutie  van  de  eerste  twee  waarden  in  het  eerste 
lid  van  1)  geeft 

P  =  (2--€»)ï~-|4, 
een    waarde,    die   niet    nul   kan  zijn,   daar  i'  van  de  eenheid 
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verschilt.    De  substitutie  van  de  waarden  x  =  ^^  geeft  daar- 

entegen  F  =  0,   zoodat  deze  wortels  in  1)  dubbel  voorkomen. 

X  c 

Schrijven  wij  weer —  voor  x  en  —    voor   t,    dan  hebben 

a  a 

Wij  als  abscissenvergelijkingen  voor  de  raakpunten 


X  =  —  en  re  =  — 


c  e 

Deze  uitkomst  in  verband  beschouwende  met  die  van  het 
vorige  vraagstuk,  zien  wij ,  dat  elke  kegelsnede  haar  ontwondene 
raakt  in  de  punten,  waarin  zij  haar  richtlijnen  snijdt. 


Vraagstuk  LXXII. 

H'  5  C  ^.  Te  bewijzen  dat  de  cissoide  van  Diocles  haar  ont- 
wondene aanraakt  in  de  punten,  waarvan  de  raaklijnen  door  de 
cyclische  punten  gaan.  (Dr.  W.  A.  Versluys.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller  ,  F.  Schuh  ,  Dr.  W.  A.  Versluys 
en  Dr.  H.  de  Vries, 

Oplossing  van  C,  van  Aller. 

De  in  N^.  70,  71  en  72  genoemde  stellingen  zijn  begrepen 
in  de  volgende  meer  algemeene  stelling ') :  ledere  kromme 
raakt  hare  ontwondene  in  elk  der  punten,  waarin  zij  door  hare 
isotrope  raaklijnen  wordt  aangeraakt.  (Picqübt  ,  Traite  de  Oé- 
ometrie  Analytique  p.  235).  Daar  bij  een  kegelsnede  de  richt- 
lijnen de  verbindingslijnen  der  raakpunten  van  hare  isotrope 
raaklijnen  zijn,  vindt  men  daar  de  bedoelde  raakpunten  in  de 
imaginaire  punten,  waarin  de  kegelsnede  door  hare  richtlijnen 
^ordt  gesneden. 

Bij  de  cissoïde ,  een  kromme  van  den  derden  graad  met  een 
keerpunt  en  dus  van  de  derde  klasse,  kan  men  uit  elk  der 
cyclische  punten  drie  raaklijnen  trekken.  Uit  de  vergelijking 
a;  (x*  -f-  y^)  "  2a^*  =  O ,  waarbij  a  den  straal  van  den  cirkel 
voorstelt,  waaruit  de  cissoïde  wordt  afgeleid,  blijkt  echter  dat 


^)    Deze  stelling^  is  door  de  heeren  Schuh  en  db  Ybibs  opnieuw  bewezen. 

(Red) 
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de  kromme  door  de  cyclische  punten  gaat.  Het  gevolg  hiervan 
18,  dat  van  de  drie  raaklijnen  uit  een  cyclisch  punt  aan  de 
cissbïde  getrokken  e^  twee  met  de  raaklijn  in  dat  punt  aan  de 
cissoïde  samenvallen.  De  derde  raaklijn  alleen  heeft  haar  raak- 
punt op  eindigen  afstand;  de  coördinaten  Van  dit  punt  vindt 
men  door  de  snijpunten  te  zoeken  véin  de  eerste  poolkramrae 
van  een  cyclisch  punt  mot  de  cissoïde;  drie  snijpunten  vallen 
samen  met  het  keerpunt,  twee  met  bet  cyclisch  punt,  het  zesde 
snijpunt  is  het  gezochte  raakpunt.  Men  vindt  hiervoor  gemak- 
kelijk X  =^  ^  a  en  y  =  ±  \^  ia.  De  cissoïde  raakt  hare  out- 
Wonderie  dus  in  deze  punten  enkelvoudig  kkn. 


Vraagstuk  LXXIII. 

K  22  b.  Gegeven  zijn  een  willekeurig  omwentelingsoppervlak 
met  as  ö  én  dè  rechte  /  evenwijdig  met  a.  Men  beschoüi^t  het 
regelvlak  R,  dat  gevormd  wordt  door  de 'raaklijnen  van  O,  die  / 
loodrecht  snijden.  Hoe  construeert  men  de  raaklijn  in  een  punt 
der  kromme  volgens  welke  R  en  O  elkaar  raken? 

(Dr.  H.  DE  Vries.) 

Opgelost  iiaor  J.  A.  Barrau  ,  H.  Bremekamp  ,  E.  J.  M.  van 
DE  Laarschot,  F.  Schuh  ,  F.  J.  Vaes  ^n  Dr.  H.  de  Vries. 

Op  lossing. 

Wy  plaatsen  het  horizontale  projectievlak  loodrecht  op  de 
rechten  l  en  a,  en  noemen  hun  voetpunten  L  en  A.  Ieder 
horizontaal  hulpvlak  snijdt  nu  het  omwentelingsoppervlak  vol- 
gens een  of  meer  cirkels,  die  zich  op  het  horizontale  vlak  in 
ware  grootte  projecteeren  als  cirkels  mét  het  middelpunt  A. 
De  projecties  der  in  dat  hulpvlak  gelegen  rechten  van  R  zijn 
de  raaklijnen  uit  L  aan  die  cirkels ;  hun  raakpunten  liggen  op 
den  cirkel  C,  beschreven  op  de  lijn  LA  als  middellijn.  Hieruit 
volgt,  dat  de  ruimtekromme,  volgens  welke  de  oppervlakken 
R  en  O  elkaar  aanraken ,  de  doorsnede  is  van  O  met  den  ver- 
ticalen omwentelingscylinder,  die  den  cirkel  C  tot  doorgang  heefft. 

Moet  nu  in  een  punt  P  de^er  kromme  de  raaklijn  geconstru- 
eerd worden ,  dan  heeft  men  slechts  de  raakvlakken  in  P  aan 
den  èylinder  en  aan  het  oppervlak  O  aan  te  brengen  en  deze 
met'  elkaar  te  snijden. 
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Het  ^iskuDdig  Genootschap  onder  de  zinspreuk:  ^Een  onur- 
moeide  arbeid  komi  allee  te  hoven  ^^^  opgericht  in  1779,  tracht  de 
beoefening  der  Wiskunde  te  berorderen  door 

a)     het  houden  van  vergaderingen, 

h)     het  uitgeven  van  tijdschriften, 

c)  het    uitgeven    van  een  reeks  vraagstukken  ter  oplosaing   voor 
de  leden,  later  gevolgd  door  de  oplossingen, 

d)  het  uitschrijven  van  prijsvragen , 

e)  het  inrichten  eener  boekerij ,  enz. 

De  vergaderingen  worden  zooveel  mogelijk  maandelyks  te  Amster- 
dam gehouden  ,  in  de  maanden  van  October  tot  Maart. 

Het  tijdschrift  ^Revue  aemestrielle  des  puólicaiions  malhétnatiquts" 
tracht  in  den  kortst  mogelijken  tijd  beknopte  opgaven  te  verschaffen 
omtrent  de  in  do  verscllillende  wiskundige  tijdschriften  opgenomen 
verhandelingen,  tiet  verschijnt  jaarlijks- in  twee  stukken,  ieder  van 
ruim  honderd  bladzijden. 

Het  tijdschrift  getiteld  ^ Nieuw  Archief  voor  Wiskunde*^  gere- 
digeerd door  Dk.  J.  0.  Klutver  te  Leiden,  Dr.  D.  J.  Korteweo  m^ 
Amsterdam  en  Dr.  P.  H.  Schout  e  te  Groningen  bevat  wiskundige 
verhandelingen.  Elke  t^>ee  jaar  verschijnt  een  deel,  bestaande  uit 
vier  stukken  van  ongeveer  vijf  vel  druks. 

De  voornaamste  der  door  de  leden  ingezonden  oplossing^en  vao 
de  voorgestelde  vraagstukken  worden  gepubliceerd  in  de  ^  Wiskundig*^ 
Opgaven^"  geredigeerd  door  Dr.  J.  De  Vries  te  Utrecht.  Elk  deel 
bevat  de  oplossingen  van  200  vraagstukken  in  ruim  400  bladzijden;  het 
verschijnt  in  twee  of  drie  jaar  en  bij  stukken  van  ongeveer  vier  vel  druks. 

Jaarlijks  wordt  door  het  Genootschap  een  twaalftal  prijsvragen 
uitgeschreven.  Zij,  die  na  verloop  van  tijd  tien  prijsvragen  hebben 
beantwoord,  verkrjjgen  den  titel  van  lid  van  verdienste. 

De  bibliotheek,  waarvan  de  boeken  op  aanvraag  by  Dr.  C.  P. 
BcKGER,  bibliothecaris  van  de  Universiteits-bibliotheek  te  Amsterdam, 
aan  de  leden  worden  verzonden,  is  op  de  hoogte  van  den  tijd ,  daar 
het  Genootschap  in  ruiling  is  met  de  voornaamste  wiskundige  g^oot- 
schappen  in  het  buitenland. 

De  jaarlijksche  contributie  van  de  leden  der  V  .>(  .'ging  bedraagt 
f  5,00  (entree  /  1,00). 

Zij,  die  nog  geen  lid  zijn  en  mochten  y'::\*^  .:on  i.l  ie  worden, 
gelieven  zich  aan  te  melden  bij  den  Ondervour/*  •  l-  .  5k  Cok- 
UKQH,  Van  Breestraat  143  ,  Amsterdam. 
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MBT   DE 


OPLOSSINGEN 


DOOR  DE 


LEDEN  VAN  HET  WISKUNDIG  GENOOTSCHAP 


TER  SPREUKE  VOERENDE 


,,Eea  onTermoeide  arbeid  komt  alles  te  boTen'' 


NEGENDE    DEEL. 

3<i«  Stuk. 


AMSTERDAM 

DELSMAN  EN  NOLTHENIUS 

1905. 


Ter  bevordering  eener  geregelde  toezending  van  de  drukwerken  van  het  Genoot- 
>cliap,  wonit  don  loden  beleefd  venocht  bij  verhuizing  hun  nieuw  adreo  op  te 
^evea  aan  Dr.  D.  COEUNGH,  Ondervoorzitter  van  hot  Genootschap,  Amsterdam, 
Mauritokade  58. 
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Vraagstuk  LXXIV. 

M'  4  i  S.  Door  een  gegeven  lemniscaat  een  ringoppervlak  te 
brengen,  zoodat  de  gegeven  kromme  de  doorsnede  van  dit  opper- 
vlak met  een  van  zijn  raakvlakken  is.  (Dr.  H.  de  Vries). 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  F.  Schuh  ,  F.  J.  Vaes  en 
Dr.  H.  DE  Vries. 

Oplossing. 

Zg  OZ  de  omwentelingsas  van  den  ring,  O  het  voetpunt  van 
de  loodlijn  uit  het  middelpunt  M  van  den  voortbrengenden 
cirkel  op  OZ  neergelaten.  Nemen  wg  het  vlak,  dat  door  OM 
wordt  beschreven  tot  ;::y-vlak,  de  Ign  OZ  tot  z»9a  van  een 
rechthoekig  coördinatenstelsel ,  stellen  OM  =  d ,  den  straal  van 
den  voortbrengenden  cirkel  =  c,  dan  is  de  vergelgking  van 
het  ringoppervlak 

(«*  +  y*  +  «^  +  eP  — c»)*  =  4(P(a^  +  y«)     .     .     .  1). 

Zal  de  doorsnede  van  een  raakvlak  met  dit  oppervlak  een 
lemniscaat  zijn ,  zoo  moet  deze  doorsnede  twee  symmetrie-assen 
door  het  raakpunt  hebben;  dit  is  alleen  mogelijk,  indien  het 
raakvlak  evenwijdig  is  aan  OZ.  Wij  kunnen,  zonder  aan  de 
algemeenheid  van  de  oplossing  te  kort  te  doen,  aannemen  dat 
het  raakvlak  evenwijdig  is  aan  het  y^-vlak ;  de  vergelijking  van 
het  raakvlak  is  dan 

ip  =  d  —  c 2). 

Voor  de  doorsnede  van  1)  en  2)  heeft  men 

(jf^J^z^  —  4cdy^  +  4d  (d  —  c)  «»  =  O . 

2ial  deze  doorsnede  nu  een  gegeven  lemniscaat 

sgn,  zoo  moet  voldaan  wezen  aan 

4cd  =  2a*  en  4d  (d  -  c)  =  2a* , 
of  aan 

d  =  a   en    c  =*  ^  a. 

khsoo  moet  de  straal  van  den  voortbrengenden  cirkel  de  helft 
yan,  en  de  straal  van  den  door  het  middelpunt  beschreven 
cirkel»  gelgk  aan  de  constante  a  der  lemniscaat  zijn. 

WmK.  Opo.  .  DL  IX.  H 
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Vraagstuk  LXXV. 

H'  9  d.  Men  beschouvt  het  oppervlak  gevonnd  dooi  alle 
kegeUnedeo  welke  io  evenwijdige  vlakken  liggen  ao  vijf  elkair 
kruisende  rechten  snijden.    Te  bepalen  den  graad  van  dit  oppervlak, 

het  aantal  in  lijnenparen  ontaarde  kegelsneden  en  de  meetkundige 
plaatsen  der  middelpunten ,  brandpunten  en  asymptoten  der  bedoelde 
kegelsneden.  (Dr.  H.  ds  Vries.) 

Opgelost  door  Dr.  W,  Bouwm4N,  Dr.  C.  Stolp  ^/r  Dr.  H.  de  Vries, 

Oplossing   van  Dr.  Ct  Stolp. 

1.  Het  vlak  van  een  der  kegelsnedea  worde  als  ^Ey-vlak 
aangenomen.  De  vergelijkingen  der  gegeven  rechten  habben 
in  het  algemeen  de  gedaante 

X  ^  atz  +  bjtj  y  =  Ci»  +  di  (i  =  1 ,  2,  S,  4,  5). 

Een  vlak  evenwijdig  met  XOY  sngdt  de  rechten  in  6  panten 
{Xij  yif  z)j  en  de  kegelsnede  do  Dr  die  punten  gelegd  heeft 
tot  vergelijking 

I 


Jt^ 

xy 

y* 

z 

y    1 

«.» 

«lyi 

y.* 

«l 

y.   1 

«»* 

a^a 

y.» 

^ 

ya  1 

a^» 

a^ys 

ya* 

*» 

y»  1 

«4» 

'tV* 

y«» 

Xt 

y«   1 

a's* 

«sVs 

y*» 

«5 

y.  1 

»0. 


Substitueert  men  hierin  xt  =  atz  +  bky  yk=^  ctz  -|-  <^*  i  ^^^ 
stelt  de  komende  vergelijkiag ,  als  z  veranderlgk  genomen  wordt, 
het  gevraagde  oppervlak  voor.  Dit  is  van  den  achtsten  graad; 
want  in  den  determinant  zyn  de  eerste  drie  kolommen  van  den 
tweeden  9  de  volgende  twee  van  den  eersten  graad. 

Wij  schrijven  de  vergelijking  in  den  vorm 

K  =  Aou*  +  2Boary  +  Coy*  -h  2D,q?  +  2B,y  +  2¥^  =  0. 

De  graad  van  defunctiënA,  B,  C,  D,  E,  F  is  aangewezea 
door  den  bij  ge  voegden  index. 

2.  Twintig  kegelsneden  ontaarden  in  IgnenparM ;  waal  de 
voorwaarde,  dat  een  kegelsnede  in  twee  rechten  uiieeavaUj 
wordt  uitgedrukt  door  de  vergelgkiog 
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Ao     Bfl     D, 
B„     O,     E,     =0, 
D,     E,     F, 
die  in  z  van  den  twiaiigsten  graad  is. 

3.  Op  de  gewone  wijze  het  middelpunt  van  een  der  kegel- 
sneden  bepaléüde,  heeft  men 

"  Bo»  -  A,C,  '  ^        Be»  -  AeCe   ' 

Vit  deze  yergelijkingen  blijkt,  dat  de  meetkundige  plaats  der 
middelpunten  een  kromme  yan  den  dertienden  graad  is,  en 
teyensy  dat  onder  de  kegelsneden  twaalf  parabolen  yoorkomen; 
hun  y lakken  worden  bepaald  door  Bo'  =  AoCq. 

4»  De  brandpunten  der  kegelsneden  worden  bepaald  door 
de  yergelgkingen  ') 

4BoK  =  KxEy , 

K.»^K,»  =  4(Ao-  Ce)K, 

TT  ^K        TT  ^^• 

waar  K»  =  -r-  ,   K,  =  ^-  is. 
dx  dy 

(B,a- AeCo)  a;y-(CoD,-BoE,)  y-(A6E,-BeD,)x4-BoF8-D,E,  =0 , 

(Bo*  -  AeOe)  o?  -  2  (CoD,  --  BoE,)  rr  +  E,^  -  CoFs  = 

=  (Bo*  ^  AflC,)  y»  -  2  (AeE,  ^  BoD,)  y  +  D,»  -  AePg. 


>)    Men  kan  desa  betrekkingen  aldos  afleiden. 

Be  raaklynen  uit  het  punt  (^i,  yi)  worden  voorgesteld  door 

vaar 

Deelt  men  beide  leden  der  vergelijking  door  «t^*,  vervangt  yi  :  x^  door  ±  ♦  en 
stelt  daarna  iPi  =  oo ,  dan  vindt  men  voor  de  raaklijnen  uit  de  imaginaire  cirkel- 
pnnten  de  vergelijkingen 

(A±2Bf  — C)K=[A^+  By  +  D  ±i»{Ba»  +  Cy  +  E)]». 

Bt  brandpunten  worden  dus «  ala  snijpunten  dezer  beide  lijnenparen ,  bepaald  door 

4BK=K*K,   en  K,»  — K,»  =  4(A- O)  K 

(Bbd.) 

11* 
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Door  elke  dezer  ▼ergelijkingen  beurtelings  in  yerband  te 
brengen  met  die  Tan  een  willekeurig  plat  vlak  y=px'\-qz+r, 
verkrijgt  men  vergelijkingen  van  den  vorm 

6,31:+ Hu  =  O,    L,2a:^  +  M,3a?  +  Nu  =  0. 

Door  eliminatie  van  x  vindt  men  hieruit 

LiaH^u  -  M,3G|,Hu  +  NuQ*,3  =  0. 

Deze  vergelijking  is  in  z  van  den  veertigsten  graad,  zoodat 
de  meetkundige  plaats  der  brandpunten  een  kromme  van  den- 
zelfden graad  is. 

5.    De  vergelgking  van  de  asymptoten  der  kegelsnede  is 

AJa-  — ii)»-f2Bo(a:-M)(y  — r)  +  Co(y-r)«  =  0, 

wanneer  men  door  u  en  r  de  coördinaten  van  het  middelpunt 
verstaat.  Vervangt  men  u  en  z;  door  de  onder  3.  gevonden 
uitdrukkingen,  dan  verkrijgt  men,  na  eenige  herleiding,  de 
vergelijking  ^) 

(AoCo  -  BM  (AoOJ»  +  2B^xy  +  C^y^  +  2li,x  +  2E,y)  + 

+  (AoE^  —  2BoD,E,  +  CfiD»,)  =  O, 

waaruit  blijkt,  dat  de  meetkundige  plaats  der  asymptoten  een 
regelvlak  van  den  twintigsten  graad  is. 

Opmkrkinoek.  I.  De  oorzaak  van  de  ontaarding  eener 
kegelsnede  is  gelegen  in  de  omstandigheid,  dat  haar  vlak  drie 
van  de  vgf  rechten  in  punten  van  ééne  rechte  sngdt.  Dit 
heeft  plaats,  wanneer  voldaan  wordt  aan  de  voorwaarde 


Xk    yk    1 
Xi    y»    1 

Xk   yk    1 


=  0, 


1)  Men  Yindt  deze  vergelijkiiig  langs  korter  weg  door  op  te  merken ,  dat  de 
kegelsnede  door  de  asymptoten  op  de  oneindig  ver  gelegen  rechte  wordt  geraakt, 
zoodat  de  Torgelijking  van  het  door  de  asymptoten  gevormde  I\jnenpaar  moet 
wezen  ka^  +  %Bafy  -^  Cy*  +  %Dx  +  ^Ey  -|-  F  =  0.  Voor  den  term  F'  visdt 
men,  door  de  voorwaarde 

A      B     D 

=  0 ,  de   uitdrukking   F  =  ^— —^ . 


B 
D 


C     E 
E     F 


AO  — B» 


(Rkd.) 
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welke  2  waarden  voor  z  levert.  Daar  nu  A,  f,  A;  drie  ver- 
Bcbillende  getallen  zijn  van  de  yijf  1^  2,  8,  4,  5  en  men  tien 
verschillende  groepen  van  drie  rechten  uit  de  vijf  gegeveoe 
kan  maken ,  heeft  men  tien  vierkantsvergelijkingen  met  twintig 
verschillende  waarden  van  2,  wat  met  de  beschouwing  onder. 
2.  overeenstemt. 

IL  Tot  het  kegelsnedenoppervlak  kunnen  ook  platte  vlakken 
behooren  met  kegelsneden ,  die  al  of  niet  in  rechtenparen  ont- 
aard zgn.  Zijn  b.v.  de  vlakken  der  kegelsneden  evenwijdig  met 
een  rechte  /,  die  op  vier  van  de  vijf  gegeven  rechten  /«  rust, 
dan  is  er  één  vlak,  dat  deze  rechte  bevat  en  de  vijfde  rechte 
in  een  punt  P  snijdt.  Elke  in  dit  vlak  door  P  gaande  rechte 
vormt  met  /  een  lijnenpaar,  dat  op  de  vijf  gegeven  rechten  rust. 

Onderstelt  men,  dat  de  vlakken  der  kegelsneden  evenwijdig 
sijn  met  één  der  gegeven  rechten,  dan  behoort  het  vlak,  dat 
deze  rechte  bevat,  tweemaal  tot  het  gevraagde  oppervlak.  Het 
snijdt  namelijk  de  overige  vier  rechten  in  de  vier  basispunten 
van  een  kegelsneden  bundel ,  terwijl  de  rechte  die  in  het  vlak 
gelegen  is,  elke  kegelsnede  van  den  bundel  in  twee  punten 
sngdt. 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

1.  Wij  noemen  de  gegeven  rechten  fi(t  =  1  .  .  .  5),  de 
snglijn  der  evenwijdige  vlakken  /»,  en  bepalen  den  graad  van 
het  oppervlak  met  behulp  van  het  beginsel  van  het  behoud 
Tan  het  aantal ,  nadat  wij  nog  een  willekeurige  rechte  /^  hebben 
aangenomen.  Daartoe  onderstellen  wij  dat  7i ,  l^^  1^  de  lijn  l^o 
sngden.  In  elk  der  vlakken  f« /{(t  =  1,  2;  3)  ligt  dan  één 
kegelsnede,  die  tweemaal  aan  de  vraag  voldoet,  omdat  zg  de 
lijn  li  tweemaal  ontmoet;  zoodoende  vinden  wij  6  kegelsneden. 
Verder  bepaalt  ?«  met  h-  h*  h  ^  transversalen;  elke  dezer 
transversalen  vormt  met  /«  een  kegelsnede  die  aan  de  vraag 
Toldoet.  Het  gezochte  aantal  bedraagt  dus  8,  en  hieruit  volgt 
dat  het  bedoelde  oppervlak  een  0^  is  met  zesvoudige  rechte 
foo  ;  want  in  ieder  vlak  door  /»  ligt,  behalve  /»  zelve,  slechts 
één  kegelsnede. 

2«  Het  aantal  op  /»  rustende  lijnenparen  van  het  oppervlak 
bedraagt  20 ;  men  kan  n.1.  de  5  rechten  2i  op  10  verschillende 
wijzen  3  aan  3  samenvatten ,  en  elk  dezer  groepen  bezit  2  door 
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Z«  geeneden  traDsyersalen.  In  elk  vlak  door  /«  ea  één  d?sev 
transversalen  ligt  een  ontaarde  kegelsnede  van  O®,  gevomc^ 
door  deze  transyersaal  en  de  lijn  die  de  sngpunteA  van  h^t 
bedoelde  vlak  met  de  beide  overige  rechten  l  verbindt;  bet 
aantal  lijnenpaien  bedraagt  dus  inderdaad  20. 

3.  Om  de  meetkundige  plaats  van  de  middelpunten  der 
kegelsneden  te  vinden ,  is  het  noodig  het  aantal  parabolen  iran 
0^  te  bepalen.  Alle  parabolen,  die  /„  aanraken  en  op  /f,  /j, 
/3 ,  {4  rusten ,  vormen  een  oppervlak ,  viraarvan  wg  den  graad 
sullen  bepalen ;  dit  getal  vrijst  dan  het  aantal  parabolen  van 
0^  aan.  Nu  liggen  in  ieder  vlak  door  {«  2  parabolen ,  die  op 
^19  hj  '39  U  rusten.  Het  aantal  kegelsneden ,  die  door  2  gege- 
ven punten  gaan  en  op  4  gegeven  rechten  rusten ,  bedraagt  4; 
nemen  wij  nu  op  /«  3  punten  P»,  Q»,  R«>  zoodanig  aan  dat 
P»  tusschen  de  andere  twee  ligt,  dan  vinden  wg  4  kegel- 
sneden door  Pao  en  Qoo,  en  4  door  P»  en  B«,  dus  8  door  P»; 
deze  gaan  alle  in  parabolen  over  wanneer  Q»  en  B«  oneindig 
dicht  naast  Pod  komen  te  liggen,  terwijl  hun  aantal  niet  ver* 
andert,  omdat  een  kegelsnede  met  /«  niet  8  opewivolgeBde 
punten  gemeen  kan  hebben.  De  lijn  /«  is  dus  voor  het  door 
de  parabolen  gevormde  oppervlak  een  achtvoudige  rechte, 
zoodat  de  graad  van  dit  oppervlak  12  is,  en  het  aantal  para- 
bolen van  O*  evenzeer  12  bedraagt.  *) 

Hieruit  volgt  dat  de  meetkundige  plaats  der  ipiddelpnotei^ 
van  de  kegelsneden  van  0^  met  {«  12  punten  gemeen  l^eeft; 
in  ieder  vlak  door  Z»  ligt  slechts  één  kegelsnede,  dus  «IfBchtf 
één  middelpunt,  zoodat  de  gezochte  meetkundige  plaats  eai^ 
ruimtekromme  van  den  13®"  graad  is  die  in  12  punten  pp  L 
rust,  dus  van  het  geslacht  nul  is. 

4.  Noemen  wij  het  vlak  van  een  der  12  parabolen  Y^,  en 
zij  Pao  haar  raakpunt  met  U.  Beschouwen  wij  eenige  standen 
van  het  om  U  draaiende  vlak  Y  aan  weerszijden  en  in  de 
onmiddellijke  nabijheid  van  Yp,  dan  liggen  in  de  vlakken  aan 
de  eene  zijde  uitsluitend  kegelsneden ,  die  /»  niet  snijden ,  aan 
de    andere   zijde   uitsluitend  kegelsneden,   die  /»  wel  snijfden; 


>)    De   kegelsneden   van  0^  snijden  op  Ifj^  een  puntenstelsol  (6,  6)  in;  de  12 
coineidenties  vac  dit  stelsel  zijn  de  raakpunten  der  op  0^  gelegd  ptraMes. 
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QMBtrueerl  iben  uit  voor  deaee  kegelsMcleii  de  middelpunteit , 
daA  blijkt  onmiddelli)k ,  dat  deze  pnnten  alle  aa»  d02e]fde  zijde 
▼aa  Yp  liggen;  R'^  moet  dus  ia  P«  het  vlak  Y^,  ontmoeten 
tonder  het  te  snfjden,  het  dus  aanraken.  Na  heeft  in  het 
algemeen  iedere  rechte  g,  die  U  snijdt,  in  die  doorsnede  met 
O®  MS  pnnten  gemeen;  een  rechte  g  door  P«,  en  in  Yp  gele- 
gen,  heeft  eehter  met  0^  nog  slechts  één  punt  gemeen,  zoodat 
voor  zulke  rechten  g  het  punt  P«  7  snijpunten  yertegenwoordigt; 
hieruit  volgt  dat  R'^,  wier  raaklijn  in  P»  eveneens  tot  deze 
in  Yp  gelegen  rechten  g  behoort,  in  elk  der  12  punten ,  die  zg 
met  /«  gemeen  heeft,  het  oppervlak  O®  in  7  samenvallende 
punten  sngdt.  Het  volledig  aantal  snijpunten  van  0^  en  R'^ 
bedraagt  8x13=104;  hiervan  liggen  er  volgens  het  boven- 
staande 7x12  =  84  op  /«;  de  overblijvende  20  zijn  de  middel- 
punten der  20  lijnenparen  van  0^ 

5.  In  ieder  vlak  Y  door  l^  liggen  4  brandpunten;  beschou- 
wen wij  deze  als  de  snijpunten  der  raaklijnen  uit  de  cyclische 
punten  T],  T2  van  /«d»  dan  is  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  voor 
een  parabool  2  brandpunten  met  Tj  en  Ta  samenvallen  9  terwijl 
een  derde  in  het  raakpunt  Pao  ligt.  De  meetkundige  plaats 
der  brandpunten  sngdt  U  dus  in  de  12  punten  P»  en  bezit 
in  Tl  en  T2  2  geïsoleerde  twaalfvoudige  punten;  behalve  deze 
36  punten  bevat  ieder  vlak  door  /«  er  nog  4;  zij  is  dus  een 
ruimtekromme  van  den  40®*^  graad.  Deze  R^  heeft  met  0^ 
320  punten  gemeen.  Om  te  vinden  hoeveel  van  deze  punten 
op  'oo  liggen,  beschouwen  wij  weer  een  der  12  vlakken  Vp  en 
eenige  standen  van  Y  aan  weerskanten  van  Y,.  Op  dezelfde 
wijze  als  hierboven  blgkt  dan  dat  R^^  dit  vlak  in  do  punten 
^n  ^2  9  PoD  moet  aanraken;  de  raaklijnen  in  I,  en  I,  hebben 
echter  in  deze  punten  met  0^  niet  meer  dan  6  punten  gemeen 
en  daaruit  volgt  dat  de  cyclische  punten  niet  meer  dan  144 
snijpunten  vertegenwoordigen.  De  12  punten  P»  gedragen 
zich  eenigszins  ander»;  ook  in  deze  punten  raakt  R^^  de  vlakken 
Yp  aan,  maar  nu  hebben  de  raaklijnen  in  deze  punten  met 
O*  telkens  7  pnnten  gemeen;  bovendien  echter  onderscheidt 
zich  R*'^  hierin  van  de  R*'  der  middelpunten,  dat  terwijl  deze 
bg  den  doorgang  door  de  punten  Pao  van  de  concave  zijde  der 
kegelsneden  naar  de  convexe  overgaat ,  dus  O®  in  deze  punten 
snijdt ,  do'  evntè  steeds  aan^  de  concave  njde  blijft  en  dus  nog 


168  WISKUNDIGE 

een  punt  meer  dan  R"  met  O*  gemeen  heeft;  hieruit  Tolgt, 
dat  de  12  punten  P«  96  verdere  sngpunten  opslorpen;  het 
volledig  aantal  anypunten  op  2«  is  dus  240,  zoodat  80  sngpunten 
buiten  Iw  liggen.  Deze  vallen  4  aan  4  samen;  want  wanneer 
een  brandpunt  op  de  kegelsnede  ligt,  ontaardt  deze  in  een 
Ijjnenpaar,  en  in  het  dubbelpunt  zgn  dan  de  4  brandpunten 
vereenigd.  Ook  op  deze  wgze  vinden  wij  dus  voor  het  aantal 
lijnenparen  20. 

6.  De  meetkundige  plaats  der  asymptoten  is  een  0^  met 
18-voudige  rechte  l^.  In  ieder  vlak  door  l^  liggen  toch  2 
asymptoten;  door  ieder  punt  van  /«  gaan  6  kegelsneden,  dos 
6  asymptoten;  bovendien  is  {od  voor  elk  der  12  parabolen 
asymptoot ,  terwijl  de  tweede  in  het  overeenkomstige  vlak  Y, 
oneindig  dicht  bij  baar  ligt,  maar  uitsluitend  in  dit  vlak  als 
met  /oD  vereenigd  mag  beschouwd  worden.  De  graad  van  het 
gezochte  oppervlak  is  dus  20,  wat  in  overeenstemming  is  met 
het  aantal  lijnenparen;  want  het  is  gemakkelijk  in  te  zien, 
dat  elk  der  5  lijnen  ïi  het  regelvlak  der  asymptoten  slechts 
kan  snijden  in  de  punten  waar  de  rechten  der  20  Ignenparen 
op  haar  rusten.  Hieruit  volgt  tevens  dat  0^  en  O^,  behalve 
de  40  rechten  der  20  lijnenparen ,  slechts  oneindig  ver  gelegen 
punten  gemeen  kunnen  hebben.  Nu  is  de  volledige  doorsnede 
dezer  oppervlakken  van  den  graad  160;  !»  is  voor  O^  een 
zesvoudige,  en  voor  0^  een  ISvoudige  rechte,  geldt  dus  voor 
108  enkelvoudige  snijlgnen;  maar  bovendien  zagen  wg  zooeven, 
dat  in  de  12  vlakken  Y,,  ook  de  tweede  asymptoot  der  para- 
bool met  /ao  samenvalt ,  dus  als  snijlijn  der  beide  oppervlakken 
moet  beschouwd  worden;  lao  vervangt  dus  120  snijlgnen «  die, 
gevoegd  bij  de  40  rechten  der  20  Ignenparen,  een  doorsnede 
van  den  graad  160  opleveren. 


Vraagstuk  LXXVL 

L'  21  b.  Wanneer  een  van  vijf  punten  gelegen  is  op  de  hyper- 
boloide  door  de  hoogtelijnen  van  het  viervlak  dat  de  overige  vier 
punten  tot  hoekpunten  heeft ,  dan  geldt  deze  eigenschap  voor  elk 
dier  punten.  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  (foor  W.  Mantel  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 
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Oplossing  van  W.  Mantel. 

1.  Voor  vlakke  figuren  geldt  de  stelling:  ^Als  de  lood- 
ylijnen,  uit  de  hoekpunten  van  een  driehoek  op  de  zijden  yan 
„een  anderen  neergelaten ,  door  een  punt  gaan ,  dan  zullen  ook 
„de  loodlijnen,  uit  de  hoekpunten  van  den  tweeden  driehoek 
„op  de  zijden  van  den  eersten  neergelaten,  door  een  punt 
ygaan.'* 

Deze  stelling  kan  uitgebreid  worden  tot  figuren  op  een  boL 
Eene  fraaie  oplossing  van  het  vraagstuk  zou  gegeven  kunnen 
worden,  als  men  van  de  genoemde  stelling  der  vlakke  meet- 
kunde een  bewijs  had ,  dat  onafhankelijk  was  van  de  XP  prop. 
van  Euclides.  By  gebreke  daarvan  bewijzen  wij  de  stelling 
voor  bolvormige  figuren  door  quaternionrekening  op  de  volgende 
manier. 

2.  Laten  ABC  en  AiB,C]  twee  driehoeken  zijn  op  een  bol, 
die  O  tot  middelpunt  heeft,  en  laten  de  vlakken  door  OA 
loodrecht  op  OB,Ci,  door  OB  loodrecht  op  OC,Ai  en  door  OC 
loodrecht  op  OA,B],  elkander  snijden  in  een  straal  OD  van 
den  bol;  dan  is  te  bewijzen,  dat  de  eigenschap  wederkeerig  is. 

Wg  stellen  door  öf,  jS,  y,  «i ,  /3i,  71 ,  8  de  vectoren  OA, 
OB,  00,  OA,,  OBi,  00,,  OD  voor.  Dat  het  vlak  O  AD 
loodrecht  staat  op  OBjC,  wordt  uitgedrukt  door 

S  .  YaB  V0,7,  =  0. 
Evenzoo  hebben  wij 

8  .  V^8V7,a,  =  O  en  S  .  Vy8Va,/3,  =  0. 
Deze  vergelijkingen  kunnen  worden  geschreven  in  den  vorm 
8  •  8V  (aV/3,7,)  =  0 ,    8 .  8V  O V7,ai)  =  O ,    S .  8V  (7Va,/3,)  =  0. 
Zoo  drukken  zg  uit,  dat  S  loodrecht  staat  op  de  vectoren 

y(aVft7,),    VOVy.a,),    V(yVa,^,). 

Opdat  zulk  eene  S  besta,  is  noodig  en  voldoende,  dat  die 
drie  vectoren  in  een  vlak  liggen,  dus 

8  .  V  (aV/3,7,)  V  0V7,a,)  y  (7Va,0,)  =  O, 
Hiervoor  kan  men  schrijven 

S  .  (7,8aft  -  fi,Say,)  (a^Sfiy,  -  y.Sfia^)  (fi^Sya^  -  «,87/3,)  =  0. 
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Ontwikkelt  men  het  product  achter  het  eerste  teeken  8 ,  dan 
vindt  men  acht  termen,  waarvan  er  see  vectoren  zijn»  dna 
vervallen.  De  andere  twee  hebben  den  tactar  Sat/Siyi,  welke 
niet  nul  mag  zijn,  anders  is  A,BiCi  geen  driehoek.  Ifa  deeltng 
door  dien  fiictor  bigft  er  over 

Sa^i  S/371  Sya,  -  Sa,/3  S^iy  Sy^a  =  O* 

Deze  vergelyking  verandert  inderdaad  niet  als  men  de  Mterg 
met  en  zonder  indices  verwisselt;  daarmee  is  dm  de  wvder- 
keerigheid  der  eigenschap  bewezen. 

3,  Tot  het  eigenlijke  voorstel  overgaande,  noemen  wg  de 
vijf  punten  A ,  B ,  C ,  D ,  E ;  E  wordt  ondersteld  te  liggen  op 
de  hyperboloïde  der  hoogtelijnen  van  ABCD;  nu  moet  worden 
aangetoond,  dat  D  ligt  op  de  hyperboloïde  der  hoogteiynen 
van  ABCE.  Als  richtlijnen  der  eerste  hyperboloïde  nemen  wg 
de  loodlgnen  uit  A,  B,  C  op  de  vlakken  BGD,  CAD,  ABD. 
De  onderstelling  is,  dat  E  op  eene  transversaal  van  die  hoogte» 
Ignen  ligt,  dus  dat  de  vlakken  door  de  ribben  van  den  drie* 
vlakkenhoek  (E,  ABC)  loodrecht  op  de  zijvlakhen  vaa  (D,  ABG) 
door  een  lijn  gaan.  De  stelling  is,  dat  D  ligt  op  een  trans- 
versaal der  loodlgnen  uit  A,.  B,  C  op  de  zg vlakken  van  den 
drie  vlakkenhoek  (B,  ABC),  dus  dat  de  vlakken  door  de  ribbfi 
van  (D,  ABC)  loodrecht  op  de  zijvlakken  van  (E,  ABC)  deor 
één  lijn  gaan.  De  waarheid  der  stelling  blijkt  dan  uit  de 
boven  bewezen  eigenschap  der  bolfiguron,  welke  men  verkrijgt, 
als  men  de  twee  drievlakkenhoeken  met  hun  toppen  naar  het 
middelpunt  van  een  bol  overbrengt. 

Opmerking.  De  hier  gegeven  quaternionrekening  kan  ook 
dienen  om  de  voorwaarde  uit  te  drukken,  waaronder  vjjf 
punten  de  bijzondere  ligging  hebben  van  dit  vraagstuk;  doov 
een  der  vijf  punten  veranderlgk  te  denken  heeft  men  in  die 
voorwaarde  tevens  de  vergelijking  der  hyperboloïde  door  de 
vier  hoogtelijnen  van  een  willekeurig  gegevea  vier  vlak. 

De  vergelgking 

Saft  S07i  Sja,  —  8aj/3  8^,7  &y,a  «  O 

geldt  als  a,  /3,  7,  ^n  /3i,  71  eenheids veotoren  zjjn  op  de 
lijnen  DA ,  DB ,  DC ,  E A ,  EB ,  EC.  Daar  die  vergelijkiog 
echter  homogeen  is  ten  opzichte  van  elk  der  zes  vectoren, 
hindert  het   niet,   als   wij  a  door  DA  zelf»  j9  doos  SeB  ena 
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TerTangeo.  Zijn  piy  ps)  p9i  Péy  Pi  ^^  yectoren  uit  een  wille- 
keurigen  oorsproog  saar  de  punten  A,  B,  C,  D,  E  dan  wordt 
de  vergelijking  yerv^LUgen  door 

8  (pi  —  pi)  (ps  —  pa)  S  (/t)4  —  P2)  (p5  —  P9)  8  (^4  —  pz)  (pü  —  Pi)— 
—  8  (/)5-  p,)  (/[)4-  p^  S  (ps— Pa)  (p4-  Pz)  8  (p5— Pa)  ipi—px)  -  O* 
Men  kan  eiken  factor  ontwikkelen  naar  het  model 

8  (P4  —  pi)  (p5  ^  Pa)  =  ^PiPi  —  8p,p3  —  S/)4/)a  +  8^,^; 

de  producten  uitwerkende  heeft  men  dan  Tooreerst  128  termen 
waarvan  er  echter  68  tegen  elkander  wegvallen.  Tot  de  zestig 
overige  behoort 

8plP2  8/[)2/}3  8p3p4. 

Hij  vertegenwoordigt  de  permutatie  1284.  Men  vindt  alle 
termen ,  als  men  alle  verechikkingen  vier  aan  vier  uit  de  cijfers 
12845  opstelt,  en  de  daarmee  overeenstemmende  producten  van 
scalars  opschrijft;  een  permutatie  en  haar  omgekeerde  moeten 
daarbg  als  gelijk  worden  beschouwd;  het  teeken  van  het 
•calarproduct  wordt  omgekeerd ,  telkens  als  men  een  paar  cgfers 
verwisselt.  Zoo  geeft  bijv,  de  permutatie  2684  het  product 
8/D2P38P5/D38/03/04 ;  dit  is  positief;  het  wordt  door  de  twee  verwisselin- 
gen  (12)  (15)  uit  de  aanvankelijke  permutatie  12S4  verkregen. 

Arengt  men  de  vectoren  in  den  trinomischen  vorm 
py  SS,  x^i  +  pj  +  ^h  enz. ,  dan  worden  de  scalarproducten  aldus 
in  rechthoekige  coördinaten  uitgedrukt 

8piP2  —  —  ^1^2  —  yiya  —  ^i«a- 

Wg  bekomen  aoodoende  de  vergelijking  der  hyperboloïde 
door  de  hoogtelgnen  van  een  viervlak  in  haar  eenvoudigsten 
Yorm.  Het  aantal  termen  zou  60  x  27  zgn.  De  vergelijking 
ie  van  den  tweeden  graad  ten  opzichte  van  de  coördinaten  van 
eU(  hoekpunt.  Als  men  de  vergelgking  op  eene  andere  manier 
zoekt  Y  komt  meu  ipeestal  minder  goed  terecht  Zoo  is  uit  de 
oplossing  van  Yoc^tol  72,  Deel  II,  bl.  109  gemakkelijk  de 
Tergelgkiog  van,  de  hyperboloïde  te  vinden ,  nutar  men  vindt  er 
eeiie,  die  ten  opsiiohte  van  de  coördinaten  der  hoekpunten  van 
dan  deiden.  graad  is,  Bg  Kortbweg  ,  Oplossingen  van  Yraag* 
«tukken  van  Qr^qt  en  Bouqubt,  vindt  men  op  blz.  189  de 
lerifQlgl^ipg  in  vj^l^ordimtten. 
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Oplossing   van  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

1.  De  Yier  loodlijneB,  uit  de  hoekpunten  van  een  yiervlak 
ABCD  op  de  overstaande  zijvlakken  neergelaten,  hebben  hyper- 
boloïdische  ligging.  Op  de  door  hen  bepaalde  hyperboloide 
H^  die  gewoonlijk  de  hyperboloide  der  hoogtelijnen  van  het 
viervlak  genoemd  wordt,  liggen  ook  de  vier  loodlijnen,  in  de 
hoogtepunten  der  zgvlakken  op  die  vlakken  opgericht  en  vier 
andere  lijnen  /,  waarvan  elk  de  snijlgn  is  der  drie  vlakken, 
die  bij  een  der  drievlakkenhoeken  van  't  viervlak  de  ribben 
loodrecht  op  de  overstaande  zijvlakken  projecteeren.  Yan  deze 
twaalf  lijnen  behooren  de  loodlijnen  uit  de  hoekpunten  van 
ABCD  op  de  overstaande  zijvlakken  tot  het  eene,  de  andere 
acht  tot  het  tweede  stelsel  lijnen  op  H^.  Daar  de  hyperboloide 
H^  gelgkzijdig  is,  bevat  zij  oo  ^  drietallen  van  onderling  lood- 
rechte lijnen. 

2.  Ëene  gelgkzijdige  kubische  ruimtehyperbool  is  eene 
kubische  ruimtekromme,  waarvan  de  drie  asymptoten  onderling 
loodrecht  zijn.  Alle  quadratische  regelvlakken  door  zulk  eene 
kromme  zullen,  omdat  op  elk  hunner  een  drietal  onderling 
loodrechte  Ignen  gelegen  is,  gelijkzijdig  zgn;  o.  a.  wordt  zg 
uit  elk  harer  punten  door  een  gelijkzijdigen  quadratischen 
kegel  geprojecteerd.  Omdat  door  eene  willekeurige  kubische 
ruimtekromme  slechts  twee  dergelijke  kegels  gaan  heeft  men 
de  eigenschap:  „Wanneer  door  eene  kubische  ruimtekromme 
drie  gelijkzgdige  kegels  gaan,  is  die  kromme  een  gelijkzgdige 
kubische  hyperbool." 

3.  Laten  nu  A,  B,  C,  D  en  E  vijf  punten  wezen,  waarvan 
gegeven  is,  dat  E  ligt  op  de  hyperboloïde  der  hoogtelgnen 
van  het  viervlak  ABCD.  Door  vijf  punten  eener  hyperboloïde 
kan  men  twee  kubische  ruimtekrommen  brengen,  waarvan  de 
eene  de  lijnen  van  het  eene,  de  andere  die  van  het  tweede 
stelsel  tot  koorden  heeft.  Door  A,  B,  C,  D  en  E  gaat  dus 
eene  kubische  ruimtekromme,  die  de  loodlijnen  in  de  hoogte- 
punten der  zijvlakken  van  het  viervlak  ABCD  op  deze  zijvlak- 
ken, dus  ook  de  vier  lijnen  l  tot  koorden  heeft;  deze  kromme 
zal  eene  gelijkzijdige  kubische  hyperbool  wezen.  Immers  de 
kegel,  die  deze  kromme  uit  A  projecteert,  gaat  door  de  lijnen 
AB,  AC,  AD  en  ook  door  de  lijn  l  die  bg  A  behoort;  deze 
kegel  moet  dus  gelijkzijdig  zijn.    Doch  eveneens  zijn  de  kegels, 


.1 

I 
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die  de  kromme  uit  B,  C  en  D  projecteeren ,  gelgkzijdig.  Daar 
nu  door  die  kromme  vier  dergelgke  kegels  gaan ,  moet  zij  eene 
gelgkzijdige  kubische  hyperbool  zijn. 

4.  Omdat  deze  kromme  uit  elk  van  haar  punten  door  een 
gelgkzgdigen  kegel  geprojecteerd  wordt ,  zal  ook  de  kegel ,  die 
haar  uit  £  projecteert,  gelijkzjjdig  zijn.  Op  de  vier  kegels , 
die  achtereenvolgens  de  kromme  uit  de  vier  hoekpunten  van 
het  viervlak  BODE  projecteeren ,  liggen  nu  (omdat  zij  gelijkzijdig 
zijn)  lijnen  l^  l^,  1^  en  /« ,  van  welke  elk  de  snijlgn  is  van  do 
drie  vlakken,  door  de  ribben  van  een  drievlakkenhoek  van 
't  viervlak  loodrecht  op  de  overstaande  zg  vlakken  van  't  viervlak 
aangebracht  9  en  elk  dezer  lijnen  is  eene  koorde  van  de  kromme. 
Deze  vier  lijnen  bepalen  de  hyperboloïde  der  hoogtelijnen  van  het 
viervlak  BCDE ,  welke  hyperboloïde  de  kromme  moet  bevatten 
omdat  ze  acht  punten  met  haar  gemeen  heeft.  A  ligt  dus  ook 
op  de  hyperboloïde  der  hoogteljjnen  van  het  viervlak  BODE. 

OpMERKiKa.  Uit  het  voorgaande  volgt  nog :  Opdat  men 
door  vijf  punten  der  ruimte  eene  gelijkzgdige  kubische  hyper- 
bool kan  brengen,  moet  een  dus  elk  dezer  punten  gelegen 
zgn  op  de  hyperboloïde  der  hoogtelijnen  van  het  viervlak  dat 
door  de  vier  andere  punten  bepaald  wordt. 


Vraagstuk  LX  XVII. 

L^  21  b.  Elke  hyperboloïde,  die  door  de  hoogtelijnen  van  een 
viervlak  gaat,  is  hyperboloïde  der  hoogtelijnen  van  oo  ^  viervlakken. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz,) 

Opgelost  door  W.  Mantel  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing   van  Dr.  P.  Zeeman  Oz. 

Op  de  hyperboloïde  H^  der  hoogtelijnen  van  het  viervlak 
ABCD  nemen  wij  twee  Ignen  Z  en  A;  van  hetzelfde  stelsel  aan ; 
zij  X  een  vlak,  loodrecht  op  Z,  dat  de  lijn  k  in  het  punt  E  en 
K  een  vlak,  loodrecht  op  k,  dat  de  lijn  l  in  het  punt  L  snijdt. 
De  snijlijn  der  vlakken  A  en  ic  zal  nu  H^  in  twee  punten  M 
en  N  sngden,  die  met  L  en  E  de  hoekpunten  vormen  van 
een  viervlak  LMNE,  waarvoor  H^  hyperboloïde  der  hoogte- 
lijnen is.  Immers  de  hyperboloïde  der  hoogtelijnen  van  LM^N^E 
heeft  met   H^   gemeen    de  beide    lijnen  l  en  k^  benevens  de 
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punten  M  en  N;   zij  zullen  dus  samenyallen ,   omdat  zij  beide 
gelgkzgdige  hyperboloïden  zjjn. 

Daar  l  en  k  willekeurige  rechten  van  eenzelfde  etelsel  zgn 
ea  de  beide  ylakken  X  en  k  loodrecht  op  ^  eft  &,  doob  oYeri- 
gens  geheel  willekeurig ,  kunnen  worden  aatigenomes ,  yeikrggt 
men  op  deze  wijze  oo^  vierrlakken,  voor  rtk  jbm  welke  W 
byperbolelde  der  hoogteiyneo  is;  elke  Iga  «p  H'  is  loodlgn 
in  00  >  dergelijke  yierTlakken ,  elk  pant  op  H*  lioekpiftt  tu  od  * 
vierylakken. 


Vraagstuk  LXXVIII. 

L'  2  f.  Welke  betrekkingen  moeten  tusschen  de  coéffidenten 
der  vergelijkingen 

Ajt»  -I-  By*  4-  C»*  +  2Dj^9  -f-  2E*^  +  %Txy  =  o , 
A'x^  +  By  +  CV  +  2D>s  +  2E'mx  +  iF'xy  =  o 

bestaan,   opdat   drie   gemeenschappelijke   rechten  dezer  kegels  een 
orthogonaal  drietal  vormen?  (Dr.  P.  Zebman  Gz.) 

Oplossing   van  Dr.  P.  2beman  Oz. 

Allereerst  moet  elk  der  kegels  gelijkzgdig  zgn,  m.a.  w.  op 
elk  hunner  moeten  oo  >  drietallen  van  onderling  loodrechte  be- 
schrijvende lijnen  liggen;  derhalve  moet  A4-B  +  C  =  0, 
A,  +  B,  +  C,  =  O  zijn. 

Deze  beide  voorwaarden  zijn  noodig,  doch  niet  voldoende. 
Om  de  verdere  voorwaarde  te  vinden,  waaraan  de  kegels  moeten 
voldoen,  opdat  zij  een  orthogonaal  drietal  vati  beschrijvende 
lijnen   gemeen  hebben,  kan  men  o.a.  als  volgt  te  werk  gaan. 

Stel  de  kegels  hebben  gemeen  de  lijn  OP,  waarvan  de 
richtingscosinussen  zgn  a,  /3,  y»  en  bovendien  drie  lijnen  OA, , 
OBj  en  0C| ,  die  twee  aan  twee  loodrecht  op  elkaar  staan ;  de 
richtingscosinussen  van  eene  dezer  drie  Ignen ,  b.v.  OA, ,  noemen 
^Ö  "l^l7l•    Het  vlak  door  OP  en  OA,  heeft  dan  tot  vergelgking 

(1371  -  /3,7)  X  +  (ya,  -  y,a)  Y  +  (a0,  ^  a,0)  Z  =  O  , 

terwijl  het  vlak  door  OB,  en  OC, ,  omdat  het  loodrecht  is  op 
OA, ,  wordt  voorgesteld  door 

a,X  +  /3,T  +  y,Z  =  0. 
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De  ontaarde  kegel,  die  uit  deze  beide  vlakkea  bestaat,  nl. 
lOyi  -fty)X+(7«i— yi«)Y+(aft  -«,|3)Zn«,X+ftY+7,Z}=0 ..  1). 

moet  nu  deel  uitmaken  van  dea  kegelbundel  die  door  de  beide 
gegeTen  kegels  bepaald  is.    In  de  vergelijkiog 

(A  +  AA,)  «»  +  (B  +  XB.)  y«  +  (C  +  XC.) «»  +  2  (D  +  XD,)  y«  + 
+  2  (E -t- XE,) asB -H  2  (F  +  XP,) «y  =  O    .    .    .2), 

moet  X  dm  boo  kamwa  bepaald  worden,  dat  de  beide  rerge- 
Ilkingen  1)  eo  2)  identiek  sga.    Daartoe  is  noodig  en  roldoende 

a,0y.-ft7)=/»(^+^A,) ,  y,(7a,-y,a)-|-/3,(«/3,-«,0)=2p(D+XD,), 
ft(7ro,-y,a)=p(B-|-XB,),  a,(aft-a,0)-hy,(0y,-j3,7)=2/)(E-t-XE,),)  3) 
7,(«ft-«,0)=^C+XC.) ,  ft(|37,-ft7)+«,(7«,-y,«)  =  2p(F+XP,). 

BoTeadien  moeten  a,  0,  y,  «, ,  jS, ,  y,  ook  nog  voldoen  aan 
ó»  betrekkiageB 

A«,»  +  B^,»  4-  Cy,»  4-  2D0,y,  +  2Ey,«,  -I-  2Fa,/3,  =  o , 
Aa»  +  B^»  +  Cy»  4-  2D0y  +  2Eya  +  2Pap 

die  uitdrukken,  dat  de  beide  Ignen  OP  en  OA,  op  een  der 
beide  kegels  zjjn  gelegen.  Uit  de  betrekkingen  4)  vindt  men , 
door  achtereenvolgens  D,  E  en  F  te  elimineeren  en  telkens 
gebruik  te  maken  van  de  voorwaarde  A  +  B  +  C  =  O , 

BJ^y03,^«,«)-fty,ü3»-«»)}+C{^y(y,»-«.«)-j3,y,(y»-o«)l- 

-  2Byy,(a^,  -a,/3)+2F/3^,(ya,-7,a)=0 . 

O  Jy«(y,»-0.»)-y.«.(7»-«»)l  +A  |y„(„.»_/3.»)-T,,«,(««_3»)|_ 

-2F«o.(0y,-/3,y)+2Dyy.(«/3,-«,0)=O,'  '   ^ 

A  J«^(«,»-y,»)-«./3.(«»-|3»)J+B|a^O,»-y,»)-«,3,0»-y»)|  - 

— 2D|3/3,(y«,— y,o)+2Eao,Oy,  -/3,y)-»0. 
Nu  vindt  men  uit  2) 

fiy  («.»  -ft')  -  fty.  («»  -  0»)  =  p  1 20 (F  +XF,;  -  « (C+XO.) J , 

7«  03i'  -r.")  -  ft7.  03"- 7*)  =  P  127 (D+XD.)  -  /3  (A+XA,){ . 
«^  (7."  -  «.')  -  7.<«.  (7'  -  «»)  =  p  {2«  (E  +  XE.)  -  y  (B  +XB,){ , 
^7(7.'-«.")- 0.7.  (7»-«')  =  P  {2y(E-|-XE.)  -  «(B-hXB,)!. 
7«(««'~A*)  -7.«.  (a*-^»)»^  J2«(F  +  XF,)  -  /3(C+XC,)}, 
•^  O» -7,»)  -  a,ft  (/3>  -y*)  -  p  J2/3  (D  -f  XD,)  -  y  (A+XA,)^. 


=:;}•-' 
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Substitueert  men  dit  ie  de  vergelgkingen  6) ,  dan  gaan  deze 
over  in 

a (BC,  —  B,C)  —  2/3  (BP,  —  B,F)  -f-  2^ (CE,  —  C,E)  =  O, j 

2a(AP, -A,P)-r/3(CA,  -CjA)  — 2')r(CDi  -  C,D)  =  0,    ..6) 

— 2a(AE,  «  AiE)  -f  23  (BD,  -  B,D)  +  y  (AB,  —  A,B)  ==  0.) 

Zal  het  mogelijk  zijn,  waarden  voor  a,  /3  en  7  te  vinden, 
die  niet  -alle  drie  nul  zgn  en  aan  5)  voldoen,  dan  moet  de 
determinant  der  coëfficiënten  in  de  vergelgkingen  6)  nul  zgn. 
Het  verdwijnen  van  dien  determinant  levert  met  A+B-hC  =  0, 
A,  -f  B,  -f-  C,  =  O  de  gevraagde  voorwaarden. 


Vraagstuk  LXXIX. 

L'  2  f.  Aan  welke  voorwaarden  moeten  twee  concentrische 
quadratische  kegels  voldoen,  opdat  drie  gemeenschappelijke  raak- 
vlakken loodrecht  op  elkaar  staan.  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Bouwman  en  Dr.  P.  Zeemzin  Gz. 

Oplossing   van  Dr.  W.  Bouwman. 

De  oplossing  van  dit  vraagstuk  is  uit  die  van  het  vorige  af 
te  leiden  met  behulp  van  den  suppiementairen  kegel,  d. i.  de 
meetkundige  plaats  van  de  lijnen,  die  in  den  top  loodrecht 
staan  op  de  raakvlakken  van  den  oorspronkelgken  kegel.  Is  a, 
een  gemeenschappelijk  raakvlak  van  de  twee  kegels  E,  en  E2, 
dan  moet  de  loodlijn  o,  op  a,  gemeenschappelijke  beschrgvende 
lijn  zijn  van  de  twee  supplementaire  kegels  E'i  en  K'^-  Zullen 
dus  E,  en  E2  drie  gemeenschappelijke  loodrechte  raakvlakken 
hebben,  dan  moeten  E^  en  E'2  drie  gemeenschappelgke  lood- 
rechte beschrijvende  Ignen  bevatten. 

Is 

kx^  +  By»  4-  C2*  +  2Yiyz  4-  2^zx  4-  2¥xy  =  O 

de  vergelijking  van  E,,  dan  is  de  vergelgking  van  E'i 

( BC  -  D^)  a:»  +  (C  A  —  E »)  y ^  +  ( AB  -  P»)  «» -h 
+  2(EP  — AD)y^  +  2(FD-BE);2x  +  2(DE— CP)a:y  =  0. 

Men  heeft  dus  slechts  in  de  voorwaarden  van  het  vorige 
vraagstuk  A ,  B  enz.  te  vervangen  door  BC  —DS  CA — E^  eai* 
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Vraagstuk  LX  XX. 

H*  5  h  a.  Brengt  men  door  een  willekeurige  rechte  een  ver- 
anderlijk vlak,  dat  van  drie  onderling  rechthoekige  assen  stukken 
/ ,  ^ ,  r  afenijdt ,  dan  asal  het  vlak ,  dat  van  dezelfde  assen  stukken 
^  •/)  ^  '9f  ^  •  ^  afsnijdt,  in  elk  zijner  standen  osculatievlak  zijn 
van  een  kubische  parabool,  waarvan  de  osculatievlakken  in  drie- 
tallen  van  onderling  loodrechte  vlakken  kunnen  gerangschikt  worden. 
Bepaal  de  meetkundige  plaats  van  de  snijpunten  van  die  drietallen. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  F.  Schuh  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing  van  Dr.  P.  Zeeman  Gie. 

De  rechte  lijn  zij  bepaald  door  de  beide  vergelgkingen 

öa?  4  fty  +  C2f  =  1   ,  a,x  +  f>iV  +  <^i^  =  0. 
Het  vlak 

(oa?  +  6y  +  <»  —  1)  +  A  (üiX  +  6iy  +  c^z)  =  O 

door  deze  Ign   sngdt    van   de  assen  OX,  OT  en  OZ  sti^kken 
j?y  9,  r  af,  aangewezen  door 

1  11 


^  =  r3rr:   ^  ?  =  nrTr   ^   ^  = 


a  +  Aa,     '    ^       6+A6,  c  +  Ac, 

De   vergelgking   van    het   vlak»   dat   van  de  assen  stukken 

— ,  — ,  —  afengdt,  is  derhalve 
P       9       ^ 


a  +  Aa,        b  +.  Xb^        c  +  Ac, 

Omdat  in  deze  vergelgking  A  tot  denderde  ma$bt  voorkomt, 

sallen  de  vlakken ,  die  men  voor  de  verschillende  waarden  van 

X  verkrggt,  de  osculatievlakken  eener  kubische  ruimtekromme 

zgn. .  Yoor  A==ao   verkrggt  men  het  vlak  in  't  oneindige;  de 

ruimtekromme  ia  dus  eene  kubische  parabool. 

abc 

Keemt  men  achtereenvolgens  A  gelijk  aan , r- , 

«i  6,  c, 

dan  verkrijgt,  men  als  osculatievlakken  der  kubische  parabool 

de    codrdioatenvlakken ,    die    zooals    ondersteld   is ,    onderling 

loodrecht  zgn.    Bij   deze  kromme  behoort  dus  een  drietal  van 

WiiK.  Opo.,  Dl.  IX.  12 
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onderling  loodrechte  .QiCoktieTlakkes ,  en  daar  de  oaculatic- 
vlakken  van  elke  kubische  parabool  evenwijdig  ssijn  aan  de 
raakvlakken  van  een  quadratisohen  kegel,  moeten  er  by  de 
gevonden  rüimtekromnie  oo  ^  dergelijke  drietallen  van  onderling 
loodrechte  osculati^vlakken  voorkómen. 

Zijn. nu  ain  yi,  i^i  de  coördinaten  van  een  punt  der  ruimte, 
waardoor  drie  dergelijke  osculatiévlakken  gaan,  A, ,  A2f^3  ^® 
l^g  die  vlakken  behoorende  parameterwaarden,  dan  heeft  men 
volgens  1) 

^'        +rT-^+—rT—  =  ^     (1=1,2,9)    .2). 


a  +  Ai'y,        b  +  A,-6,         c  +  A»r, 

Daar    die    osculatiévlakken    twee    aan    twee    loodrecht    op 
elkaar  sgn,  heeft  men  verder 

1  1  1 

+  ..  .   .    .  w.  ■   .    r  .  +   .     .X       X.    .   .  =0.3) 


(a+A,a,)(a+A,a,)  '  (6+A,i,)(6+AA)       (c+A,c,)(c+Art) 

en    twee   aadere   beirekkingea ,   die   men   hieruit  afleidt  door 
(^yclische  permutatie  vaa  \, ,  A,  en  A3. 

Uit  de  betrekkingen  2)  vindt  men ,   door  ze  twee  aan  twee 
van  elkaar  af  te  trekken, 

■ 

+'.\/'^..  ..  +  ,      .  ^'t*     .     .=0-4) 


ia+Xta{)(a+\2ai)      (6-i-A,6,)  (i-fAjii)      (c-f-AiC,)(c+A,c,) 

en  twee  andere   vergelijkingen   die  hieruit  door  cyclische  per- 
mutatie van  A|9  X2  en  Aa  ontateaQ. 

Uit  8)  en  4)  volgt  nu  onmiddellijk,  dat  daaraah  alleen  kan 
voldaan  zijn,  wanneer  men  heeft 

^!«i  =yi^  =  ^1^1* 

l)e  .nieetkui^ige  plaats  der  sngpunten  van  drieiaslleo  onder* 
ling  loodrechte  osculatievlakketa  der  kubisehe  parabool  is  dos 
een  réi^hte  lijn  ^Qór  den  oorsprong.      * 

Een  kubische  parabool,  welker  oo ^  drietallen  van  ónderüiig 
loodrechte  oscultftie vlakken  bezit,  wordt  eene  orthógunale  ku- 
Usch^  parabpol  en  49  meetkuudigfe  plaats  der  aajjpuQten  vsd 
die  drietallen  baar  richtljjn  genoemd. 

' '  liigt  de  géj^ven  réchte  Ign  in  't  oneindige  of  gittit  «g  deor 
deti  oorsprong',  dati  terkrggt  men  geene  eigenigke  fatbisehe 
parabool. 
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Vraagstuk  LXXXI. 

H'  5  h  a.  Bepaal  de  meetkundige  plaats  van  de  riditlijiieD  der 
parabolen ,  die  omhuld  worden  door  de  rechten ,  volgens  wefte  eea 
osculatievlak  der  in  N^.  80  bedoelde  kubische  parabool  door  de. 
overige  osculatievlakken  wordt  gesneden.      (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Oplossing   van  Dr.  P.  Znofijr  Os. 

« 

Zooals  uit  de  oplossing  van  het  vorige  vraagstuk  bleek  ^ 
liggen  de  angpunten  der  drietallen  van  onderling  loodrechte 
osculatievlakken  der  bedoelde  kubische  parabool  op  de  rechte  lifu 

Oia?  =  i,y  =  Cja , .,    .     1) 

de  richtlijn  dier  kromme.  Zijn  Yi,  Y^,  Ya  de  drie  onderling 
loodrechte  osculatievlakken,  die  door  een  willekeurig  punt  P 
der  rechte  lijn  1)  gaan,  dan  snijden  deze  een  willekeurig  oscu- 
latievlak Y  der  kubische  parabool  volgens  drie  Ignen  /| ,  2^  ^  4 
en  zal  de  projectie  P^  van  P  op  het  vlak  Y  bet  hoogtepunt 
van  den,  door  deze  drie  lijnen  gevormden,  driehoek  wezen. 
Doorloopt  nu  het  punt  P  de  rechte  lijn  1)  en  houdt  men  het 
vlak  Y  vast,  dan  zullen  de  drie  veranderlijke  Ignen  /, ,  2,,  /, 
steeds  raaklijnen  zijn  aan  de.in  Y  gelegen  parabool,  die  om- 
huld wordt  door  de  rechte  lijnen,  volgens  welke  Y  door  de 
overige  oecuktievlakkeB  wordt  geaapedan^  De  projectie  im  de 
Ign  1)  op  het  vlak  Y  zal  verdev  zgn  de  raeetkundige:  plaats 
der  koogtepuBten  van  de  door  Ut  h  ^  h  g^orinde ea dua om 
die  pandMMil  beschreven  driehoeken;  derhalve  aal  dif»  prfgeetie 
de  richtlijn  zgn  van  de  in  het  vlak  Y  gelegen  parabool. 

Daaruit  volgt  onmiddelijk  dat  die  richtlijn  bepaaldf  yfordt  door 
de  beide  vergelgkingen 


a  +  Xöf         *  +  Afr|  o  4-  Ac, 

offli  (Je,  —  ft,c)  {a  +  Acr,)  -f  y6,  (cci,  -  c,a)  (b  +  A6,)  -f 

+  2JC,  (ai,  —  a/)  ((?  +  Ac,)  =  O , 

van    welke    de    eerste    een    willekeurig  oscuUlieviak    Y   der 
kuMsobe  parabool   bepaalt,  terwijl  de  tweede  een  vlak  voor- 
stelt door  de  Ign  1)  en  loodrecht  op  T  aangebraoht:  • 
De  meetkirodige   plaats   dier,  in  de  veraehilleftde  eaouktie- 

12* 


180  WISKUNDIGE 

vlakken  gelegen ,  riohtljjnen  verkrjlgt  men  nu  door  eliminatie 
Tan  A  uit  de  beide  boyenstaande  Yergeijjkingen.  Het  resultaat 
dier  eliminatie  is,  als  men  stelt  bci  —  ^|C  =  Ay  ca,  — C|a  =  B, 
abx  —  ai6  =^C, 

{A<yi*a?+BVy+Cci%j  -  ABC(a,ar~i,y)(i,y— c,e)(c,e-a,x)  =  0. 

De  meetkundige  plaats  der  richtlijnen  van  de  parabolen ,  die 
omhuld  worden  door  de  rechten ,  Tolgens  welke  een  oscalatieflak 
der  kubische  parabool  door  de  overige  osculatievlakken  wordt 
gesneden ,  is  dus  een  regeloppervlak  van  den  vierden  graad. 
Op  dit  regeloppervlak  is  de  lijn  1),  de  richtign  der  kubische 
parabool ,  eene  drievoudige  rechte  lijn.  Dit  blijkt  uit  de  ver- 
gelgking  van  het  oppervlak ,  doch  is  ook  onmiddellgk  in  te  zien. 
Door  een  punt  P  der  lijn  1)  tuch  gaan  drie  onderling  loodrechte 
osculatievlakken  Y, ,  Y,  en  Y, ;  de  richtlijnen  der  in  deze 
osculatievlakken  gelegen  parabolen  zgn  de  projecties  der  Ign  1) 
op  die  vlakken  en  deze  projecties  gaan  door  P.  Door  elk  puot 
van  de  lija  1)  gaan  derhalve  drie  beschrgvcnde  lijnen  van 
het  regeloppervlak. 


Vraagstuk  LXXXII. 

H^  5  h.  Wordt  een  kubische  ruimtekromme  door  elk  van  twee 
evenwijdige  vlakken  in  de  hoekpunten  van  een  gelijkzijdigen  drie- 
hoek gesneden,  dan  geldt  deze  eigenschap  voor  alle  vlakken,  die 
met  de  eerste  twee  evenwijdig  zijn.  (Dr.  P.  Zbbman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Bouwman  ,  W.  Mantel  en  Dr.  P. 
Zeeman  Gz. 

Oplossing  van  W«  Mantel. 

Men  neme  een  rechthoekig  coördinatenstelsel  aan,  waarbg 
het  vlak  XOY  evenwijdig  is  aan  de  beide  vlakken ,  die  elk  op 
de  kubische  ruimtekromme  de  hoekpunten  van  een  gelgkzgdigen 
driehoek  bepalen;  z^  en  z^  mogen  de  afstanden  dezer  beide 
vlakken  tot  XOY  zijn. 

Een  willekeurig  vlak  Z  =  z  sngdt  de  kromme  in  drie  punten. 
Is  ^  de  hoek,  dien  de  verbindingslijn  van  twee  dezer  punten 
met  OX  vormt,  dan  moet  tusschen  tg^  en  z  eene  stelkundige 
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vergelijking  bestaan,  die  in  tg^  Tan  den  derden  graad  is, 
omdat  in  't  beschouwde  vlak  drie  koorden  liggen ,  en  die  in  z 
van  den  eersten  graad  is,  omdat  bij  eene  kubisohe  ruimtekromme 
geen  evenwgdige  koorden  voorkomen.    Die  vergelgking  zg 

(A,a-HB,)tg»#+(A^+B,)tg>#+(A3^+B3)tg#+(A,ar+B4)=0. . .  1) 

Nu  is  gegeven ,  dat  voor  z^z^  en  2r  =  ej  de  kubische  ruimte- 
kromme met  deze  vlakken  gelijkzijdige  driehoeken  bepaalt. 

Voor  die  waarden  van  z  moeten  dus  de  wortels  der  verge- 
lijking 1)  zijn  van  den  vorm 

tg*    ,    tg(#  +  80^)    ,    tg(#  +  120*). 
Daar 

tg  ♦^tg  (♦+60^)+tg  (#+120^)+3tg  *  tg(#+60^)  tg(*+120O)  =  0, 

en 

tg#*g(#+60*')+tg#»g(*+120°)+tg(#+60^)tg(#+120«)+3  =  0 

is  y  moeten  dus  voor  z^Zy  en  z^z^  de  volgende  betrekkingen 
tusschen  de  coëfBciënten  der  vergelijking  1)  bestaan 

A^e  +  Bj  +  8  (A4»+B4)  =  O  en  Aj^  +  B3  +  8  (A,«+Bi)  =  O . .  2). 

Omgekeerd,  bestaan  die  betrekkingen  voor  2^=^11  z^z^ 
dan  zullen  de  overeenkomstige  vlakken  elk  met  de  ruimte- 
kromme de  hoekpunten  van  een  gelgkxgdigen  driehoek  vormen. 
Uit  de  vier  betrekkingen ,  die  men  uit  2)  voor  de  beide  waarden 
2|  en  z^  verkrijgt,  volgt  nu 

Aj  +  8A4  =  0,   B2  +  3B4  =  0,    A3  +  3A,  =0,  B3  +  3B,  =0. 

Aan  de  betrekkingen  2)  wordt  dus  onafhankelijk  van  z  vol- 
daan ,  d.  w.  z.  voor  elk  vlak  Z  =  ^  zullen  de  drie  punten ,  die 
dit  vlak  op  de  ruimtekromme  bepaalt,  de  hoekpunten  van  een 
gelgkzijdigen  driehoek  zijn. 

Opmerkijhg  van  Dr.  P.  Zeeman  Gz.  Sngdt  men  eene  wille- 
keurige kubische  ruimtekromme  door  eene  reeks  evenwijdige 
vlakken,  dan  gelden  de  volgende  bekende  en  vrij  eenvoudig 
te  bewijzen  eigenschappen  ^) : 

1.  De  middelpunten  der  cirkels  beschreven  om  de  driehoeken, 
die  de  snijpunten  van  elk  der  vlakken  van  de  reeks  tot  hoek- 


*)     Zie   bv.   H.  Kbüobr    ^Metrische  SiraAffu^on^ruenzem   hri   einer    fubUchen 
Rawmeurv^:'  Zettaehrift  für  Ifftth.  und  Phynk,  XL,  196.  (Rbh.) 
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pviiten  hebben,  zga  op  eene  rechte  lijn  li  gelegen.  Dese  Ign 
is  een  middeUgo  der  byperbolof de  door  de  kromme ,  waarrao 
die  eirkeb  een  der  ttelaek  ojoiische  doorsneden  Toimen. 

2.  De  hoogtepunten  dier  driehoeken  K|^n  op  eene  rechte 
Ign  1%;  dese  lijn  is  een  koorde  der  kromme. 

In  't  algemeen  zullen  de  beide  lijnen  2,  en  l^  elkander  kruisen. 

Komen  nu  onder  de  driehoeken ,  welke  door  eene  reeks  erea- 
wjjdige  vlakken  met  de  kiibische  ruimtekromme  bepaald  worden, 
twee  gelgkzijdige  driehoeken  Toor,  dan  valt  voor  elk  deser 
vlakken  het  hoogtepunt  met  het  middelpunt  van  den  omgeschre- 
ven cirkel  vim  den  daarin  liggenden  driehoek  sameti.  DerhaWe 
zullen  ook  de  beide  bij  die  reeks  behoorende  Ignen  f,  en  l^ 
sasienvalien ;  elk  vlak  dier  reeks  zal  dus  de  ruimtekromme 
snijden  in  drie  punten,  die  de  hoekpunten  van  een  gelijkzi|di- 
gen  driehoek  zyn.  Uit  de  onder  2.  genoemde  eigenschap  volgt 
nog ,  dat  eene  reeks  evenwgdige  vli&ken  met  eene  willekeiirige 
kubiscfae  ruimtekromme  steeds  twee,  doch  nimmer  meer  dan 
twee  rechthoekige  driehoeken  bepaalt.  Beöele  driehoeken  krggt 
men  natuurlgk  alleen  dan,  wanneer  de  koorde  /,  twee  reêele 
punten  met  de  kromme  gemeen  heeft. 


Vraagstuk  LrXXXIII. 
P  6  ft.     Door  de  vergelijking 

waarin  ^i ,  f ,  *  fa  gebeele  rationale  functies  in  jC|  ,  y, ,  z, ,  van  den 
(n  —  i)^  graad  zijn ,  wordt  een  verwantschap  tnsschen  twee  ruimten 
1  en  Z,  aangewezen,  waarin  met  elk  punt  van  2  een  oppervlak 
van  den  fi^  graad ,  met  elk  punt  van  Z|  een  plat  vlak  overeenkomt 
Waaraan  zijn  de  snijpunten  van  f,  r=  o,  f2  =  o  ^^  f3  =  o  toegevoegd? 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Oplossing   van  Dr.  P.  Zeeman  Oz. 

Laten  o?, ,  yi ,  Zj  de  coördinaten  zyn  van  een  gemeenschap- 
pelgk  punt  P  der  drie  oppervlakken  01  =  0,  ^=^0,  ^  =  0. 
Nemen  wg  een  dicht  bg  P  gelegen  punt  P,  (ar,+A,  y^-f  Jfc,  ^,+/), 
dan  zal  daarmede  een  bepaald  vlak  van  2  overeenstemmen. 
Wg  komen  nu  overeen  te  zeggen ,.  dat  met  P  overeenstemt 
datgene,   waarin  dit  vlak  overgaat,   wanneer  men  P|  in  eene 


o  P  o  AT  EN.    V^  82  BN  83.  18? 

rwiUekeurige  riohting  tot  P  laat  nikdereuyd.i^y  wanneer  men  h^ 
k  Gü  l  tot  Jittl  laat  naderen ,  dochjsoodanigjdatde  Terboi^dingen 

Y-  9  Y  ^'^  't  algemeen,  eene  willekeurige  eindige  waarde  behouden. 

waarin  .<  alle  folgende  termea  k,  ftron  i  tot  boogare  d(Mi  de 
eerste  macht  beyatten,  Sabiütueerea  ,wi|  dit  im  de  gegevea 
▼ergelijking,  dan  Yorkrijgen  wg  als  yergelgking  Tan  het  aan  P^ 
toegevoegde  vlak 


rfy,  rfy, 


=  0, 


waarin   alle  termen  agn  weggelaten  die,  behalve  machten  van 

k  l 

—  en  -r- ,   ook   nog   h,  k  en  l  bevatten ,   dtls ,   wanneer  inen 

h         A  .      - 

deze  tot  nul  laat  naderen,  toch  zouden  verdwgpeo* 

Nadert  nu  P,  tot  P,  dan  stelt  de  vergeljjkiog  })  waarin  dan 

k  l  • 

Y  en  Y  willekeurige  waarden  hebben ,  elk  vllik,  gaündè  door 

het   punt  P  voor;   aan   dat  punt  is  dus  elk   daardoor  gelegd 
vlak  toegevoegd. 

Hebben  echter  de  drie  oppervlakken  ^,  =0,^s=:0,  ^3=^0 
niet  alleen  het  punt  P  gemeen,  doch  gaan  zy  in  dat  punt 
door  eene  zelfde  réchte  Ign,  zoodat  in  P  twee  Kémeenschap- 
pelgke  punten  der  oppervlakken  samenvallen,  dan  voldoen  voor 
die  waarden  van  rr, ,  y^,  ?,  de  partieele  afgeleiden  aan  drie 
betrekkingen  van  den  vorm 

éxx  dxi  dxx    '    rfy,  dyy  dy^    * 

dz^  dZi  dzg  V 
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Substitueert   men   dit   in   de   TergelgkiDg  1),   dan  Te 
men  Toor  de  vergelgking  yen  het  tan  P|  toegeToegde  ylak 

Op  welke  wgze  men  nu  ook  het  punt  P|  tot  P  laat  naderen, 
het  sal  steede  gaan  door  de  rechte  Ign 

X-«,+a(Z-a:,)  =  0,    Y-y,  +  /3(Z-T«|)  =  0, 

k  l 

en,  mits  aan  -p  ^^  ~t~  geschikt  gekosen  waarden  worden  ge- 

h  h 

goTon,   elk    vlak   door   die   rechte   kunnen  Toorstellen.    Eene 

k  l 

uitzondering  sal  sich  nu  alleen  voordoen ,  wanneer  -r  ^^  t 

h  h 

zoodanig  worden  gekozen,  dat  voldaan  is  aan 

^  +  ±1*1  +  1^  =  0  en  *b-H±^  +  i-^  =  o, 
{£r,       h  dyy       h   dzx  dxi        h  dy^       h   dz^ 

d.  w.  z.  wanneer  het  punt  P,  langs  de  gemeenschappelgke 
raaklgn  der  oppervlakken  in  P  tot  dit  punt  nadert;  in  dat 
geval  zal  het  vlak  2)  onbepaald  worden « 

Hebben  de  drie  oppervlakken  ^,  =0,  f^=iO,  ^a  =  O  niet 
alleen  het  punt  P ,  doch  ook  het  raakvlak  in  dit  punt  gemeen, 
dan  bestaan  voor  die  waarden  van  a?, ,  y, ,  2r,  betrekkingen  van 
den  vorm 


d^ 
dxy 

d*t_ 
dy, 

dyr 

d*t 
dzi 

dft 
**  dz^  ' 

dh 

dft 

d*. 

^dfi 

df» 

^<hi 

dxi  dxy  '  rfy,  dy,  '    dz^  dz^ 

De  vergelijking  1)  gaat  in  dit  geval  over  in 

Op   welke   wgze  nu  ook  P,  tot  P  nadert ,  men  vindt  steeds 
het  Taste  vlak  X  —  a:,  +  m  (Y  —  y,)  +  n  (Z  —  a^)  «  0. 
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k  l 

Alleen  dan,  wanneer  t'  ^^   T"   '^^    worden    gekozen    dat 

h  h 

-; — h  -T"  -; — r  V  'T-  —  O  18 ,  zal  net  aan  P  toegevoesde  vlak 
dxi       h  ay,       h  dz^  ' 

onbepaald  zgn. 


Vraagstuk  LXXXIV. 

V  9  d.  Onderzoek  het  oppervlak  dat  bepaald  wordt  door  de 
vergelijking 

Ar»  +  2Bxy  +  Cy*  +  aDjt  +  2Ey  +  F  =  o, 

waarin  A,  B,  C,  D,  E,  F  geheele  mtionale  functies  van  den  n^^ 
graad  in  s  voorstellen.  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Bouwman,  F.  Schuh,  Dr.  H.  de 
Vries  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

1.  We  zullen  ons  onderzoek  beperken  tot  de  bijzondere 
punten  van  het  oppervlak  en  tot  zgn  graad»  rang  en  klasse. 

Maken  we  door  invoering  van  A  =  1  de  vergelijking  van  het 
oppervlak  homogeen,  zoodat  A,  B,  C,  D,  E  en  F  homogene 
funeties  van  den  n^^  graad  in  2^  en  A  zijn,  dan  wordt  de  ver- 
gelijking van  het  oppervlak 

H  (ar,  y,  «,  A)  =  Aa?+2Ba?y+Cy*+2DajA+2EyA+PA»  =  O . .  1). 

Men  heeft  een  bgzonder  punt ,  als  gelgktgdig  vpldaan  is  aan 

i  ^  =  A«  +  By  +  DA  =  O, 2) 

i^  =  Rc  +  Cy  +  EA  =  0, 8) 

dH   dA     dB     dC     dD     dE    dF 

dB.      JVA  ,.„dB     dC  ,.„dD  ,  „öE  ,  ,  dF  „  , 

+  2(D*+Ey +  FA)  =  0. 
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De      laatste      vergelijkiog      zuUea      wij     vervaDgen     door 

dH  dH 

a?  -T — h  A  -^  =  O,  dus  door 

Da?+Ey  +  PA  =  0 6) 

Aac  2),  8),  4)  en  '»)  wordt  voldaan  door  j?s=y  =  X  =  0. 
Hieruit  blijkt  dat  het  punt  in  bet  oneindige  der  Z-aseeo 
bijzonder  pant  is. 

Uit  2),  8)  en  6)  kan  men  de  yerkouding  x:  y  :X  oplossen, 
als  Toldaan  wordt  aan. 


A  as 


A  B  D 
B  C  E 
D     E     F 


=  0 6) 


Uit  deze  vergelijking  kan  men  de  verhouding  z  :  A  oplossen 
en  dus  x:y:z:\  vinden;  deze  waarden  zullen  echter  in  het 
algemeen  niet  aan  4)  voldoen. 

2.     Aan    A  =  O    wordt   ook    voldaan  door  ^  =  A  =^  O ;   dao 

worden  A,  B,  enz.  en  -^— ,  ^r—  enz.  allen  nul,  zoodat  dan  de 

dz      dz      ' 

vergelijkingen  2),  8),  4)  en  6)   bevredigd  ign.    Hierait  volgt, 

dat  ieder  punt  van  de  lijn  in  het  oneindige  vali  het  XT*vlak 

een   bgzonder   punt   is,   en   dus  -die  lijn  in  het  oneindige  een 

bijzondere  rechte. 

Dit  laatste  was  te  verwachten.     Immers  het  oppervlak  is  van 

den   (n  +  2)^^ ,  graad ,   terwgl   ieder   vlak   evenwgdig  aan  het 

XT-vlak  het  oppervlak  volgens  een  kegelsnede  snijdt,  dus  nog 

volgens  de  tr- maal  te  tellen  rechte  in  hét  oneindige.    Dezelgn 

is  dus  een  if-voudige  rechte  van  het  oppervlak* 

y 

Een  punt  dezer  rechte  wgzen  we  door  de  verhouding  —s^m 

X 

aan.    De    n  raakvlakken   in  dat  punt  vindt  men  door  y  =  m^ 
te    substitueeren ,   de    vergelijking   door   ^   te   doelen  en  ten 
slotte  X  door  oneindig  groot  te  vervangen.  " 
Wg  vinden  dan 

G  s  A  4-  2Bm  +  Cm»  =  0. 

Dit  is  een  vergelijking  van  den  n^"*  gnu^d  in  ^,  die  het 
samenstel  der  n  raakvlakken    Toorstelt.    In  het  algemeen  zijn 
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dese  II  imakTlakken  versohUlend.  Is  cohter  ook  de  discriminant 
¥Mi  G  nul,  dan  beeft  Ge>0  twee  gelgke  wortels,  en  men 
krggt  een  Idempunt    J)oor  i?  en  A  te  elimineeren  uit 

T--  =F  O   en    T-  =  O 

yerkrijgt  men  een  vergelijking,  van  den  2(n  —  1)*****  graad  in  de 
coëfficiënten  der  machten  van  Zy  dus  van  den  4  (n  —  1)**^  graad 
in  m.  Op  de  oneindig  ver  geleden  rechte  liggen  dus  4(n— 1) 
klempunten. 

3.  Ieder  vlak  door  deze  rechte  ie  raakvlak  in  twee  punten^ 
nl.  in  de  oneindig  ver  gelegen  punten  der  kegelsnede  Tolgens 
welke  dit  vlak  het  oppervlak  snijdt.  Beide  raakpunten  vallen 
samen  als 


A     B 
B     C 


=  0 


is ,  dus  voor  2n  waarden  van  z.  Er  zijn  dus  2n  vlakken ,  die 
het  oppervlak  volgens  een  parabool  snijden ;  de  oneindig  ver  ge- 
legen punten  dezer  parabolen  zijn  parabolische  punten  Van 
het  oppervlak. 

Een  vlak  evenwgdig  aan  het  XT-vlak  zal  het  oppervlak 
Yolgens  twee  rechten  snijden  als  voldaan  is  aan 

A  =  0. 
Het  aantal  dezer  lijnenparen  bedraagt  dus  3tf. 

4.  Hei  punt  in  het*  oneindige  van  de  Z-as  {x  =  y  =  X  =  0) 
is  een  dubbelpnnt  van  het  oppervlak.  Immers  elko  rechte 
evenwgdig  aan  de  Zas  snijdt  het  oppervlak  in  n  eindige  punten. 

Zij 

A  =  ao2»  +  a,«"-U  +  a^-^X^  + +  a»_i«X"-^  +  a^X*, 

terwgl  men  om  B,  O  enz.  te  vinden  a  slechts  te  vervangen 
heeft  door  h^  c  enz.  Een  rechte  evenwjjdig  aan  de  Z-aa  is 
raaklgn  in  het  dubbelpnnt  als  de  coëfficiënt  van  z  nul  is, 
dus  voor 

a^'+  2h^  +  c^  +  2d^X  +  2eoyX  +  f^^  =  0. 
Dit   is   de  vergelgkiug  vaa  den  cylinder,  die  het  i^pervlak 
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in  het  dubbelpunt  osculeert.  Deze  cylinder  aoijdt  bet  opper- 
vlak Tolgens  Tier  takken  door  het  dubbelpunt,  die  raken  aan 
de  vier  snijljjnen  van  dezen  oylinder  met  het  cylinder?lak 

a^ix^  +  2hyxy  -f  c,y«  +  2rf,a?A  +  2«,yA  +  /,A*  =  O, 

en  Tolgens  de.  beide  snglijnen  van  *den  raakoylinder  met  het 
vlak  in  het  oneindige. 

De  beide  laatstgenoemde  rechten  vormen  een  Ignenpaar  dat 
op  de  n-voudige  rechte  rust;  het  aantal  dier  ontaarde  kegel- 
sneden  bedraagt  dus  in  het  geheel  (8n  +  1). 

5.  Het  oppervlak  is  van  ^en  (n  +  2)^  graad.  De  rang  van 
het  oppervlak  wordt  gevonden  uit  de  klasse  van  een  willekeu- 
rige doorsnede ;  deze  doorsnede  is  van  den  graad  (tt  +  2)  maar 
heeft  in  het  sngpunt  met  de  n-voudige  rechte  een  n-voudig 
punt;  de  klasse  dier  doorsnede  is  dus  (n+2)(fi+l)  —  n(ii— 1)  = 
=  2  (2n  +  !)•    De  rang  van  het  oppervlak  is  dus  2  (2»  +  1). 

De  klasse  van  het  oppervlak  wordt  gevonden,  door  na  te 
gaan  hoeveel  raakvlakken  door  een  willekeurige  rechte  l  gaan. 
De  raakpunten  dier  raakvlakken  zgn  de  sngpunten  van  het 
oppervlak  met  de  pooloppervlakken  van  twee  op  l  gelegen 
punten  P|  en  P^. 

^11'^  P\ )  i\  ^°  ^1  ^®  coördinaten  van  Pi ,  dan  is  de  verge- 
lijking  van  het  eerste  pooloppervlak  van  P| 

2p,  (Aa:  +  By  +  D)  +  2^^  (Ba?  +  Cy  +  E)  + 
.   /ÖA  ^  ^ÖB    dC  ^  „dD   .„dE   ,  dF\  , 

.  /dA  ,  ^ÖB   .  èC  ,  ^èD   ,  èE    dF\  . 

+  2  (Dar  +  Ey  +  F)  =  0. 

Beide  pooloppervlaklien  zijn  van  den  graad  (n+  1),  gaan 
door  het  punt  in  het  oneindige  van  de  Z*as,  en  hebben  de 
lijn  in  het  oneindige  van  het  XY-vlak  tot  (n  —  l)-voudige 
rechte.  De  doorsnede  der  pooloppervlakken  is  een  kromme 
van  den  graad  (n+  1)^;  de  Ign  in  het  oneindige  van  het  XT- 
vlak  behoort  echter  (»/  ~  1)^  maal  tot  die  doorsnede,  zoodat  er 
overblijft  een  kromme  van  den  graad  (n  +  1)*  — (n  —  xy^^in. 
Deze  kromme  snijdt  het  oppervlak  in  An  (n  +  2)  punten , 
waarvan  er  echter  eenige  niet  meegeteld  moeten  worden.    De 
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snijkromme  der  pooloppervlakken  gaat  nl.  nog  door  punten 
Tan  de  lijn  in  het  oneindige  van  het  XT-vlak,  nl.  door  die 
punten  waar  de  volledige  doorsnede  een  [(n  —  1)'  +  1]-T0ttdig 
pont  heeft.  Dit  is  het  geval  als  een  der  (n  —  1)  raakvlakken 
van  het  eene  pooloppervlak  samenvalt  met  een  der  n  —  1  raak- 
vlakken van  het  andere  pooloppervlak.  Nn  is  de  vergelgking  der 
gezamentijjke  n—  I  raakvlakken  in  het  punt  x :  y :  z :  X  =  K'  i'-^'-O 
aan  het  eerste  pooloppervlak  van  P| 

rdA  dB  dC 

OZ  02 


\(~^^-2--^K>i  +  '-^n' 


dz 


,\  ,  dA  „  ,  „  dB  „        èC 


dX 


dx 


dX 


,«  =  0 


en  aan  het  eerste  pooloppervlak  van  P, 


(^£.+2  «£.  +  »« 


ds 


dz 


\  .  dA  ^  ,  „  dB  ^     ,   dC    ,     ^ 
»)  +  —  5»+  2  —  Sn  4-  TT  •»*  =  0. 


dX 


dx 


dx 


Daar  r,  en  f,  verschillen,  moet  voor  een  gemeenschappelijk 
raakvlak  voldaan  worden  aan 


dA  ^  ,  „  dB  ^     ,  dC    ,      ^ 


7) 


en 


|-^'^'^l^''+^'^='' ••••') 


dos  aan 


dA 

< 

dC 

0 

d^ 

dz 

0 

dA 
'èz 

< 

dC 

dJ 

dA 

dx 

2  dB 

dx 

dC 

dx 

0 

i\ 

dA 

2^^ 

^dx 

dC 

0 

dx 

dx 

=  0. 


Dit  18  een-  vergelijking  van  den  4(n  —  1)"^  graad  in  z, 
^odat  in  4(n —  1)  punten  der  lijn  in  het  oneindige  van  het 
XY-vIak  een  der  raakvlakken  van  het  eene  pooloppervlak  tevens 
raakvlak  van  het  andere  pooloppervlak  is.  Deze  4  (n  —  1) 
punten  liggen  op  de  doorsnede  van  den  4n^^  graad,  en  zgn 
dus  snijpunten  dier  doorsnede  met  het  oorspronkelijke  oppervlak. 
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on  wel  ieder  (n-|- l)maal^  daar  in  ieder  dier  punten  de  ge- 
noemde doorsnede  aan  een  der  n  bladen  van  hel  oorapronkelgke 
oppervlak  raakt  Immers  de  Tergelgking  der  gesanienli|ke 
n  raakvlakken  aan  het  oorspronkelilk  oppervlak  in  het  punt 
a?:y:«:A  =  5:i|:0:0i8 

waaraan  voldaan  wordt ,  als  aan  de  vergelgkingen  7)  en'  8) 
voldaan  is. 

Yan  de  4it  (n  +  2)  sngpunten  der  4n^  graadskromme  met  het 
oorspronkelijk  oppervlak  liggen  er  dus  4  (n—1) («+•!)  =  4(ii* — 1) 
op  de  lijn  in  het  oneindige  van  het  XT-vIak,  die  niet  als 
raakpunten  meegeteld  moeten  worden.,  omdat  de  ligging  dier 
punten  niet  afhangt  van  de  keuzie  der  rechte  l. 

De  4n^^  graadskromme  gaat  ook  nog  door  het  punt  in  het 
oneindige  der  Z-as,  daar  ieder  der  pooI<^pervlakken  dat  pont 
bevat.  Daar  het  oorspronkelijk  oppervlak  in  dat '  pont  een 
cylinderpuot  heeft,  liggen  daar  2  snijpunten,  dié  eveneens 
onafhankelijk  zijn  van  de  keuze  van  l. 

Er  bhj  ven  dus  4w  (n  +  2)  —  4  (n*  —  1)  —  2  =  2  (4n  +  1)  be- 
wegelijke  snijpunten  over,  dus  2(4iiH-l)  bewegelijke  raak- 
punten.     De  A;tos««  van  het  oppervlak  ia  dns  2(4n  +  !)• 

6.  Het  oppervlak  is  geheel  daardoor  gekenmerkt,  dat  het 
van  den  graad  (n  +  2)  is »  de  lijn  in  het  oneindige  van  het 
XY-vlak  tot  n-voudige  rechte,  en  het  punt  in  het  oneindige 
der  Z-as  tot  dubbelpunt  heeft.  Immers  uit  de  aanwezigheid 
der  n-voudige  rechte  volgt,  dat  x  en  y  hoogstens  tot  den  graad 
twee  in  de  vergelijking  kunnen  voorkomen,  on  uit  het  bezit 
van  het  dubbelpunt,  dat  z  hoogstens  tot  dea  graad  n  voorkomt, 
waaruit  in  verband  niet  den  graad  in  ar,  y  en  0  de  gegeven 
vorm  der  vergelijking  volgt. 

Opmerkinq  yan  Dr.  H.  de  Yribs.  Dat  op  de  n-voudige 
rechte  (3n  +  1)  lijnenparen  rusten  is  slechts  schijnbaar  in  tegen- 
spraak met  de  stelling  volgens  welke  een  oppervlak  van  den 
|j«wi  graad  met  (j? — 2)-voudige  rechte  (3p— 4)  lijnenparen  bezit  ^. 
fiet  aantaldier  paren  kan  nl.  bepaald  worden  door  middel  van 


^)    R.  Stübm,  Math.  Ann.  IV,.  250   en   J.  db  Vhiks,   Versl.  K.  A.  ¥.  W. 
X,  •742. 
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èe  meeticnndige  plaats  der  middelpunten  der  kegéhheden  welke 
de  (p  —  2)rvoudige  rechte  tweemaal  tnyden. ')  Bezit  het  opper- 
vlak nu  nog  een  dubbelpunt,  dan  bepaalt  dit  een  lijnenpaar, 
ligt  dns  op  de  bedoelde  meetkundige  plaats ;  deze  snijdt  dan 
het  oppervlak  tweemaal  in  het  dubbelpunt,  terwjjl  aan  déze 
doorsngding  slechts  een  lijnenpaar  beantwoordt. 


Vraagstuk  LX  XXV. 

O  6  a  a.  Van  welk  omwenteliogsoppervkik  zijn  de  projecties 
der  asymptotische  lijnen  op  een  vlak,  dat  de  as  loodrecht  snijdt, 
congruente  kegekneden,  die  in  den  doorgang  der  as  een  brand- 
punt hebben?  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  F.  SCHUH ,  M.  J.  van  Uvbn  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oprlossing   van  M.  J.  van  Uvsn. 
Kiezen  we  de  z-ba  tot  omwentelingsas  en  stellen  we 

dan    kunnen,  we   bet   algeipeene  omwentelingsoppervlak  voor- 
stellen door 

X  =s  V  cos  II  j 

y  r^  vsiBn; 1). 

z  =  ^{v)   ) 

De  asymptotiaehe  Ignen  worden  geprojecteerd  op  een  vlak 
loodrecht  (^  de  as  in  congrnehte  kegekneden ,  die  een  brand- 
punt in  de  as  hebben. 

De  vergelgking  van  zulk  een  kegelsnede  ia 

» 

l+€COS(w+e) 

Hier  stelt  p  den  paraneter ,  .c  dé  excentriciteit  voor.  Wegens 
de  congruentie  hebben  j>  en  t  voor  allo  kegelsneden  dezelfde 
waarden.  0  is  de  hoek ,  dien  de  gropte  aa  van  een  kegelimede 
met  het  XT-vlak  maakt. 


1)      J.   DB   VbISB,   t.   E.   p. 
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De  differentiaalvergelgking  van  dese  kegelsnedeQ  is  blijkbaar 

n  +  f  cof  (tl  H-  *)  (  dr  —  ir  Bin  («  +  *)  rftt  =  O , 

waaruit   met   behulp  van  2)  nog  0  moet  geëlimineerd  worden. 
Het  resultaat  van  deze  eliminatie  is 

_«_(.V-jp«  +  2i,r-i^) 3). 

Nu  is  de  differentiaalvergelgking  der  asymptotische  Ignen 


Ldii*  +  2Mdttdr  +  Ndr»  =  O  .  .  . 
waarin  L,  M  en  N  yoldoen  aan 
}i^x      da?       da; 


.4), 


dtt* '  du  '  dr 

d'y  dy  dy 

dM^'  d«'  di^ 

d32  de  d2r 

di?'  dtt'  "dip" 


=  H 


d»a: 


dop 


do; 

dudff'    dt<  '  dv 

d'y       dy  dy 

difdff'    du  '  dff 


d»; 


d^ 


=  N 


d^jc      dx 
dpi'   InÜ 


^     _ 

dudf '    du  '    du 

da; 
d7 


d^  dy  dy 

dr»'  du'  dr 

d»2r  djsr  de 

dp* '  du  '  dp 


Uit  1)  leiden  we  af 

d*a*     da;      da; 
du*'    du '    dp 

d*a?      da 


1^'(»); 


d^       da?       da; 
dudp  '    du  '    dp 


=  0; 


dx 
dp»'  "du'   "dp" 


=  —  t^^iv). 


We  krijgen  dus 


Il  =  „  IlM  en  M  =»  0. 

N        ^\v) 


De  vergelijking  4)  gaat  nu  oyer  in 

dr» ff!{v) 


5). 
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Brengen  we  5)  in  yerband  met  8),  dan  vinden  we 

»"(^)  ^  P^ 

f'  (r)  V  (éV  —  pi  +  2pp  —  r>)  ' 

waaruit  volgt 

_     ,    f d9  t  +  l  1-f 

zoodat 
of 

. r«N     ir  {(€-i)r+y?  '-^^  K€  +  l)t^-J>P' 

♦  W  =  K. j — +^K  . 

Hier  kan  men  £'  =  0  stellen.  Immers,  omdat  zss^(o)  is, 
komt  dit  neer  op  een  translatie  van  het  oppervlak  in  de  richting 
OZ.  In  rechthoekige  coördinaten  is  de  vergelijking  van  het 
oppervlak  dut 

€  —  1 

Voor  €  >  l  is  — - —  >  O ,  ssoodat  de  teller  van  I  niet  on- 
eindig groot  kan  worden ,  tenzg  voor  t?  =  oo  . 

€—1 

Voor  €<  1  i« -r— <  O,    waaruit  volgt,   dat,  voor  't  geval 

de  bedoelde  kegelsneden  ellipsen  zijn ,  de  uitdrukking  1  oneindig 
groot  wordt  wanneer  men  heeft 

(€+l)t>-j?  =  0, 
of 


«+  1 


Voor   1  =  1    wordt  I  oneindig   groot.     We  koeren   daarom 
terug  tot  de  nitdrukking  voor  f^(v)\  deze  wordt 


^'(r)  =  K      ^ 


2v—p' 

WuK.  Ofo.,  Dl.  IX.  13 
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waaruit  Tolgt 

^  (i?)  =r  K  [2v  -h  p  log  (2v  -  p)]  4-  K'. 


.  j(f  +  1)  r  —  jt>J  Tolgt,  dat  voor 


UU  i^jJi=:il^±P| 

9  ar  00   deze  uitdrukking  imaginair  wordt ,   wanneer  c  <  1 ,  en 
▼oor  r  =  O ,  wanneer  f  >  1  is. 


Vraagstuk  LXXXVI. 

M  ^  7  b.  In  Salmon — Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  höberen 
ebenen  Curven  (2e  Aufl  bl.  90)  wordt  beweerd  dat  de  omhullende 
der  osculatiekoorden  van  de  ellips  een  kromme  is  van  den  6" 
graad  en  de  6^  klasse,  met  vier  buigpunten,  vier  keerpunten,  zes 
dubbelpunten  en  zes  dubbelraaklijnen.  Toon  de  onjuistheid  dezer 
bewering  aan.  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Bouwman,  F.  Schuh  en  Dr  P^  Zeeman  Gz. 

Oplossing  van  F.  SchuK. 

Zgn  x  =  aeo»^9  y  =  i  sin  ^  de  co6rdhiaten  van  een  punt  P 
der  ellips ,  uitgedrukt  in  den  bekenden  parameter  ^ ,  dan  is  de 
vergelgking  der  bij  P  behoorend^  osculatiekoorde ,  omdat  zij 
symmetrisch  is  met  de  raakUfn  der  ellips  in  F  ten  opzichte 
van  de  assen  der  ellips, 

X  y 

—  oös  ^ T-  sin  A  =  cos  2^. 

a  b 

Voert  men  hier  een  nieuwen  parameter  f  =  tg  -^    in  ,     dao 

verkrijgt  men  als  yergelijking  der  rechte  lijn,  waarvan  de  om- 
hullende  moet  worden  onderzocht 

a  o 

Door  een  willekeurig  punt  van  't  vlak  gaaa  derhalve  vier 
raaklijnen  van  deze  kromme;  zij  ,is  van  de  vierde  klasu. 
De  coördinaten  van  een  punt  der  kromme,  in  functie  van  /, 
worden  gevonden   uit    J)   en   de   vergelijking,   die   men  daar- 
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üit  door  differoDtiatie  ten  opzichte  van  t  verkrijgt.     Men  Tindt 

waaruit  blijkt,  dat  de  kromme  van  den  zesden  graad  is.  Zi) 
is  verder  9  daar  de  coördinaten  van  een  punt  rationale  functieef 
van  den  parameter  /zgn,  eene  unicursale  kromme;  het  geslacht 
der  kromme  is  dus  nuL 

Met  behulp  van  de  formules  van  Plückbr  blijkt  nu  onmid- 
dellijk ,  dat  zij  vier  dubbelpunten ,  zes  keerpunten ,  drie  dubbel' 
raaklijnen  en  geen  buigpunt  heeft. 

Uit  de  vergelijkingen  1)  en  2)  kan  men  eenvoudig  afleiden, 
waar  de  dubbelpunten,  de  keerpunten  en  de  dubbelraakljjnen 
der  kromme  zjjn  gelegCD.  Zoo  bljjkt  uit  1),  dat  die  rechte 
een  dubbelraaklgn  zal  zijn ,  wanneer  men  waarden  ^i  en  t^ 
beeft,  welke  voldoen  aan 

1^/^*  ^2^i(l  +  f^»)      l  —  6t,^+t^\ 
1  -  fa*  ~  2/^(1  +  fa*)  ■"  1  —  6fa»  +  t/ 

Hieraan  wordt  voldaan: 

1«.  door  f,  =  ±:  t,  f,  =  7  *>  dit  geeft  do  lijn  in  *t oneindige; 

2«.  door  f,  =  —  1  rb  1/2,  f2=      1  hP  V^2  ;  dit  levert  -  —  |^  =  0; 

a       o 

3«.  door  /,  =  1  dt  V2,   f j  =  1  rp  Vf ;   dit  levert  -  + 1^  =  0. 

a       o 

Uit  de  vergeltjkiogen  2)  of  uit  de  vergelijking  der  kromme 
in  rechthoekige  coördinaten,  nl. 

yiodt  men  verder,  dat  de  zes  keerpunten  samenvallen  met  de 
raakpunten  der  drie  dubbelraaklijnen,  terwijl  de  vier  dubbel- 
punten imaginair  zyn;  voor  hun  coördinaten  toch  vindt  men: 

x=±2aiV2,  y  =  0  en  a?  =  0,  y  =  ±2biV2. 

Opmbbking  YAiT  Dr.  W.  Bouwman.  In  een  artikel  van  F. 
J.  VAN  DBN  Berg  {Nieuw  Archief  voor  Wiskunde ,  Deel  XIX , 
1891,  bl.  82,  is  de  onjuistheid  der  in  SalmonFiedler  bij  dit 
Toorbeeld  opgegeven  getallen  reeds  aangetoond. 

13* 
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Vraagstuk  LXXXVII. 

R  1  O.  Gegeven  een  lichaam  van  onveranderlijken  vonn,  dat 
zich  op  een  willekeurige  wijze  beweegt.  De  meetkundige  plaau  te 
bepalen  van  de  punten ,  welke  door  een  daarin  aangrijpende  iropukie 
een  in  grootte  en  richting  gegeven  snelheid  verkrijgen ,  terwijl  de 
nieuwe  schroefas  evenwijdig  is  aan  de  oorspronkelijke. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost   door  F.  Schuh  ^n  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 


Oplossing   van  F.  Sohuh. 

Wg  nemen  het  sswaartepunt  G  als  oorsprong  en  de  hoofd- 
traagheidsassen  van  G  als  assen  van  een  rechthoekig  eoordi- 
natenst^lsel  aan. 

Stel  dat  de  snelheidscomponenten  van  G  aanvankelijk  m,  r 
en  w  en  de  rótatiesnel heden  om  de  assen  ^,  ^  en  ^  zijn;  verder 

X»  Y  en  Z  de  componenten  der  in  P  aangrijpende  impulsie, 
m  de  massa  van  het  lichaam  en  pg ,  pg  en  p,  de  boofdtrasg- 
heidsstralen.  Dan  worden  de  snelheidscomponenten  u\  v'  en  ir 
van  G,  en  de  rotatiesnelheden  f\  ^'  en  x  om  de  aasen  ten- 
gevolge van  de  impulsie 

X 

«=«*  +  —> 


T 

t^'  -  «^  +  —  , 

z 


Zy  —  Yz 

♦'  =  ♦  +  ■ 


%g~Zie     \ 2) 
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Opdat  de  nieuwe  schroeftis  eyeowgdig  zg  aande  oorspronke* 

♦'      ^'      ï' 
Igke,  moet  —  =s  ^  =  ^  zija ,  dus 

f      w      \ 

tz  —  Zx  =  mkp/if,j  } 8) 

Ta?  —  Xy  =  mkp,\. 

Ib  k^Oj   dan   kan    aan  deze  vergelgkingen  alleen  voldaan 
worden,  ale  men  heeft 

dua  al8  P  in  een  door  O  gaand  ylak  gelegen  is,  en  wel  in  het 
iniddelvlak  der  traagheidsellipBuïde  z^ps^  +  y V/  +  *W  =  ^ » 
dat  toegeyoegd  is  aan  de  schroefas  als  richting  van  een  koorden- 
stelsel. 

De   algemeene   oplossing   der  vergelijkingen  3),   als  aan  4) 
voldaan  wordt,  is 

waaiin  l^  evenals  k^  een  willekeurige  constante  is.  Volgens 
1)  en  2)  krijgt  men  dus 

«' = «  + '^ + ^+7^:^  t*/^**  -  yp'*xi  • 

ib 

^'  =  ,^(1+*),  I 7) 

x'  =  xO+*)- 
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Ka  Toldoen  de  snelheidsoomponenten  v'gj  t/y  en  v'gy  die  het 
punt  P  door  de  impulsie  verkrggt,  aau 

v',  =  tr'  +  y^'  -  a:^', 
zoodat  men  met  behulp  Tan  6)  en  7)  verkrggt 

p'.  =  „  +  te  +  ^^^^,  (W^-yp.'x)+(» +*)  (a^-yx). 

In  deze  drie  Tergelijkingen  zgo  k  en  l  willekeurige  para- 
meters; X,  tf  en  z  de  onbekenden,  terwijl  de  overige  groot- 
heden gegeven  zgn.  Dus  moeten  .r ,  y  en  ^  voldoen  aan  de 
vergelijking,  die  men  verkrijgt  door  A;  en  {  te  elimineeren. 
Deze  vergelijking  luidt 

o',  -  u  -  («^  -  yx) ,  a? ,  zpyhij  -y/:i,^x+(^-yx)(**+y*+^> 

v',  —  w  —  (yip—x\L) ,  z ,  yp,^*  -a:f),V+(y#--^)(**+y*+^') 
Zy  laat  zioh  herleiden  tot 

ix'  +  y^  +  z")  Wt  {v's-  u  -zrp+yx)  +  Pf^  i^\-  ^  -xx+zf)  + 
+  P'\  i^'.-^-yf+x^P)  +  (a^-f  yH«*)  [♦  K-u)  +  ^(rV-r)  + 
+X  K-tt^)]  -(♦a?+iAy+x2?)(x(r'.-i*)+y(rV-i;)-[-<r',-iiP)]j- 

Nu  is  echter  ook  voldaan  aan  4)  Daar  Xy  y  en  z  oietalleo 
nul  zijn  ,  daar  anders  volgens  3)  i==0  zou  wezen,  welk  geval 
we  voorloopig  hebben  uitgesloten,  kunnen  we  door  «*+y^+^ 
doelen  en  vinden 

(ar*  +  y^  +  z')  (a^  +  bxf,  +  cx)  -  (^a;  +  ^Ay  +  X«)  (ox+by+ez)  + 
+  |?{a— 2fi/,+ vx)  H-  ?  (ï— «X+««)+K^'-y^+«i^)  =  0.  •  .  9) 
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Hierin  is 

a  ^  v'x  -  u     ;     b  s=  v'j  —  v     ;     c  =  v\  —  w. 

De  meetkundige  plaats  is  dus  de  snijlijn  van  het  platte  vlak 
4)  met  het  quadratische  oppervlak  9),  dus  een  kegelsnede. 

Beschouwen  virij  o;,  y  en  2r  als  de  componenten  van  een 
vector  A;  a,  b  en  r  als  de  componenten  van  een  vector  B; 
^^  \p  en  X  ^^^  ^^  componenten  van  een  vector  C;  en  p,  q  en 
r  als  de  componenten  van  een  vector  D,  waar  de  streep  aan- 
geeft, dat  een  vector  bedoeld  is,  terwgl  de  streep  wordt  weg- 
gelaten, als  de  scalarwaarde  bedoeld  is.  Door  invoering  van 
het  sinusproduct  en  cosinusproduct  kan  de  vergelijking  9)  ook 
geschreven  worden 

A*  cosir  (B ,  C)  —  cos»  (C ,  A) .  oost  (B  ,  A)  -r  cos»  (D ,  B)  + 

+  cos»  [D,  sin»  (A,  C)]  =i  O 9*) 

Deze  vergolykiug  is  onafbankelgk  van  ;het  coördinatenstelsel , 
zoodat  bi)  invoering  van  een  ander  rechthoekig.,  euordinaten- 
Btelsel  met  Q  als  oorsprong  uit  9)*  weer  de  yorgelijking  9) 
ontstaat,  maar  nu  voor  willekeurige  rechthoekige  assen.  De 
grootheden  :r,  y,  e,  ^^  i/^i  x^  ^*  6  en  c  hebben  dan  op  de 
nieuwe  assen  betrekking,  terwijl  nu  j?,  q  en  r  de  componenten 
volgens  de  nieuwe  assen  van  den  vector  l)  voorstellen  We 
siJB  nu  vrij  in  de  keus  van  het  ooördinatenslelsel ,  en  kunnen 
dus  het  YZ-vlak  loodrecht  op  den  vector  D  ptaatsen ,  waardoor 
q  ^r  =  0  wordt ;  verder  kunnen  we  nog  het  XY-vlak  evenwijdig 
aan  de  schroefas  nemen ,  waardoor  x  ^^  ^  wordt.  De  meet- 
kundige plaats  wordt  dan  de  snglijn  yan 

x  =  0 
en 

(jc»  +  y*  -h  z^)  (a^  4-  bxP)  —  {tx-^yjjtf)  (ax-hby-^cz)  +  p  (a  -  «i/.)  =  O, 

dus  een  kegelsnedo  in  het  YZ-vlak,  waarvan  de  vergelijking  is 

a<itjf^  4-  (a^  +  b\p)  z^  —  c\pyz  —  pi^z  f  j^a  =  0. 

Behalve  deze  kegelsnede  in  het  aan  de  schroefas  toegevoegde 
middelvlak  der  traagheidsellipsoTde  bestaat  de  meetkundige 
plaais   Mg   uit   een  tweede  gedeelte ,    dat  men  verkrggt  door 
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k^O  te  ttollen.  Voor  kssQ  behoeft  de  vergelgking  4)  aiet 
beyredigd  te  zgo.  De  yergelgkingen  8)  lovercD  dan,  als  men 
weer  &'«  —  m  es  a  stelt ,  enz. 


a=^  lx  +  f^  —  yX9 
b^ly  +  xx  —  H^ 


10) 


Deze  drie  Tergelgkiogen  kan  men  door  invoering  van  vectoren 
schrijven  in  den  Torm 

B-iÏL  —  8inir(C,  A), 

welke  vergelijking  van  het  coördinatenstelsel  onafhankelijk  is. 
Bg  ontbinding  volgens  willekeurige  onderling  loodrechte  assen 
krggt  men  de  vergelgkingen  10)  terug,  die  dus  voor  een  wille- 
keurig rechthoekig  assenstelsel  met  O  als  oorsprong  gelden. 
We  kunnen  dus  een  assenstelsel  invoeren,  waarvan  de  X-as 
evenwijdig  loopt  aan  de  sehroe&s,  zoodat  i/^s  x'^'^  ^^^^' 
terwijl  we  het  XT-vlak  evenwijdig  aan  den  vector  B  kiezen, 
waardoor  ca  O  wordt.     De  vergelgkingen  10)  worden  dan 


a 
b  +  zf 


lx. 


\ 


H) 


=  lz.  ) 


De  vergelgkiag  der  meetkundige  plaats  vindt  men  door  l  te 
elimineeren;  zg  ia 


a  j  X 
ft  +  «♦  ,  y 


=  0. 


De   meetkundige   plaats    is  dus  een  kubische  ruimtekromme 
en  wel  de  sngkromme  der  volgende  drie  quadratische  oppervlakken 

♦  (y*  +  «*)  +  ft«  =  0, 12) 

.     ^a?y  +  a«  =  0, 18) 

1^X2  +  bx  —  ay  =  0 14) 

üit  12)  ziet  men,  dat  de  kromme  op  een  cirkelcylinder  ligt, 
waarvan   de   X-as   een   beschrijvende  Ign  is,   en  de  a9  in  het 
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XZ-iflak    ligt;    dit    deel   der    meetkundige   plaais   is   dus   eeo 
kubisehe  cirkel. 

Door  uit  11)  «,  y  en  0  op  te  lossen,  krijgt  men  de  volgende 
parameterroorstelling  voor  de  punten  der  kromme 

a 


y  = 


z  = 


hl 


ï 


?  +  ♦ 


2 


Hieruit  ziet  men,  dat  de  eenige  bestaanbare  asymptoot  (/  =  0) 
der  kromroe  een  rechte  in  het  XZ-vlak,  eyenwijdig  aan  de 
X-as  is,  nl. 

Verder  is  de  kromme  symmetrisch  ten  opzichte  van  de  Z-as, 
zooals  blgkt  als  men  l  vervangt  door  —  l^  terwijl  men  door 
2  sr  00   te  stellen  ziet ,  dat  de  kromme  door  O  gaat. 

Stelt  men  2  »  ^  cot  a ,  dan  wordt  de  parametervoorstelling 

b 
«=  —  —(1  --  co82a), 

waaruit  men  ziet,  dat  de  kromme  een  op  den  cirkelcylinder 
opgerolde  tangenslijn  ie,  zoo  dat  het  buigpunt  der  tangenslijn 
in  G  komt,  en  de  beide  asymptoten  na  het  oprollen  samen- 
vallen. I)e  raaklijn  in  G  aan  de  kromme  loopt  evenwijdig  aan 
den  vector  B.  Als  men  het  geval  ^  =  O ,  waarin  de  aanvan- 
kelijke beweging  een  translatie  is,  voorloopig  uitsluit ,  ontaardt 
de  kromme  alleen  dan,  als  de  raaklgn  in  G  loodrecht  op  of 
evenwijdig  aan  de  X-as  loopt,  dus  als  de  vectoren  B  en  C  lood- 
recht op  of  evenwgdig  aan  elkaar  loopen.  In  het  eerste  geval 
is  a  =  O,  en  de  kromme  ontaardt  in  een  cirkel  van  het  YZ-vlak 
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en  een  hem  loodrecht  soijdende  rechte  (dose  rechte  verkrggt 
men  voor  een  iropulsie  nul,  daar  de  punten  dier  rechte  de 
geg;even  snelheid  reeds  hebben).  In  het  tweede  geval  is  6  =  O, 
en  do  kromme  ontaardt  in  do  X-as ,  suodat  nu  de  meetkundige 
pinats  een  rechte  door  6  evenwijdig  aan  den   vector  C  is. 

Men  overtuigt  zich  gemakkelyk  dat  de  kromme  rechts  ge- 
vironden  is,  ale  a  en  ^  hetzelfde  teeken  hebbeu ,  dus  de  vectoren 
B  en  C  een  scherpen  hook  insluiten ;  in  het  togeuovergesteldc 
geval  is  de  kromme  links  gewonden.  M.  a.  w.  volgt  men,  bg  O 
beginoende,  de  kromme  in  de  richting  van  B,  dan  voert  men 
bij  het  doorloopen  een  wenteling  uit  tegengesteld  aan  die  der 
sühroefbewegiiig. 

De  gevrcMgde  meetkundige  plants  bestaat  dus  uit  twee  deelen: 
een  kegelsnede  in  een  vlak  door  G  loodrecht  op  de  as  vav 
maximum  moment,  aangevend  de  punten  ^  waar  de  impuhie 
moet  aangrijpen  ^  als  de  rotatiesnelheid  van  het  lichaam  verandert; 
en  een  kuhische  ruimtekromme  door  O,  mei  een  asymptoot^  even- 
wijdig  aan  de  schroefas ,  aangevend  de  puntefi  waar  de  impuhie 
moet  aangrijpen,  als  niet  alleen  de  schroefas  zich  evenwijdig 
verplaatst ,  maar  ook  de  rotatiesnelheid  dezelfde  blijft. 

In  het  bijzondere  geval ,  dat  ^  =  i/^  =  ;^  =^  O,  dus  de  aan- 
vankelijke beweging  ^en  translatie,  en  dus  de  schroefas  onbe- 
paald is,  zijn  X,  Y  en  Z  willekeurig,  zoodat  men  in  ieder 
punt  een  zoodanige  impulsie  kan  doen  aangrjjpen ,  dat  de  nieuwe 
schroefas  evenwijdig  is  aan  do  oorspronkelijke,  en  dit  punt  een 
gegeven  snelheid  krijgt.  Ue  meetkundige  plaats  wordt  uu 
gevormd  door  alle  punten  der  ruimte. 


Vraagstuk  LXXXVIII. 

L*  16  b.  Van  een  ellips  zijn  OA  en  OB  de  halve  assen.  Op 
het  verlengde  van  OA  zet  men  een  stuk  AC  =  OB  uit  en  beschrijft 
een  cirkel  met  OC  als  middelHjn.  Men  verbindt  nu  een  wiHekeurig 
punt  D  van  dien  cirkel  met  O  en  met  A.  Snijdt  DA  den  cirkel 
nog  in  E,  dan  is  AE  de  lengte  van  de  halve  middelHjn  der  ellips, 
die  langs  Of),  en  AD  de  lengte  van  de  halve  middellijn,  die  langs 
OE  valt. 

Men  vraagt  een  meetkundig  bewijs  van  deze  constructie,  welke 
door  den  Oostenrijkschen  generaal-majoor  von  Arbtbr  in  „Mitthci- 


OPGAVEN.    N°.  8t-89.  203 

luogen  ober  Gegenstflnde  des  Artillerie-  und  Genie- Wesens^',  Jahrgang 
1900,  S.  719,  is  medegedeeld.  (C  van  Aller.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller  ,  T.  J.  Allersma  ,  H.  B.  Bone  Jr. , 
Dr.  W.  Bouwman,  H.  Bremekamp,  J.  A.  Kerkhoven,  E.  J.  M. 
VAN  de  Laarschot,  F.  Schuh  en  Dr.  C.  Stolp. 


Oplossingen. 

I.  Verplflatst  nu*n  den^driehoek  OKC  zoo  dat  E  in  O  komt 
en  EG  langs  00  valt,  dan  zal,  wegens  de  gelijkheid  der 
hoeken  DEC  en  DOC ,  E A  langs  OD  vallen.  Romen  door 
deze  verplaatsing  de  punten  O ,  A ,  C  iu  O',  A',  C\  achtereen- 
Yolgens  op  OB ,  OD  en  00 ,  dan  is  0'A'  =  OA  =  a  en 
k!Qf  =  AC  =  b  Volgens  een  bekende  constructie  is  A'  een 
punt  der  ellips,  zoodat  EA  inderdaad  de  lengte  der  halve 
middellijn  langs  OD  aangeeft  (H.  B.  B.  en  C.  8.) 

II.  Laat  men  den  cirkel,  die  OC  tot  middellijn  heeft,  rollen 
langs  de  binnenzijde  van  den  cirkel,  die  O  tot  middelpunt 
en  OC  tot  straal  heeft,  dan  beschrijft  A  de  bedoelde  ellips, 
terwijl  D  en  E  zich  langs  OD  en  OE  verplaatsen.  Komt  ge- 
durende deze  beweging  A  in  het  op  OD  gelegen  punt  Ai, 
terwijl  D  en  E  in  D,  en  E,  komen,  'dan  valt  A,D,  langs  OD, 
omdat  D  steeds  op  OD  blijft.  Dus  ligt  ook  E]  op  OD  en  wel 
in  O,  daar  E  steeds  op  OE  blijft.  Derhalve  is  OAi=:EA  de 
halve  middellijn  langs  GD. 

(C.  V  A.,  H.  B. ,  J.  A.  K.,  E.  J.  M.  v.  d.  L.  en  F,  8.) 

Opmerking.  Neemt  men  heti  punt^  C  op  OA ,  zoodat  dus 
OC  =  a  —  b  wordt ,  dan  blijyen  constructie  en  bewijs  geldig.  ') 

(C.  8.) 


Vraagstuk  LXXXIX. 

K  1  C.  P  is  een  punt  van  den  om  driehoek  ABC  beschreven 
cirkel.  Drie  rechten,  die  door  een  der  punten  van  Brocard  achter^ 
eenvolgens  met  AP,  BP,  CP  evenwijdig  loopen,  snijden  de  zijden 


^)    Bit  18  ook  door  tOR  Arbtbb  oftgfimtrkt.  (Cv.  A.) 
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CA,  AB,  BC  en  AB,  BC,  CA  ia  de  collineure  drieUllen  A,,  B,, 
C,  en  Aj,  Bj,  C2.    Men  vraagt  dit  te  bewijzen. 

(Dr.   H.  VAN   AUBEL.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allbrsma,  Dr.  H.  van  Aubkl  en  H. 
B.  BoNE  Jr. 

Oplossing   van  H.  B.  Boni  Jr. 

Zij  Q  het  eerste  punt  van  Bbocard  van  A  ABC,  soodat 

Z  CBa  ^  Z  BAO  =  Z  ACa  =r  itf  is. 

Dan  is  ^  AOC  =  180^  —  a,  waar  a  den  hoek  BAC  aanduidt. 
Stel  Z  PAO  =  Z  AOA,  =  0,  dan  is 

AAi  ^  A  AUAt  AQsio^ 

A^C  "^  A  A,aC  ^  ca  sio  {a  +  ^)' 

Blijkbaar  ia  ^  A,OB,  =  Z  APB  =  Z  7  .  dus 

ZAaBj  =  7  — 0,  ZB,aB=  180*^  — /3-(7— #)  =  a+#,  en 

BB|  _  BQ  sin  (g  +  ») 

B,A""  Aa8in(y  — #)*     ^ 

Eindelijk  is  Z  B,aC,  =  180*^  -  Z  BPC  ==  a,  dus  Z  BöC,  = 
=  ZBOB,-^ZB,aC=a+^— a=#  en  ZCQC,=180**— 7+^, 
dus 

CC,  ^        OQrin(y-») 
C,B  BOsin^ 

Uit  1),  2)  en  3)  volgt 

AAi  .  BB|  .  CC, 

A,C.B,A  .C,B  "  "~ 

en  hieruit,  in  verband  met  't  omgekeerde  van  de  stelling  van 
Mbnelaus,  do  collineaire  ligging  van  het  puntendrietal  A,B,C,. 
Het  tweede  drietal  k^ju^  vindt  men  door  uit  te  gaan  van 
het  2*  punt  van  Brocard. 


Vraagstuk  XC 

K  4.     Op  de  zijden  van  driehoek  AiA^A^  heeft  men  buiten waarts 
de  vierkanten  AjAjBiC, ,  A3A,BaC2,  AiAjBjC,,  en  daarna  op  B^Cj, 
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B,C„  BjC^  builen waarts  de  vierkanten  RjCjDjE,,  BjCiDjEj,  BiCjDaE^ 
beschreven.  Men  vraagt  den  driehoek  AiA^A,  te  construeeren  als 
de  middens  der  rechten  D2E3»  D,E, »  D,E^  gegeven  zijn. 

(Dr.    H.  VAN  AUBEL.) 

Oplossing   van  Dr.  H.  yan  Aubel. 
Neemt  men  voor  de  equipollenties 
A3Bj=A2Ci=tA3Aj  ,  A|B2^=A3C2'=iA|A3 ,  AjBs'^sAiCj^siAjAi 
eenen  wiUekeurigen  oorsprong,  dan  verkrygt  meu 

B,  =  tA2  +  (l-»)A3,    C,  =  (l+i)Aa-tA3, 
B2  =  iA3  +  (l-t)A,,    C2  =  (l+i)A3-iA,, 
B3  =  »A, +(l-»)Aa,     C3  =  (l-f  OA,  —  *Aa. 
Evenzoo  ^vindt  men 

D,=tB2  +  (l -OC3,    E,  =  (l  +  f)B2-tC3, 
en  door  substitutie 

D,  =  (a+i)A,  -(I+OA2-A3,    E,  =(3-i)A»-A,-(l-0A,; 
dus  ook 

D2=-A,+  (3+0Aa-(l+0A3,     E,  = -- (1-»)A,+(S-0A2--A„ 
D3=  -  (l+t)A,-Aa+(34t)A3,    E3=  -  A,Hl-0Aa+(S~i)A3. 

.  Brengt  inen  de  waarden  van  D,,  E3  in  de  equipollentie 
M,  =  ^  (D2  +  E3)  over ,  dan  heeft  men 

M,  =  - A, +fl-t-0A2  +  (l-0A3 1) 

Evenzoo 

M2  =  (l-i)A, -A^  +  O  +  OA,, 2) 

M,  =  (1  +  t)  A,  -I-  (1  -  O  A2  —  A3 8) 

Door  eliminatie  van  A^,  A,  uit  1)9  2),  8)  vindt  men 
A,  =  -  M,  +  (1  -  OM,  +  (1  +  tOM,, 
of,  M3  tot  oorsprong  nemende, 

MjA,  =  -  MjM,  +  (1  +  O  MaMs  =  M.M,  +  iM^M,. 

Stelt  men  nu  M^N,  =  tMjM,,  dan  is  M2A,  =  M2N1  +  M,M,, 
of  N,A|  =  M1H3. 
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Hieruit  Tolgt  deze  oonatruotie: 

Men  trekt  M2N,  binneDwaarts  loodrecht  op  en  gelijk  aan 
MsM),  dan  is  N,A,  equipollent  met  MjM,.  Op  soortgelijke 
wiJB  bepaalt  men  de  hoekpunten  A^y  A,. 


Vraagstuk  XCI. 

K  8  a.  Zijn.  I| ,  I2,  I3,  I4  en  1, ,  i,,  i,,  I4  de  middelpunten  der 
vierkanten,  welke  buitenwaarts  en  binnenwaarts  op  de  zijden  van 
een  vierhoek  A,A2A3A4  kunnen  beschreven  worden,  dan  is 


"7  2  ,   T~ra  ,   -^--72  ,    -=—72 


^1^3     I   ^3*4     1    ^a'i     I    M^2   —  ^1^2     I    A2A3  +  A3A4  -|-  A4A1  . 

(Dr.    H.  VAN   AUBBL.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  J.  A. 
Barrau,  H.  B.  Bone  Jr  ,  K.  D.  J.  de  Jonoh  Jr.,  F.  Schuh  en 
Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing   van  T.  J.  Allersma. 

De  middens  van  AiA,  en  A3A4  noemen  wij  m,  en  m2.  Trekken 
wij  door  de  middens  n^  en  n^  van  A2A4  en  AjA,  Ignen,  die  lood- 
recht op  A2A4  en  A,A3  staan  en  nemen  wij  hierop  de  stukken 

WjJa  =  »2;2  =  i  Aj A4 ,  n^J^  =  nj^  =  ^  A,  A3 , 
dan  is 

A  A,f,J4^AAiri/4, 

want  beide  zijn  ^  A  Aim,t74  en  verschillen  hiervan  45^  in  stand. 
Evenzoo  is 

A  A^jTj^A  A4Jjj/3, 

want  beide  zijn  <v9  /s,  A4?72^3  en  verschillen  hiervan  45^  in  stand. 
Hieruit  volgt 

»i J4  =  Tl/*  =  w,w4  1/2  en  /Jj  =  J2I3  =  w^w,  1/2. 
Omdat  m^n^nf^v^  een  parallelogram  is,  dus 

heeft  men 

t,  J4  =  I,;4  =^213  =  JaV 
Evenzoo' blijkt,  dat 

I,  Jj  =  i,;2  =ijJz  =^  J4I3»  .    . 
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derhalve  zjfn  t,;2l3J4  eo  ;4t3J.I,  parallelogrammen ,  die  de  zgdeii 
gelgk  bebben. 

Nu    verschillen    I,/4  en  f\3^    beide    45**   in   stand  met  w,>;4, 
derhalve  is 

Evensoo  is 

Ij  Ja  X  Uh\ 

de   zjjden  der  genoemde  parallelogrammen  staan  dus  loodrecht 
op  elkaar. 
Nu  is 

L  JaT,/4  rt  L  WaW,w4  =  90'*     ,     L  ;2f|J4  ^  L  f^m^n^  =  90^- 
nlzoo 

L  JaT,;4  f  L  ;V'tJ4  =  180^  en  L  JaT,/*  =  L  uj^h- 
Derhalve  is 

par.  f|;2T3J4  ^  par.  ^/aJjT,  ,  dus  fJa  =  J2/4. 
Verder  heeft  men 


of 


W'^hu=  ihh  +  2I,J2% 


T2    .    T-r2 


ii'3   +  h'\    =  4m,W4  +  4m,n2  =  AjA,   +  A4A1  . 
Eveoioo  is 


T2     .     T-.2 


V4     +  V2    —  -^1^2     +    A3A4    , 

dus 


~a  ,   sr-ri  .  r-r2  .   tt2 


OpMBRKiNe.     Men  verkrijgt  de  te  bewjjzen  vergeljjkiag  uit  de 

betrekkingen  Ti»3  +  I,f,    =  AjAj  +  A^A,     en   I2I4  +  l4>'2  = 

.-=  A3A4  +  A,  Aa  ,  welke  men  op  bl.  38*3  van  deel  VIII ,  achter 
de  oplossing  van  N^.  191,  zal  vinden. 

(E.  D.  J.  DB  J.  en  C.  S.). 


Vraagstuk  XCII. 

K  2  d.     Uit  een  punt  van  de  hyperbool  van  Kiepert  trekt  men 
drie  rechten  achtereenvolgens  evenwijdig  met  de  zijden  B|C,,  QA,, 
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A,B,  van  den  eersten  driehoek  van  Brocard.  Te  bewijaen  dat 
deze  rechten  de  zijden  BC,  CA,  AB  van  den  oorspronkelijken 
driehoek  in  drie  collineaire  punten  snijden. 

(Dr.   H.   VAN   AUBBL.) 

Opgelost   doür  T.  J.  Allersma  en  Dr.  H.  van  Aubel. 

Oplossing   van  T.  J.  Allbrsm a. 

Beschouwen  wij  ABC  als  assondriehook  en  maken  wg  ge- 
bruik van  barycentrische  coördinaten.  Stellen  wij  kortheidshalve 

^V-  a*  =  A,       c^a»  -  6*  =  B,       ö»6*  -  c*  =  C  . . .  1) 
dan  zijn  de  verg.  van  B,C, ,  C,A],  A|B,  achtereenvolgens: 
Ax  +  Cy  +  Ba  =  O,      Ca?  +  By  4-  Aa  =  O, 
Ba?  +  Ay  4-  Oar  =  0. 

Trekken  wij  door  een  punt  P(ar|,  yi ,  Zx)  de  Ignen  a,  /3|  y 
evenwijdig  aan  B,Ci ,  CiA, ,  A,B, ;  laten  D,  E,  F  de  snypunten 
zijn  van  er  en  BC,  /3  en  CA,  7  en  AB,  dan  is  de  verg.  ran 
a  van  den  vorm 

Aa;  +  Cy  +  Ba  +  i  (a;  4-  y  +  a)  =  O , 
terwijl  voldaan  is  aan 

Aar,  +  Cy,  +  Ba,  +  *  (ar,  +  yi  +  a,)  =  0. 
derhalve  is  de  verg.  van  er: 

KA  -C)y,  +  (A-B)s',|a:+  |(C  -  A)*,  +(C  -  B)«,Jy  + 
+  {(B  -  A)*,  +  (B  -  C)y,|«  =  0. 

en  wordt  het  punt  D  bepaald  door  de  verg. 
x  =  Q,     KC-A)ar,-(B-C)f,}y  +  KB  -C)y,-(A-  B)>,l*  =  Ö- 

Soortgelgke   verg.   bepeden   de   punten  E  en  F.    Zullen  na 
D,  £,  F  op  eene  rechte  Ign 

£r  +  my  +  na  =  O 
liggen,  zoo  moet  men  hebben 

(C  — A)a;,  — (B-C)g,  _    (B  — C)y,  —  (A  — B)a;, 

m  n 

(A-B)y.-(C-A)a?,  _  (C- A)g,  -  (B  -  C!)y. 

n  ~  l 

(B-C)g. -(A-B)y.       (A-  B)g, -(C-A)g, 

I       I  IIP.  -^— ^       I    ^^^— — »   ^ü  ■  ■     "  ■ 

l  m 
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Hieruit   volgt  door  eliminatie  van/,  m,  n^  na  deeling  door 
(A«  +  B*  +  C?-  BC  -  CA  -  AB) (o?,  +  yi  +  eO, 

(B  -  C)  y,z,  +  (C  -  A)  z,x,  +  (A  —  B)  a?,y,  =  0. 

Vervangen  wij  Xi ,  yi,  z^  door  x,  y^  Zj  zoo  vinden  wg  hieruit 
met  behulp  van  (1),  na  deeling  door  a^  +  b^  +  c^: 

{b^  -  c^)yz  +  {(^—  0^)  sx  +  (a»  -b^)xy  =  O, 

zijnde  de  verg.  der  hyperbool  van  Eiepbrt.    Alzoo: 

Indien   het   punt   P   op    de   hyperbool    van    Kiepert    ligt^ 
zullen  de  snijpunten  D,  E,  F  op  eene  rechte  lijn  liggen. 


Vraagstuk  XCIII. 

A  2  b.     Is  (X ,  Y)  een  wortelstelsel  van  de  vergelijking 

i/^OC^  —  2«^y,XY  +  u,/i^  =  o , 
en  (Y,  Z)  een  wortelstelsel  van 

u^^Y^  —  2«,,^YZ  +  Uj,^tZ^  =  o, 
dan  voldoet  (X,  Z)  aan 

mits  i/,,t,  »,jyj,  ^s^Mij  ^fx^i  ^yi«ii*'«i*  de  waarden  voorstellen  welke 
de  tweede  afgeleiden  van  een  temairen  vorai  u ,  waarvan  de  discri- 
minant  verdwijnt ,  aannemen ,  als  men  daarin  aan  de  veranderlijken 
waarden  geeft ,  die  de  eerste  afgeleiden  van  u  gelijktijdig  doen 
verdwijnen.     Men  vraagt  het  bewijs.  (K,  Bes.) 

Opgelost  door  K.  Bes  en  F.  Schuh. 

Oplossing  van  F.  Schüh. 

Onderstel   dat   door  X==a,  Y  =  6,  Z  =  c  aan  de  vergelij- 
kingen 

tiy^.X»  —  2w,^,XY  +  tt,,.Y2  =  0,    .     .     .     .     1) 

u^,Y2  — 2«y,,,YZ  +  tt,^.Z2=0,    ....     2) 

.     .  «*,«Z^  —  2tt^^XZ  +  u^.X»  =  0     ....     3) 

Toldaan  wordt;  dan  zgn  de  vergelijkingen  (l),  (2)  en  (3)  ach- 
Wmk.  Opg.  ,  Dl.  IX.  1 4 


210 


WISKUNDIGE 


tereen  volgens   deelbaar    door    bX  —  aY ,   cY  -  bZ  ,   aZ  ^  cX. 
Deze  YergelijkiDgen  kunuen  dus  vervangen  worden  door 

(ftX-aY)(jX-|iY)  =  0, 

(cY-  ftZ)(rY  -9'Z)  =  0, 

(aZ  -  cX)  (p'Z  -  r'X)  =  0. 
Hierin  is 

er  =  ti«ji  =  er' , 
waai  uit  volgt 

!>=!>%  i  =  9'i  r  =  r'. 
Voor   de   vergelijkingen  (1),  (2)  en  (8)  kan  dus  geschreven 
worden : 

(ftX  — aY)(jX-i?Y)  =  0, 4) 

(cY  — 6Z)(rY  — yZ)=0, 5) 

(aZ-^cX)(pZ  — rX)  =  0 6) 

Hieruit  ziet  men,  dat  als  een  der  vier  gemeenschappelgke 
wortelstelsels  van  (1)  en  (2)  aan  (3)  voldoet,  dit  nog  met  een 
tweede  gemeenschappelijk  wortelstelsel  het  geval  is,  maar  in 
het  algemeen  niet  met  de  beide  andere  gemeenschappelgke 
wortelstelsels. 

Door  (1),  (2)  en  (3)  met  (4),  (6)  en  (6)  te  vergelijken 
vindt  men: 

aq'\-bp  =  2M,,y^,  br  +  cq  =  2m,,,j,  g;  4-  or  =  2u^,^,    .  8) 
Nu  is 

ap-^-ap  ,  bp  -}-  aq  ^  cp'\-  ar 
aq'\'bp  ^  bq'\-bq  ^  cq  -^r  br     =  O , 
ar-\-cp  j  br  +  cq  j  er  -\-'cr 

zooals  onmiddellijk  blijkt  als  men  den  determinant  splitst  in 
de  som  van  twee  determinanten,  waarvan  de  eene  ap ,  bp^  cp^ 
de  andere  op,  aq,  ar  als  eerste  rij  heeft.     Dus  is 


«,.. 

•**u. 

«m 

«^». 

«*.• 

«»,.. 

«^^ 

^M 

V 

=  0. 


.    9) 
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Aan    deze   voorwaarde    moet  voldaan  zijn,   zal  het  mogelijk 
wezen  uit  (7)  en  (8)  de   grootheden  a,  i,  e,  jp,  j  en  r  op  te 
lossen.    Omgekeerd ,  is  aan  (9)  voldaan ,  dan  kannen  (7)  en  (8) 
opgelost  worden.     We  kunnen  n.1.  a  zoo  aannemen,  dekt  a^p 
wordt,  vervolgens  6  en  j  uit  aq  +  bp  =  2ti^yj  en  bq  =  Wy^»  op- 
lossen, en  daarna  c  en  r  uit  br  +  cq  =  2Uy^g^  en  <y-f  ar  =  2w^^. 
Het  is  niet  moeilijk  in  te  zien ,  dat  men  dan  twee  stel  waarden 
voor  c  en  r  vindt ,  die  door  verwisseling  van  c  en  r  in  elkaar 
overgaan,  zoodat  men  slechts  één  waarde  voor  er  vindt.  Heeft 
nu  Uc^t  die  waarde,  dan  kunnen  de  vergelijkingen  worden  op- 
gelost, anders  niet.    Men  kan  dus  Ug^*,  %t,   Ux^^^y  Ug^^  en  «y^^ 
nog  willekeurig  aannemen ,  terwijl  er  dan  één  waarde  voor  u^% 
bestaat ,  die  de  vergelijkingen  (7)  en  (8)  oplosbaar  maakt.  Deze 
waarde  van  t/«,«  moet  aan  de  vergelijking  (9)  voldoen,  en  daar 
die  vergelijking  slechts  één  waarde  voor  Ug^t  oplevert ,  moet  de 
waarde  voor  ti«^t,  die  uit  (9)  volgt,  dezelfde  zijn  als  die  welke 
(7)  en  (8)    oplosbaar   maakt,    m.  a.  w.   voor   die  oplosbsarheid 
^evert  (9)  de  voorwaarde,  die  noodig  en  voldoende  is. 

Nu  moet  bewezen  worden,  dat  de  vergelgking  (9)  identiek 
ia  met  de  in  de  opgave  genoemde  voorwaarde.  Zij  u  een 
ternaire  vorm,  wavirvan  de  eerste  afgeleiden  nul  worden  voor 
X  =>Xiy  y  =  y, ,  z  =  z^,  zoodat  men  heeft 

O  =  tty,  =  a?itt,,y,  +  y,u,^,   +  ziu,^,^ , 
O  =  tt.,  =  x^ug^^  4-  yiWy^.,  -I  Ziu^u     . 

Aan  deze  vergelijkingen  kan  alleen  dan  door  van  nul  ver- 
schillende waarden  van  x^ ,  y^  en  2,  voldaan  worden ,  als  aan 
vergelijking  (9)  voldaan  is.  Is  omgekeerd  aan  vergelijking  (9) 
voldaan,  dan  kan  men  een  ternairen  vorm  opstellen,  zoodanig 
dat  voor  o;  =  o?,  *  Vi^tfif  z  =  Zi  de  eerste  afgeleiden  nul  zijn 
en  de  tweede  afgeleiden  gelijk  worden  aan  Ug^t  enz.,  n.1.  den 
vorm 

Men  kan  n.1.  volgens  (9)  Xi,  jfi  en  z^  zoo  bepalen,  dat  de 
eerste  afgeleiden  nul  worden ,  waarbij  dan  de  tweede  afgeleiden 
gelgk  worden  aan  u,,t,  enz. 

Is  dus  aan  de  in  de  opgave  genoemde  voorwaarde  of,  wat  op 

14* 
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hetaselfde  neerkomt,  aao  ?ergelijkiDg  (9)  voldaan,  dan  zgn  de 
vergelijkingen  (1),  (2)  en  (3)  van  den  vorm  (4),  (5)  en  (6), 
sM)odai  twee  der  vkr  gemeenschappelgke  wortel^elsela  van  (1) 
en  (2)  aan  de  vergelgking  (3)  voldoen.  De  opgave  is  dus  niet 
geheel  juiet  gesteld. 


Vraagstuk  XCIV. 

M^  5  i.  Als  twee  vlakke  kubische  krommen  elkaar  in  een  punt 
O  aanraken ,  dan  raken  alle  krommen  van  den  door  hen  bepaalden 
bundel  elkaar  in  O  aan.  Men  laat  den  bundel  zoo  veranderen ,  dat 
O  en  zes  der  overige  basispunten  op  hun  pkuits  blijven ,  terwijl  de 
gemeenschappelijke  raaklijn  om  O  wentelt;  wat  is  de  meetkundige 
plaats  van  het  bewegelijke  basispunt.  (K.  Bes.) 

Opgelost  door  K.  Bes  ,  H.  B.  Bone  Jr. ,  F.  Schuh  en 
Dr.  J.  DE  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vries. 

Heeft  de  gemeenschappelijke  raaklijn  tot  vergelijking  y  ==  mx, 
dan  kan  de  bundel  worden  voorgesteld  door 

X  (y  —  mx  +  1*2  +  W3)  +  /i  (y  —  wx  +  »2  +  «'s)  =  O, 

waar  de  aanwijzers  2  en  3  den  graad  aangeven  van  homogene 
functies. 

Voor  X  -j-  /u  =  O  bevat  deze  bundel  de  kromme 

> 

vrelke  blgkbaar  in  O  een  dubbelpunt  heeft.  Daar  zg  alle 
basispunten  moet  bevatten  en  haar  vergelgking  niet  van  m 
afhangt,  is  zij  de  meetkundige  plaats  van  het  bewegelgke 
basispunt. 

Vraagstuk  XCV. 

K 14  d.  Zijn  twee  veelvlakken  naar  den  vorm  gegeven ,  en  is 
de  som  hunner  oppervlakken  standvastig,  dan  zal  de  som  hunner  in- 
bonden een  minimum  worden,  als  de  inhouden  zich  als  de  opper- 
vlakken verhouden.  (Steiner's  Werke  II ,  227).  Men  vraagt  hSet 
bewijs.  ^Dr.  Z.  P.  Boüman.) 
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Opgelost  door  J.   A.   Barrau,    H.  B.  Bome  Jr.,   Dr.  Z.  P. 

BOUMAN,     H.  BSSMKKAMP,  C.  A.  ClKOT,  J.  A.   KXRKHOVEN  ,  K  J. 

M.  VAN  DE  Laarschot  ,  F.  Schuh  ,  Dr.  C.  Stolp  ,  Dr.  A.  van  Thijn 
en  J.  WoLFF. 

Oplossing  van  F.  Schuh. 

Zijn  O,   en   O,  de  oppervlakken,  I,  en  I,  de  inhouden  der 
yeelvlakken,  dan  is 

waarin  i,  en  A^  constanten  zgn,  die  afhangen  van  den  gege- 
ven vorm  der  veelvlakken.  Door  deze  vergelg kingen  logarith- 
misch  te  differentieeren  vindt  men 

8I,rfO,  =  20,  dl,  ,  SladOa  =  20arfl2  ....     2) 

Daar  O,  +  0^  constant  is ,  heeft  men  dO,  +  dOj  =  0.    Wordt 
I,  +  \  stationair,  dan  is  cil,  +  i^%  =  0.   üit  (2)  vindt  men  dan 

^-1^' ^^ 

soodat  de  inhouden  zich  verhouden  als  de  oppervlakken,  üit 
(1)  volgt  dan  verder 

aan  welke  vergelgking  slechts  door  één  paar  veelvlakken  vol- 
daan wordt,  zoodat  I|  -fla  slechts  voor  één  stationaire  waarde 
vatbaar  is. 

Stelt   O   het   gezamenlgk   oppervlak   der  veelvlakken  voor, 
dan  is  I  =  I,  -f- 1,  stationair  als  men  heeft 

^1  'T  «2  ^1  4"  Tï 

T  = h o*     I  = ^ o* 

'      (*,  +  *,)%  '    »      (*,4-*0''' 

OV. 
I  =  — 4) 
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Bovendien    kan  I  nog  grenswaarden  aannemen,  als  n.I.  een 
der   veelylakken   zich  tot  een  punt  heeft  samengetrokken,  das 

als  b.  V.  Oj  =  O ,  Ia  =  O  is ,  in  welk  geval  0|  =  O  en  I  =  ~tt" 
wordt;  de  grenswaarde  van  I  is  dan  -7^.     De    andere   grens- 

waarde  voor  I  is  7-^-.    Beide  grenswaarden  zgn  grooter  dan  de 

in  vergelijking  (4)  opgegeven  stationaire  waarde  en  daar  er 
geen  andere  stationaire  of  grenswaarden  zijn ,  is  de  stationaire 
waarde  van  I  een  absoluut  minimum ,  ieder  der  beide  grens- 
waarden   een   maximum ;    is   Atj  <  Ar^   dan   is  de   grenswaarde 

O"/»  , 

-r-TT  ®®Q   absoluut  maximum.     De  kleinste  waarde  heeft  I  dos 

«, /• 

als  aan  vergelgking  (3)  voldaan  is. 


Vraagstuk  XCVI. 

O  6  g.     Tusschen  het  lijnelement  ds  van  een  asymptotische  lijn 

op  een  pseudospherisch  oppervlak ,  met  kromming r ,   en^   het 

P 
lijnelement   ds'  van  haar  afbeelding  op  den  eenheidsbol  bestaat  de 

betrekking  ds  =  pds'.  (Dr.  Z.  P.  Bouman.) 


Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  Boüman. 

Tusschen   het  lijnelement  ds  van  een  oppervlak  en  het  lijn- 
element ds'  van  zgn  spherisch  beeld  bestaat  de  betrekkiog 

ds'^  =  H(DrfM^  +  2Ududv  +  D"dr>)  —  Kds\ 

waar  E  en  H  de  totale  en  de  gemiddelde  kromming  voor- 
stellen, en  D,  D^  D''  de  bekende,  door  Gauss  ingevoerde, 
symbolen  zijn. 

Voor    den    kromtestraal   R   der   normaal-doorsnede    van 
heeft  men 

1  _  Ddu^  +  2Wdudv  +  D^dp» 
R  "*  d? 
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Dus  is 

'ds'    "B 

In  het  beschouwde  geval  is  nu  E  s= ■-  en  R  =  oo ,   dus 

ds'a  s  d«a  :  p»  of  ds  =  pds'. 

Opmerking.    Men   yindt   dezelfde  uitkomst  voor  een  cirkel- 
punt  (umbilicaalpunt)  op  een  minimaaloppervlak.    Immers ,  dan 

is  H  =  O,  dus  Pi  =ï  —  Pa  =" P  ^^  K  = — . 


Vraagstuk  XCVII. 

O  5  i  /3.  Vormen  de  kromtelijnen  van  een  oppervlak  een  iso- 
thermisch  stelsel,  dan  bestaat  tusschen  de  hoofdkromtestralen  /9,  en 
^2  de  betrekking 

è 

(Dn  Z.  P.  BouMAN.) 


I»  \^  (/),  —  [^    ^v  I       ^  Vi  (P2  —  /»i)     d»  / 


Oplossing   van  Dr.  Z.  P.  Boüman. 

Men  heeft 

ds*  =  E(du»  +  dt^). 

Zijn  Pi  en  p,  de  hoofdkromtestralen  langs  de  lijnen  u  =  const. 
en  9  =  const.,  dan  heeft  men 

D  = =-,  D'  =  0,  D"=— — . 

Pa  Pi 

De  vergelijkingen  van  Codazzi  geven  nu 

dD         1      dE             1    d£ 
-lil I — -D —  —  D"  =  0 

dv         2E    dr  2E  do  ' 

dD"        1      öE  1    öE 

ï^i 1-.-1Ü  n L  izLn"  — o 

dtt        2E   dM  2Edi« 

üit  beide  vergelgkingen  vindt  men 

OV     \  Pi  /  cv 
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dos 


d{E 


^  dJE  _  p.  /     1     \  dp,  ^ 

OP  p2  Vi  —  pa'    ^^^ 

,    ^^E  _  Pa  ƒ       t      ^  ^  , 
di«         p,  Va  — P/dw 

De  Toorwaarde  van  integrabiliteit  levert  teniood  de  bedoelde 
differentiaalyergelijkiDg. 


Vraagstuk  XCVIII. 

04  e.  Op  een  ontwikkelbaar  oppervlak  neemt  men  een  stelsel 
van  geodetische  lijnen  en  hun  rechthoekige  doorsnijdingskronunen 
als  parameterlijnen  v  =  const.  en  u  =  const.  aan.  Men  vraagt  een 
uitdrukking  voor  den  geodetischen  kromtestraal  der  lijnen  u  =  const. 
en  de  differentiaalvergelijking  der  geodetische  lijnen. 

(Dr.  Z.  P.  BouMAN.) 

Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  Boüm an« 

Het  lijnelement  wordt  in  het  onderstelde  geval  voorgesteld 
door 

(foa  =  du»  +  Gdtr» 1) 

De  totale  kromming ,  die  hier  nul  is ,  kan  beschouwd  worden 
als  differentiaalinvariant  van  ds^j  en  daardoor  gebracht  worden 
in  den  vorm 

K= du^^Uuj 

Yoor  de  geodetisohe  kromming  der  Ignen  w  =  const.  beeft 
men  nu 

1   _         1  dG 

rT  lÖt  'dü ' 

Hieruit  vindt  men  gemakkelgk 


du  \rj       ru^ 
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Nu  is  E  =  O ,  bijgevolg 

— 1—\  —  —  ^0 

du   \  r«  /  Tm^  "      ' 

dtts 

:=  O      of      ---   =  —  1. 

ru  du 

De  eerste  dezer  betrekkingea  doet  zien,  dat  het  oppervlak 
twee  stekels  orthogonale  geodetische  lijnen  bevat.  Immers, 
uit   3)   blijkt,    dat  G  een  functie  van  v  alleen  is.    Yoert  men 

als  nieuwen  parameter  in  Vi  =  jVQdv,  dan  gaat  1)  over  in 

ds^  =  du^  +  d»,». 

dru 
De  betrekking  — —  =  —  l  levert 

au 

r«=  -  u  +  f{v). 
Nu  is 

1  1    dGt  d    ,^^ 


—  w  +  /(r)  2G  du  du 

dus 

G* = [u  -  m]  ^  {V). 

De  meest  algemeene  vorm  voor  het  lijnelement  is  derhalve 

d8^  =  du^+lu  —  f(v)l^  ^»(r)  dv^. 

Of,  als  men  stelt  w  =  j ^{v)dv^ 

ds^  ^du^+lu-^xp  (w)l^  dw\ 


Vraagstuk  IC. 

KIe.  Bij  een  gegeven  driehoek  het  punt  te  bepalen ,  waarvoor 
de  som  der  afetanden  tot  de  hoekpunten  maximum  of  minimum  is , 
en  te  onderzoeken  of  het  maximum  of  minimum  absoluut  of  relatief 
is.  (J.  VAN  DE  Griend  Jr.) 

Opgelost  door  H.  B.  Bone  Jr. ,  J,  van  de  Griend  Jr. ,  F.  Schuh 
en  Dr.  A.  van  Thijn. 
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O  p  1  o  B  8  i  n  g   van  F.  Schuh.  ^ 

Zy  ABC  de  gege?en  driehoek  en  M  een  punt,  waaryoor 
S  ^  MA  +  MB  +  MC  een  stationaire  waarde  heeft,  dan  moet 
S  bij  iedere  kleine  Terplaatsing  van  M  een  yerandering  onder- 
gaan, die  ten  opzichte  van  die  verplaatsing  van  hoogere  orde 
is.  Verplaatsen  we  nu  M  naar  een  naburig  punt  M',  waarbg 
MA  +  MB  standvastig  blgft,  dus  langs  de  ellips  door  M,  die 
A  en  B  tot  brandpunten  heeft,  dan  geschiedt  die  verplaatsing 
MM'  in  een  richting ,  die  loodrecht  staat  op  de  deelign  van  den 
hoek  AMB.  Zal  nu  S,  dus  ook  MC,  een  verandering  van 
hoogere  orde  ondergaan,  dan  moet  MM'  ook  loodrecht  op  MC 
staan ,  m.  a.  w.  CM  moet  den  hoek  AMB  halveeren.  Evenzoo 
is  voor  het  stationair  zijn  van  S  noodig  dat  AM  den  hoek 
BMC  en  BM  den  hoek  CMA  halveert.  Hieruit  leidt  men  af, 
dat    voor   het   stationair   zijn  van  8  noodig  is,    dat  men  heeft 

Z  AMB  =rz  z  BMC  =  Z  CMA  =  120^ 

Is  omgekeerd  aan  deze  voorwaarde  voldaan,  dan  ondergaat 
S  een  verandering  van  hoogere  orde  bij  verplaatsing  van  M  in 
twee  verschillende  richtingen,  is  dus  stationair. 

Het  punt  M  waarvoor  bovenstaande  vergelijking  geldt,  is  het 
sngpunt  van  twee  cirkelsegmenten,  die  een  hoek  van  120^ 
bevatten,  en  beschreven  zijn  op  twee  zijden  van  den  driehoek, 
aan  den  kant  van  het  derde  hoekpunt.  Deze  cirkelsegmenten 
soijden  elkaar  echter  niet  binnen  den  driehoek  als  een  der 
hoeken  van  den  driehoek  ^  120^  is.     We  vinden  dus 

S  heeft  alleen  voor  driehoeken  ^  'waarvan  alle  hoeken  kleiner 
dan  120^  s^ijn ,  een  stationaire  waarde,  en  wel  in  een  binnen 
den  driehoek  gelegen  punt  ilf,  waarvoor  ^  AMB  =  ^BMC  = 
=  ZCMA  =  120*'  IS. 

Bovendien  zou  8  nog  grenswaarden  kunnen  aannemen,  het- 
geen alleen  gebeuren  kan,  als  M  in  een  der  hoekpunten  van 
den  driehoek  valt,  daar  alleen  dan  8  ophoudt  volgens  Ta ylor 
ontwikkelbaar   te   zijn   naar  de  coördinaten  van  M.     Onderstel 


M  Bit  vraagstuk  is  met  uitbreiding  tot  n  punten  behandeld  door  R.  Stübh 
(Ueber  den  Punkt  kleinster  Entfemungssumme  von  gegebenen  Punkten,  Oteüeê 
Journal,  Bd,  9*7  (1884)  p.  49^61).  Men  yindt  daar  ook  l.ttermtaur  over  dit 
onderwerp. 
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dat  M  by.  in  A  valt.  Verplaatsen  we  nu  M  naar  Mi  op  het 
verlengde  van  BA,  dan  is  MiA  +  M,B  =  MB  +  2M,M  en 
M,C+MMi>MC,du8(M,A+M,B-|-MiC)>(MA+MB+MCHM,M, 
waar  HA  =  O  is.  Hieruit  volgt  dat  S  in  A ,  B  of  C  geen 
stationaire  en  geen  maximale  waarde  kan  hebben. 

Verplaatsen  we  M  van  A  naar  een  punt  M^  dat  op  de  deel- 
Ign  van  den  hoek  BAC  bionen  den  driehoek  ligt.  Is  ^BAC<  120% 
dan  zijo ,  als  MM,  klein  genoeg  is ,  de  hoeken  AMjB  en  AMjC 
beide  grooter  dan  120^.  Nu  staat  in  een  driehoek  tegenover 
een  hoek,  die  ^  120^  is,  een  zijde,  die  grooter  is  dan  de 
tweede  zijde  vermeerderd  met  de  helft  der  derde  zijde.  Men 
heeft  dus 

MB  =  AB  >  MjB  +  i  MjA,  en 
MC  =  AC>MaC+iMjA, 
waaruit  door  optelling  volgt 

MaA  +  MjB  +  MjC  <  MA  +  MB  +  MC. 

Hieruit  blijkt,  dat  S  niet  minimaal  is  als  M  in  A  valt,  zoodat 
(daar  S  ook  niet  maximaal  is)  S  in  A  geen  grenswaarde  ver- 
toont.    We  vinden  dus 

Ligt  M  in  het  hoekpunt  van  een  hoek  van  den  driehoek  ^  die 
kleiner  is  dan  120®,  dan  heeft  S  daar  geen  grenswaarde. 

Heeft  de  driehoek  slechts  hoeken  kleiner  dan  120^,  dan 
heeft  S  alleen  in  één  punt  M  binnen  den  driehoek  een  stationaire 
waarde  maar  verder  geen  grenswaarden.  Daar  nu  S  als  een 
positieve  doorloopende  functie,  die  niet  O  maar  wel  oo  worden 
kan,  noodzakelijk  een  kleinste  waarde  hebben  moet,  kan  deze 
niet  anders  zijn  dan  de  stationaire  waarde.     We  vinden  dus 

Zijn  alle  hoeken  van  den  driehoek  <  120®,  dan  heeft  S 
slechts  in  één  punt  M  binnen  den  driehoek  een  stationaire  waarde 
die  een  absoluut  minimum  is,  en  geen  grenswaarde. 

Is  echter  een  der  hoeken  van  den  driehoek  b.v.  ^BAG^  120®, 
dan  heeft  S  geen  stationaire  waarde  en  geen  grenswaarde  als 
M  in  B  of  in  G  valt.  Daar  S  echter  noodzakelijk  een  minimum- 
waarde hebben  moet ,  kan  die  niet  anders  worden  aangenomen 
dan  in  A. 

Heeft  de  driehoek  een  hoeky  die  ^  120®  is,  dan  heeft  S geen 
stationaire  waarden  en  slechts  één  grenswaarde ,  nl,  als  M  in 
het  hoekpunt  van  den  stompen  hoek  valt;  deze  grenswaarde  is 
een  absoluut  minimum. 
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Oplossing  van  J.  tan  de  Griend  Jr. 

I.  Opdat  de  som  PA  +  PB  -f  PC ,  als  het  punt  P  beweeglijk 
is  langs  de  rechte  p ,  een  maximum  of  minimum  waarde  hebbe, 
moet  de  toename  dier  som  bij  een  kleine  verplaatsing  yan  P 
langs  p  van  de  tweede  orde  zijn.  Deze  toename  is,  als  P 
verplaatst  wordt  over  een  positieven  afstand  ds  en  de  hoeken, 
die  de  positieve  richtingen  van  PA,  PB  en  PC  maken  met  de 
positieve  richting  van  j> ,  a  >  /3  en  -y  genoemd  worden ,  gelijk 
aan  (cos  a  +  cos  /3  +  cos  y)  ds.  De  voorwaarde  voor  maximum 
of  minimum  is  dus 

cos  a  +  cos  /3  +  c<>®  7  =  0. 

Als  men  dus  punten  op  gelgken  afstand  van  P  in  de  posi- 
tieve richtingen  der  rechten  PA,  PB  en  PC  neemt,  moet  het 
zwaartepunt  dier  drie  punten  op  de  door  P  getrokken  normaal 
van  p  valleo.  Zal  er  een  maximum  of  minimum  voor  alle 
rechten  door  P  bestaan,  dan  moet  het  zwaartepunt  van 
deze  punten  in  P  vallen ,  d.  w.  z.  de  positieve  richtingen  der 
rechten  PA,  PB  en  PC  moeten  onderling  hoeken  van  120^ 
maken. 

Gaat  de  rechte  p  door  een  der  hoekpunten  A,  dan  zal  zg 
zoodanige  richting  kunnen  hebben ,  dat  PA  +  PB  -f  PC  maxi- 
mum of  minimum  is  voor  het  punt  A.  Daarbij  wisselt  PA  van 
teeken  als  P  door  A  gaat.  Voor  dit  geval  vindt  men  de 
voorwaarde 

1 

cos  ^  =  — 


2cos^a' 


waar  a  den  hoek  der  positieve  richtingen  van  AB  en  AC  en 
0  den  hoek  van  de  positieve  richting  van  p  met  de  bissectrice 
van  a  voorstelt.  De  beide  rechten,  die  hieraan  voldoen,  zullen 
samenvallen  in  de  bissectrice  van  den  overstaanden  hoek  als 
a  =  120°.  Van  een  absoluut  maximum  of  minimum  is  daarbij 
echter  geen  sprake,  zooals  men  ziet  bij  het  veranderen  van 
de  richting  van  p. 

Zondert  men  het  geval,  dat  de  driehoek  een  hoek  van  60° 
of  120^  heeft,  voorloopig  uit,  dan  moet  men  dus  volgens  het 
eerst  opgemerkte  de  punten  construeeren ,  waaruit  de  zgden 
van  A  ABC  onder  hoeken  van  120^  gezien  worden,  of  waaruit 
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een  zijde  BC  onder  een  hoek  van  120^  en  de  beide  andere 
onder  hoeken  van  60^  gezien  worden;  in  het  laatste  geval  is 
PA  negatief  te  neinen.  Dergelijke  punten  bestaan  er  bij  iederen 
driehoek  twee,  P,-  en  P«;  zg  zijn  de  snijpunten  van  cirkels 
beschreven  om  gelijkzijdige  driehoeken  BCA',  CAB'  en  ABC', 
die  bttitenwaarts  op  de  zijden  van  den  driehoek  zijn 
geplaatst. 

Heeft  de  driehoek  twee  hoeken  B  en  C  beide  grooter  dan  60^, 
of  beide  kleiner  dan  60^,  maar  is  de  derde  kleiner  dan  120^,  dan 
valt  Pu  binnen  den  driehoek,  P,-  binnen  hoek  A;  er  kan  dus 
sprake  zijn  van  maximum  of  minimum  voor  PA  +  PB  -f-  PC  en 

voor  -  PA  +  PB  +  PC. 

Heeft  de  driehoek  een  hoek  A  grooter  dan  120^,  dus  de 
beide  andere  kleiner  dan  60^,  dan  vallen  beide  sngpunten  P 
buiten  den  driehoek ;  P;  binnen  hoek  A ,  Pk  binnen  den  over- 
Btaanden  hoek.  In  dat  geval  is  dus  alleen  sprake  van  een 
maximam  of  minimum  voor  —  PA  +  PB  4-  PC. 

In  het  eerste  geval  (ZB^60^  ZC$60^  ZA<120^) 
ziet  men  gemakkelijk  in,  dat  de  som  PA  +  PB  4-  PC  minimum  is 
in  het  punt  P»,  wanneer  P  langs  een  der  drie  cirkels  beweeg- 
Igk  gedacht  wordt.  Want  in  cirkel  (Ma)  is  P«B  +  PkC  =  A'P«, 
omdat  BCA'  een  ingeschreven  gelijkzijdige  driehoek  is;  nu 
ziet  men  gemakkelijk,  dat  A,  P  en  A'  op  een  rechte  liggen, 
dus  PA -I- PB  +  PC  =  A'A.  Denkt  men  zich  een  ander  punt 
F'  van  cirkel  (Ma)  verbonden  met  A,  B  en  C,  dan  is  weer 
P'C4- PB  -  AT',  dus  FA  +  FB  +  FC  =  A'F  +ƒ 'A  >  A'A. 
De  som  is  dus  in  P  minimum. 

Voor  het  snijpunt  Pi  vindt  men  door  overeenkomstige  rede- 
neering dat,  (voor  ^  B  >  60''  en  ^  C  >  60**)  de  som 
—  PiA  +  PjB  +  PiC  langs  de  drie  cirkels  minimum  is. 

II.  Om  het  onderzoek  naar  den  aard  der  minima  in  de  punten 
Pi  of  Pk  algemeen  te  doen  geschieden,  onderstellen  wij  dat  de 
toename  van  dz  PA  +  PB  -4-  PC ,  terwijl  P  verplaatst  wordt 
van  Pi  of  P»  naar  een  willekeurig  punt  P'  van  het  vlak  van 
den  driehoek,  in  het  punt  P'  afgezet  wordt  loodrecht  op  het 
vlak  van  den  driehoek.  De  verkregen  eindpunten  dezer  stukken 
vormen  dan  een  oppervlak,  waarvan  de  indicatrix  in  het  punt 
Pu  (Pi)  ons  den  aard  van  het  minimum  zal  doen  kennen.  Is 
deze  indicatrix  een  ellips,  dan  is  het  minimum  absoluut;  is  zij 
een   hyperbool,    dan    heeft   men    een    relatief  minimum  en  de 
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asymptoten    scheiden    de    gebieden   om  P,  waaryoor  deze  som 
minimum  en  waarvoor  zij  maximum  is 

Bepalen  wij  voor  het  onderzoek  van  de  soort  der  indicatrix 
de  toename  van  PA  +  PB  +  PC ,  waarbij  wij  voor  positieve 
richtingen  van  PA ,  PB  en  PC  kiezen  de  richtingen ,  die  onder- 
ling hoeken  van  120^  maken,  zoodat  het  teeken  diz  voor  PA 
kan  weggelaten  worden.  Wordt  P  verplaatst  over  een  afstand 
ds  in  de  richting  van  PhA,  dan  vinden  wij  als  P«A=a|, 
P«B  =  6, ,  P«C  =  (?,  is,  voor  de  toenamen  van  PA,  PB  en  PC 
—  ds ,  (6,»  4-  ds^  +  fc,rf«)i  -  6,  en  (c,»  +  ds^  +  c^ds)^  —  c, ;  du» 
voor  de  toename  van  PA  -f-  PB  +  PC ,  als  men  zich  bepaalt 
tot  de  termen  van  den  2^^  graad, 

3ds»  /  1         1 
-h  — 


(^ 


8     \  6i        c, 

Denkt  men  zich  het  punt  P  verplaatst  naar  P'  langs  de 
raaklgn  van  cirkel  (Ma),  en  daarna  van  P'  uit  weer  over  een 
afstand  ds'  in  het  verlengde  van  AT',  dan  maken  nog  de  rech- 
ten P'B  =  5/,  P'C  =  c/  en  het  verlengde  van  A'F  hoeken 
van  120^  met  elkaar.  Was  het  punt  A  dus  gelegen  in  het 
verlengde  van  AT' ,  dan  zou  de  toename  van  P'A  +  P'B  4-  P'C 

van  P'  naar  P*  (P'P"  =  ds')  weer  bedragen  — ~-  (ry  +  -y )  • 

Nu    A'   in    A    ligt,    verschilt    de   werkelijke   toename  van  de 

genoemde    P'T'  —  (P«A  —  P''A).      Deze    toename   is   van    de 

3e    orde,    zooals    blijkt   als   men    haar   schrijft   in    den    vorm 

AP«  sin  8  sin  8',  waarin  8  en  S'  de  hoeken  van  P''Aen  P'T'met  AP' 

zijn.    Bij  verwaarloozing  van  oneindig  kleinen  der  3e  orde  kan 

Ms'^  /  1         1  \ 

men  dus  voor  de  toename  van  P'  naar  P  stellen  — --—  1  —  H -\  • 

8      \6j        Cj  ƒ 

Uit   deze   waarde    blijkt,    dat  de  toename  dezelfde  is  wanneer 

ds'    wordt    vervangen  door  —  ffs'  ^  zoodat  men  zich  van  boven 

P'    uit   naar    A'    of  in    de  tegengestelde  richting  over  gelijke 

afstanden  over  het  oppervlak  moet  verplaatsen  om  op  dezelfde 

hoogte   boven    het   raakvlak  in  P«  te  komen,  of  m.  a.  w.  om 

een    doorsnede    op  dien  afstand  van  het  raakvlak  te  bereiken, 

die    als   indicatrix    voor   P^    kan  beschouwd  worden.     Daaruit 

volgt,  dat  P«P'Jen  AT',  of  bij  de  grens  de  raaklijn  in  P.  aan 

(Ma)  en  de  rechte  PhA  toegevoegde  richtingen  der  indicatrix  zgn. 

Ëvenzoo  is  de  raaklijn  aan  (M»)  aan  P«B ,  de  raaklgn  aan  (Mc) 
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aao  PsC  toegevoegd.  Deze  drie  paren  rechten  behooren  dus 
tot  een  straleninYoIutie ,  waarvan  de  dubbelstralen  de  asymptoten 
der  indicatrix  leveren.  Zijn  de  dubbelstralen  reëel,  dan  is  de 
indicatrix  een  hyperbool ;  vallen  ze  samen ,  dan  is  zij  de  dubbele 
rechte,  waarin  de  asymptoten  samengeyallen  zijn;  zijn  ze  onbe- 
staanbaar, dan  is  zij  een  ellips. 

Als  de  dubbelstralen  der  involutie  samenvallen,  moet  van 
ieder  paar  der  involutie  een  der  stralen  in  deze  dubbele  rechte 
liggen.  Daar  dit  niet  de  stralen  PA,  PB  en  PC  kunnen  zijn, 
moeten  óf  de  raaklijnen  aan  de  cirkels  (tf«) ,  (Mt)  en  (M^)  samen- 
vallen, óf  twee  der  raaklijnen,  bijv.  aan  (M»)  en  (M^.),  moeten 
samenyallen  met  PA. 

In  het  eerste  geval  hebben  de  cirkels  twee  aan  twee  een 
hoekpunt  Tan  den  driehoek  en  de  raaklijn  in  P  gemeen;  zij 
vallen  dus  samen  in  den  omgeschreven  cirkel  van  den  driehoek, 
die  nu  gelijkzijdig  moet  zijn.  Dan  ligt  het  punt  Pj  willekeurig 
op  den  omtrek  van  den  omgeschreven  cirkel  en  men  heeft 
^1  4-  &i  +  ^1  =='  0.     Daar    ft,    en  Cy  positief  zijn ,  is  de  toename 

in  de  richting  PA, — -  -  |  v~  •• 1  positief,  zoodat  in  die  rich- 

8     \  6,        r,  /  ' 

ting  de  som  PA  +  PB  +  PC  in  Pj  minimum  is;  zij  is  het  dus 
ook  in  elke  richting  behalve  die  van  de  raaklijn  aan  den  cirkel; 
langs  dien  cirkel  blijft  PA  +  PB  -f  PC  in  de  punten  A,  B  en  C 
constant  gelgk  aan  nul.  Daar  het  reêele  gebied  van  de  hyper- 
bool als  indicatrix  met  een  minimum  overeenkomt,  is  deze 
dubbele  rechte  te  beschouwen  als  het  grensgeval  eener  hyperbool , 
waarvoor  de  asymptoten  op  de  imaginaire  as  zijn  samengevallen , 
waardoor  het  reêele  gebied  geopend  is  tot  het  geheele  platte  vlak. 
Verplaatst  men  nu  met  behoud  van  BC  (waardoor  dus  het 
stralenpaar  P^A,  PiA^a  onveranderd  blijft)  A  in  de  richting  van 
Pj ,  zoodat  a,  4-  6,  +  c,  positief  wordt ,  of  één  hoek  BA'C  van 
den  driehoek  >  60^,  en  de  beide  andere  <  60%  dan  zal  de 
raaklijn  PiC^  van  den  cirkel  (We)  de  zijde  BC  buiten  AjA^  in 
C'«  trefien ,  dus  het  puntenpaar  A, ,  A'«  van  de  punteninvolutie 
door  de  straleninvolutie  op  BC  bepaald,  vallen  tusschen  het 
paar  C,  C'«.  Hieruit  Tolgt,  dat  de  dubbelpunten ,  dus  ook  de 
dubbelstralen  der  involutie  reëel  zullen  zijn.  Beweegt  zich  het 
punt  P  nu  langs  een  kromme  door  P,-  waarvan  de  raaklgn 
binnen  een  van  de  hoeken  der  asymptoten  valt,  dan  zal  de 
som   PA  -)-  PB  -f-  PC   langs  die  kromme  in  P   minimum  zijn ; 
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maximum  wordt  zij  als  de  raakliju  binnen  den  anderen  hoek 
valt.  Ter  onderscheiding  van  de  hoeken  der  asymptoten ,  waar- 
binnen maxima  en  waarbinnen  minima  vallen,  behoeft  men 
alleen    op    te   merken,    dat   de    rechte    Fik   in  den  hoek  der 

minima  ligt,  omdat  in  -  —  (-7-  ^ )  altijd  -7-  +  —  positiefis. 

8    \  o,         Cl  I  0|        C| 

Wordt  A  verplaatst  in  de  richting  PjA,  dan  wordt  ai+fc|+c, 
negatief;  één  der  hoeken  BAC  wordt  <  60^,  de  beide  andere 
>  60^.  Het  puntenpaar  A,,  A'«  zal  gescheiden  zijn  door  een 
enkel  punt  C'a  van  een  ander  paar;  de  dubbelstralen  zgn  dus 
onbestaanbaar;  de  indicatrix  is  een  ellips,  het  minimum  abso- 
luut. De  assen  der  ellips  zijn  de  onderling  rechthoekige  stralen 
der  involutie. 

In  het  tweede  der  hierboven  genoemde  gevallen  (twee  raak- 
lijnen  samenvallend  met  PA)  heeft  de  driehoek  een  hoek  A 
van  60^  (^1  =  O,  ^i  en  c,  verschillend  van  teeken,  P<  in  A) 
of  van  120®  (fl^i  =0,  6,  en  c,  gelijk  van  teeken,  P«  in  A).  In 
het  eene  geval  (^  A  =  60®)  is  daarbjj  volgens  het  in  den  aan- 
vang der  oplossing  opgemerkte  alleen  sprake  van  een  minimum 
langs  de  bissectrice  van  den  buitenhoek  van  A,  de  gemeen- 
schappelijke raaklijn  der  beide  cirkels  (M«)  en  (Mc),  waarin  2 
rechten  zijn  samengevallen.  Dat  hier  werkelijk  sprake  is  van 
een  minimum  voor  ±:  PA  —  PB  +  PC  (als  AB  >  AC),  waarbij 
PA  van  teeken  wisselt  als  P  door  A  gaat,  blijkt,  als  men  de 
waarde  van  de  genoemde  som  langs  een  der  cirkels  (M*)  of 
(Mc)  beschouwt.  Door  üi  zeer  klein  positief  en  zeer  klein  negatief 
te  nemen,  blijkt  evenals  boven,  dat  in  dit  geval  de  indicatrix 
zich  in  overgang  tusschen  ellips  en  hyperbool  bevindt,  waarby 
de  asymptoten  samenvallen  op  de  reëele  as  (bg  — PA— -PB+PC 
valt  de  straal  PC  in  het  imaginaire  gebied),  en  dat  de  driehoek 
in  het  eerste  geval  twee  hoeken  grooter  dan  60®  en  in  het 
laatste  2  hoeken  kleiner  dan  60®  heeft. 

Het  oppervlak  heeft  nu  een  dubbelpunt  in  A  (overgang  tusschen 
de  bladen  voor  PA-PB-f  PC  en  voor -PA -PB+PC);  deraakkegel 
in  dat  punt  raakt  het  vlak  van  den  driehoek  volgens  de  bissectrice 
van  den  hoek  van  120®  (want  in  die  bissectrice  zijn  deraaklgoen 
aan  de  2  krommen ,  volgens  welke  het  gebogen  vlak  anders  het 
vlak  van  den  driehoek  zou  snijden ,  samengevallen).  In  het  andere 
geval  (Z  A  =  120®)  vindt  men  op  soortgelijke  manier,  dat  de 
bissectrice   van    ^  A    de  eenige  rechte  is,  waarvoor  i!iPA  + 
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+  PB  -f  PC  minimum  is.  Terwjjl ,  bij  o^ergaDg  Tan  a,  van 
negatief  tot  positief,  P^  van  het  gebied  buiten  den  driehoek 
naar  dat  binnen  den  driehoek  overgaat ,  gaat  de  indicatrix  over 
van  hyperbool  in  ellips. 

Samenvattende  hebben  wij ,  met  uitzondering  der  bijzondere 
gevallen : 

Als  een  hoek  A  van  den  driehoek  kleiner  is  dan  60^,  de  beide 
andere  grooter  dan  60^  zijn,  ligt  het  punt  P^  binnen  den  driehoek 
en  het  punt  P»  daarbuiten ,  maar  binnen  hoek  A ;  voor  beide 
is  PA  +  PB  f  PC  (waarbij  PA  voor  Pj  negatiefis)  absoluut 
minimum. 

Als  120°  >  Z  A  >  60^  en  de  beide  andere  hoeken  <  60^ 
zijn,  liggen  de  punten  als  in  't  eerste  geval,  maar  het  mini- 
mum voor  Pi  is  relatief. 

Als  Z  A  >  120°,  en  dus  de  beide  andere  <  60®  zijn,  liggen 
beide  punten  P  buiten  den  '  driehoek ;  Pj  binnen  ^  A  en  P» 
binnen  den  overstaanden  hoek;  voor  beide  is  het  minimum  relatief. 


Vraagstuk  C. 

K  11  e.  Als  vier  cirkels  elkaar ,  in  cyclische  volgorde ,  twee  aan 
twee  op  een  vijfden  cirkel  snijden,  dan  liggen  hun  tweede  snij- 
punten ook  op  een  cirkel.  (J.  van  de  Griend  Jr.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  J.  A.  Barrau  ,  H.  B.  Bone  Jr ,, 
H.  Bremekamp,  J.  van  de  Griend  Jr.,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr., 
J.  A.  Kerkhoven,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot,  F.  Schuh, 
Dr.  C.  Stolp  en  Dr.  A.  van  Thijn. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau,  J.  van  de  Griend  Jr.  en 

Dr.  A.  van  Thijn. 

Wg  noemen  de  snijpunten  der  cirkels  r, ,  r^,  c,,  e^  achter- 
eenvolgens A,2,  B|2;  A23,  B23;  A34,  B34;  Aj^f  JB,^  en  onderstellen, 
dat  A,2i  A23,  A34,  A|^  op  een  cirkel  c^  liggen.  Neemt  men 
A,2  aIs  centrum  van  inversie  dan  ontstaat  een  figuur,  die  op 
de  volgende  wijze  is  samengesteld.  Drie  rechten  c\ ,  c\ ,  c\ 
vormen  een  driehoek  met  de  hoekpunten  B',jj,  A'23,  A'j^,  en 
dragen  achtereenvolgens  nog  de  punten  B',^ ,  B'^j ,  A'34.  De 
cirkels  c\  en  c\^  die  achtereenvolgens  door  de  drietallen  A',^, 
B',4,    A'34  en  A'23,   B'23,   A'34  gelegd  zijn,  snijden  elkaar  nog 

WwK.  Ópo.,  Dl.  IX.  15 
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in  het  pant  B',^.  Het  is  gemakkelijk  aan  te  toonen,  dat  de 
punten  B',a,  B'^,,  B'34,  B',4  door  een  cirkel  c'q  kunnen  ver- 
bonden worden.  In  de  oorspronkelijke  figuur  liggen  derhalve 
B,j,  B23,  Bj^,  B,^  op  een  cirkel  Tq. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Wij  zullen  de  cirkels  in  volgorde  aanwijzen  door  1 ,  2,  3,  4, 
de  snijpunten  van  1  en  2  door  A  en  A',  die  van  2  en  3  door 
B  en  B',  die  van  8  en  4  door  C  en  C',  die  van  4  en  1  door 
D  en  D'.  Nu  bewijzen  wjj,  dat  ABCD  en  A'B'C'D'  beide 
of  geen  van  beide  koorden  vierhoeken  zijn. 

Van  de  acht  snijpunten  liggen  er  telkens  vier  op  één  der 
vier  cirkels.  Die  vier  kunnen  dus  als  hoekpunten  van  een 
koordenvierhoek  beschouwd  worden. 

De  vierhoeken  AA'D'D  en  C'B^BC  in  de  cirkels  1  en  3 
geven  de  betrekkingen 

Z  DAA'  +  Z  DD'A'  =  180^  Z  C'B'B  +  Z  C'CB  =  180^  ...  I). 

In  de  cirkels  2  en  4  boog  A'B  =  2^ .  boog  CD  =  2\f/  stellende, 
heeft  men 

Z  BAA'  =  Z  BB'A'  =  # ,  Z  DCC'  =--  Z  DD'C'  =  ^. 

De  in  1)  voorkomende  hoeken  kan  men  nu  uitdrukken  in 
de  hoeken  a ,  j3,  7,  S  van  vierhoek  ABCD ,  de  hoeken  a',  /3',  7',  S' 
van  vierhoek  A^B'C'D'  en  de  hoeken  f  en  \f/.    Immers  men  beeft 

ZDAA'-a~^ZDD'A'=8'4TAiZC'B'B-0'  •  #,  ZC'CB-7-;^, 

zoodat  men  voor  1)  kan  schrijven 

a-hS'      (♦  — TA)  =  180^  /3'  +  7+(*-^)=180**- 
Hieruit  volgt  door  eliminatie  van  ^  —  rp 

a  +  8'  +  0'  +  7  =  360^ 
of 

a  +  7  =»  360^  —  O'  +-  S')  =  a'  +  7'. 

De  sommen  a  +  y  en  a'  +  7'  zullen  dus  beide  of  geen  van 
beide  de  waarde  180^  hebben.  Is  derhalve  een  van  de  twee 
vierhoeken  een  koordenvierhoek ,  dan  is  de  andere  het  ook. 

Opmerking.  Dit  vraagstuk  is  ook  als  N®.  164  in  deel  I  te 
vinden.     (W.  Mantel). 
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Vraagstuk  Cl. 

K  11  e.  Een  van  stand  en  grootte  veranderende  cirkel  N  snijdt 
een  vasten  cirkel  M.  Waar  moet  het  momentane  uitwendige  gelijk- 
vormigheidspunt  voor  twee  op  elkaar  volgende  standen  van  N 
liggen,  zal  de  hoek  van  M  en  N  gedurende  het  eerste  tijdselement 
constant  blijven.  Q.  van  de  Griend  Jr.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barraü,  H.  Bremekamp,  J.  van  de 
Griend  Jr.,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot,  F.  Schuh,  Dr.  A.  van 
Thijn  en  J.  Wolff.  i. 

Oplossing   van  J.  van  de  Griend  Jr.  en  F.  Schuh. 

Zij  Ni  een  bepaalde  stand  van  den  veranderenden  cirkel,  die 
den  cirkel  M  in  de  punten  P  en  Q  snijdt.  Een  tweeden  stand 
N2,  die  weinig  van  N|  verschilt  en  waarbij  de  cirkel  M  onder 
denzelfden  hoek  gesneden  wordt  als  in  den  stand  N, ,  kan  men 
steeds  bereiken  over  een  tusschenstand  Na  heen,  zoodanig  dat 
de  cirkels  Ni  en  N3  elkaar  in  P  inwendig  raken  en  de  cirkels 
N2  en  Ns  even  groeten  straal  hebben;  de  middelpunten  der 
cirkels  N^  en  N3  liggen  dan  op  denzelfden  afstand  van  het 
middelpunt  van  M.  Het  uitwendige  gelykvormigheidspunt  0,3 
der  cirkels  N^  en  N3  is  nu  het  punt  P.  Het  uitwendige  geljjk- 
vorroigheidspunt  0^3  der  cirkels  N2  en  N3  ligt  oneindig  ver  op 
de  verbindingslijn  hunner  middelpunten ,  welke ,  als  de  cirkels 
N2  en  N3  tot  elkaar  naderen ,  meer  en  meer  evenwijdig  aan 
PQ  wordt;  de  lijn  0,30^3  nadert  dan  tot  PQ.  Daar  de  drie 
uitwendige  gelijkvormigheidspunten  van  drie  cirkels  op  één 
rechte  liggen  ,  zal  het  uitwendige  geljjkvormigheidspunt  0,2  der 
cirkels  N,  en  N2  tot  PQ  naderen  als  N2  tot  N,  nadert. 

Blijft  de  hoek  roet  den  vasten  cirkel  M  standvastig,  dan  ligt 
het  momentane  uitwendige  geljjkvormigheidspunt  van  twee 
opvolgende  standen  van  den  veranderenden  cirkel  N  dus  op  de 
machtlgn  van  M  en  N. 

Men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  het  omgekeerde  ook  juist  is. 


Vraagstuk  CII. 

L^  17  a.     De   snijpunten    van    twee   parabolen  te  construeeren , 

16* 
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waarvan  de  assen  evenwijdig  loopen ,  als  hun  brandpunten  en  richt- 
lijnen gegeven  zijn.  (J.  A.  Kerkhoven.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  J.  A.  Barrau  ,  H.  B.  Bone  Jr. , 
H.  Brbmekamp,  e.  D.  J.  de  Jongh  Jr.,  J.  A.  Kerkhoven, 
E.  J.  M.  VAN  de  Laarschot  en  Dr.  A.  van  Thijn. 

Oplossing   van  H.  B.  Bone  Jr. 

Als  drie  kegelsneden  twee  punten  gemeen  hebben,  dan 
gaan  de  drie  koorden,  die  ze  nog  twee  aan  twee  gemeen  heb- 
ben ,  door  een  punt.  Wanneer  twee  der  kegelsneden  elkaar 
aanraken  en  de  derde  vervangen  wordt  door  een  dubbel  gelegde 
rechte,  die  door  het  raakpunt  gaat,  dan  vindt  men  hieruit  de 
volgende  eigenschap :  , Trekt  men  door  het  raakpunt  van  twee 
elkaar  rakende  kegelsneden  een  willekeurige  rechte  en  con- 
strueert de  raaklijnon  in  de  punten  waar  deze  rechte  de  beide 
krommen  ten  tweeden  male  sngdt,  dan  ontmoeten  deze  raak- 
lijnen  elkaar  op  de  gemeenschappelijke  koorde  der  kegelsneden , 
die  niet  door  hun  raakpunt  gaat.'* 

Hebben  de  parabolen  iti  en  ir^,  met  de  brandpunten  Fj  en 
F^,  evenwgdige  richtlijnen  r,  en  r,,  dus  evenwijdige  aasen 
(7,  en  a,,  dan  raken  zij  elkaar  in  het  oneindig  ver  gelegen 
punt  van  a,  en  a.^.  Door  toepassing  van  de  boven  genoemde 
eigenschap  kan  men  nu  twee  punten  van  de  gemeenschappelijke 
koorde  van  v^  en  v^  vinden. 

Daartoe  zoeken  we  het  snijpunt  R^  Tan  a,  met  r^,  en  be- 
palen de  middelloodljjn  van  F^R^  Zij  snijdt  de  topraaklijn  van 
ïT,  in  een  punt  der  bedoelde  koorde.  Een  tweede  punt  vindt 
men  door  a^  als  snijlijn  te  nemen. 

Hierdoor  is  de  constructie  teruggebracht  tot.  het  bepalen  van 
de  snijpunten  van  een  rechte  met  een  door  brandpunt  en  richt- 
lijn bepaalde  parabool,  dus  tot  het  construeeren  van  de  cirkels, 
welke  door  een  gegeven  punt  gaan,  een  gegeven  rechte  aan- 
raken en  hun  middelpunt  op  een  gegeven  rechte  hebben. 

Opmerkingen.  I.  Beschrijft  men  uit  F,  als  middelpunt,  met 
den  afstand  van  r,  en  r^  als  straal,  een  cirkel  r,  dan  zijn  de 
gevraagde  snijpunten  van  ir,  en  rt^  de  middelpunten  der  cirkels, 
welke  door  F^  gaan ,  )\  aanraken  en  F  inwendig  aanraken. 

(T.  J.  A.  en  J.  A.  K.) 
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II.  Is  S  een  der  SDJjpunten  van  vi  en  ira,  dan  heeft  men  ,  als 
Pi  en  Pj  tusschen  r,  en  rj  liggen,  P,S  +  P28  =  rf  (afstand  van 
r,  en  Ts).  Keeren  de  parabolen  hun  opening  naar  denzelfden 
kant,  dan  is  PjS  —  P2S  =  ±id.  Het  yraagstuk^kan  dus  terug- 
gebracht worden  tot  het  bepalen  van  de  snijpunten  van  twee 
kegelsneden »  die  een  brandpunt  gemeen  hebben. 

Zij  P  een  gemeenschappelijk  brandpunt  van  een  ellips  met 
tweede  brandpunt  P'  en  groote  as  a'  en  een  hyperbool  met 
tweede  brandpunt  P'^  en  bestaanbare  as  a".  Beschrijft  men 
uit  P'  een  cirkel  r'  met  straal  a'  en  uit  P"  een  cirkel  P"  met 
straal  a"y  dan  is  elk  der  verlangde  snijpunten  het  middelpunt 
van  een  cirkel ,  die  door  P  gaat  en  V'  en  P"  raakt.  Voor  een 
parabool  wordt  de  cirkel  uit  het  tweede  brandpunt  vervangen 
door  de  richtlijn.  (J.  A.  K.) 


Vraagstuk   CIII. 
H  6  b.     Te  integreeien 

+  (^5— *i+*2~*3)  ^i+  (*i  — -^a+^a— ■*4)  '^•^s  =  o- 

(Forsyth,  Theory  of  differential  equations,  I,  171.) 

(W.  Mantel.) 

Oplossing  van  W.  Mantel. 

Omdat  overal  slechts  verschillen  der  veranderlijken  staan , 
wordt  eene  vereenvoudiging  verkregen  door  dezen  als  veran- 
derlijken in  te  voeren.     Wij  stellen  dus 

ir,  =  w,  +  a-a ,  3-2  =  «^2  f  ^5»  a's  =  W3  +  0:5,  2:4  =  t/4  +  ir». 
Daardoor  verkrijgt  men  de  differentiaalvergelijking 

(1/2  —  «3  +  W4)  dtt,  +  (Wj  —  ti4  —  w,)  rfwa  +  («4  +  ^i  —  ^2)  d^z  + 

+  (—  «*i  +  «2  —  W3)  du^  =  0. 

Door  verdeeling  in  groepen  met  en  zonder  u^  vindt  men 

{ (^2  —  ^^)  d^\  +  (^3  —  "1)  d^2  +  ("1  —  ^^  du^  i  + 

+  \u^  d  (M,  —  t/2  4-  W3)  -  (i/|  -  «2  +  1/3)  du^l  =  O 

of 

K^2  —  «3)  d  (m,  -  W3)  -  (w,  -^  1/3)  d  (M2  —  1/3)1  4- 

+  IM (Wi  —  W2  +  W3)  -  (t/j  —  «2  +  M 3)  du^\  =  0. 
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Beide  groepeo   zijn,   op  een  factor  na,  totale  dififerentialen , 
zoodat    ze    beide    nul    moeten    zijn.     De    bedoelde    factoren 

^  en  —jj  gelijk  aan  nul  te  stellen,  zou  in  andere  ge- 


vallea  tot  afzonderlijke  oplossingen   kunnen   leiden;  hier  leidt 
het  tot  niets. 
De  integralen  zijn  dus 

^i  —  ^'a      p,     W1-W2  +  W3     ^ 

=   1^1  ,    =  K/2' 

1/2  —  1/,  U4 

De  gegeven  vergelijking  heeft  derhalve  tot  integralen 
^1  ""  ^3  =  C|  {X2  —  x^) ,  Xi  —  Xa  +  :r3  —  3:5  =  Ca  (x^  —  X5). 


Vraagstuk  CIV. 

O  4  h.  Bepaal  de  algemeene  vergelijking  der  regelvlakken ,  welke 
een  gegeven  rechte  tot  richtlijn  hebben ,  terwijl  het  raakvlak  in  elk 
punt  van  die  richtlijn  een  gegeven  hoek  maakt  met  het  asympto- 
tische  vlak  door  de  beschrijvende  lijn,  die  in  dat  punt  de  richtlijn 
ontmoet.  (W.  Mantel.) 

Oplossing  van  W.  Mantel. 

Wij  kiezen  de  gegeven  richtlijn  tot  x-as  en  nemen  als  ver- 
gelijkingen der  beschrijvende  lijn 

x  =  (iz  +  b,  y —  te; 

hierin  zijn  a  en  6  functies  van  t.  De  tweede  vergelgking  stelt 
ook  het  raakvlak  voor  in  het  punt  P,  waar  de  beschryvende 
lijn  de  a;-as  ontmoet.  De  vergelijking  van  het  asymptotische 
vlak  door  deze  beschrijvende  lijn  is  nu 

da 
x  —  az  —  6~  — (y  —  te)  =  0. 

Als  dit  met  het  raakvlak  in  P  eenen  hoek  a  maakt,  dan  is 

da  da 

co8a  = 


K(.+<-)|.+  (|f  +  (,f-a, 


OPGAVEN.    N".  103-105.  231 

Hierait  volgt  door  herleidiog 

da 

—  (1  +  <»)  -  a<  =  cotg  a  (1+ 1»  +  a=*)*. 

Qfv 

Stel  a  =  w(l  +  <*y^*,  dan  gaat  deze  vergelijking  over  in 

^(l  +  ^^)  =  cotga(l  +  u»)i. 

Zij  ^  =  tg^,  dan  is  ^  de  hoek  tusschen  het  raakvlak  in  P 
en  XOY;  door  XOT  om  OX  te  draaien  kan  men  eene  stand- 
vastige bij  ^  voegen  zonder  het  oppervlak  te  veranderen;  de 
integratie-constante  is  dus  overbodig.  Als  integraal  der  ver- 
gelijking 

du 

—  =  cotg  a  (1  +  u^i» 

dó 

vinden  wij  dan 

u  =  sinh  (^  cotg  a). 

Dan  wordt  a  =  (l  +  <^)*  sinh  (cotg  a  boog  tg  t). 
De  beschrijvende  lijn  heeft  tot  vergelijkingen 

x  =  z{l  +  t^)^ sinh  (cotg  a  boog  tgt)  +  F{t)]  y  =  tz. 

De  vergelijking  van  het  oppervlak  is  dus 

re  =  (y^  4-  z^)%  sinh  (cotg  a  boog  f g  -^j  +  F  f-^J  • 

Door  den  laatsten  term  weg  te  laten  houdt  men  do  verge- 
lijking van  den  richtkegel  over.  Is  9  de  hoek  tusschen  OX 
en  de  beschrijvende  lijn,  dan  wordt 

cotg  9  =  sinh  (tp  cotg  a). 

De  basis  van  den  richtkegel  is  dus  eene  loxodromische  lijn. 


Vraagstuk  CV. 

O  4  h.  Gegeven  zijn  een  cirkel  en  een  rechte ,  die  hem  snijdt 
en  loodrecht  op  zijn  vlak  staat.  Men  vraagt  naar  de  vergelijking 
van  een  regelviak,  dat  deze  rechte  tot  richtlijn  en  den  cirkel  tot 
intr2kkingslijn  heeft.  (W.  Mantel.) 

Opgelost  door  T,  J.  Allkrsma  ,  H.  B.  Bone  Jr.  gn  W.  Mantel. 
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Oplossing   van  T.  J.  Allbrsma. 

Zij  M  het  middelpuDt  van  den  gegeren  cirkel ,  O  het  soijpunt 
van  cirkel  M  roet  de  gegeven  lijn  OZ,  OX  de  door  O  gaande 
ffliddellijn,  OT  de  raaklijn  in  O,  AB  een  van  de  beschrrjyende 
lijnen  van  het  gevraagde  regelvlak,  welke  cirkel  M  en  OZ 
snijdt  in  A  en  B.  Wij  nemen  OX,  OT,  OZ  tot  coördinaat- 
assen ,  stellen  OM  =  a ,  OB  =  ; ,  ^  XOA  =  «ü  en  noemen  de 
cosinussen  van  de  richthoeken  der  lijn  AB  Z,  m,  ti.  Dan  zijn 
de  coördinaten  van  A 

x  =  a{l  +  cos 2w) ,  y  =  aeïn2w,  z  =  0    ,    .     .     1) 

en  de  vergelgkingen  van  AB 

X  —  a  (1  +  cos  2w)       y  —  a  sin  2(fei        z 
l  m  n 

Aan  2)  moet  voldaan  worden  door  de  coördiDaten  van  B 
(O,  O,  j);  derhalve  is 

—  a  (l  4-  cos  2cii)      —  a  sin  2(fei        q 

l  m  n 

of 


—  a(l  +  cos2cÉ#)  — a8in2ü>  q 


waar 

N  =V\a\l  +cos2(ü)Ha^8in«2fti+3^  j  =V(ia^co»^w+q^). 

Beschouwen  wij  nu  cirkel  M  als  richtlijn  yan  het  regel  vlak, 
zoo  wordt  de  afstand  h  van  het  punt  A  (o;,  y,  z)  tot  het  punt 
waar  AB  de  intrekkingslijn  snijdt  (zie  o.a.  Frknet,  Recueil 
d'exercices  n^  287),  bepaald  door  de  vergelijking 

dxdl  +  dydm  4-  dzdn 


3) 


h  =  — 


»» 


Zal  nu  cirkel  M  de  intrekkiogslijn  zgn ,  zou  moet  men  hebben 

h  =  0  dus    dxdl  -f-  dydm  +  dzdn  =  0. 

Door   dx,  dy,  dz,  dl,  dm,  dn  uit  1)  en  3)  af  Ie  leiden  eo 
in  de  laatste  vergelgking  te  substitueeren ,  vinden  wy 

2dw  dN 

sin  2bi  N 
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Dus  is 

N  =  A  cot  w , 4) 

waar   A  eene  willekeurige  coustante  is.     Stellen  wij  A  =  2Ca 
zoo  volgt  uit  8)  en  4) 

gr  =  2ocotwJ/(C?— sin^üi), 5) 

waarin  C  weder  eene  willekeurige  constante  voorstelt. 

üit  2),  3),  5)  vinden  wij  nu  voor  de  vergelijkingen  van  AB 

X — 2acos^(ii       y  —  2a  sin  cj  cos  «o  —z 

cos*  01  sin  ct»  cos  w  cot  o;  Vif? —  sin*  w) ' 

en  hieruit  door  eliminatie  van  cü  voor  het  gevraagde  regelvlak 

((?ar»  +  C?y»  -  y^)  (aj>  +  y«  -  2axf  =  y V  {x^  +  y% 

Dit  is  dus  een  oppervlak  van  den  6^  graad ,  symmetrisch  ten 
opzichte  van  de  vlakken  XOY  en  XOZ. 

Bijzonder  geval.  Voor  C  =  1  is  de  vergelijking  van  het 
regelvlak 

x^{x^  +  y^  —  2axf  =  yV(a:*  +  y^). 

Dobr  te  stellen  x  =  r  cos  cü  ,  y  =  r  sin  «o ,  verandert  zij  in 

2?  =  db  cot  cü  (r  —  2a  cos  w). 

Verder  volgt  nu  uit  3)  en  5) 

3  =  2a  cot  fo .  cos  01  ,  N  =  2a  cot  co  ,  n  =  cos  en ; 

derhalve  is 

Z  OBA  =  Z  AOX  en  Z  OAB:=  Z  AOY. 

Dit  regelvlak  is  gemakkelijkste  construeeren  als  volgt.  Trek 
uit  een  willekeurig  punt  A  van  cirkel  M  de  lijn  OA,  daarna 
in  het  vlak  AOZ  de  lijn  AB  zóó  dat  ZOAB  =  ZAOY,  dan 
is  AB  een  van  de  beschrijvende  lijnen.  Uit  elk  punt  A  kan 
men  2  zulke  beschrijvende  lijnen  trek  keu ;  eveneens  uit  elk 
punt  B  van  OZ. 

Opmerkixg  VAX  W.  Mantel.  Als  de  richtingscosinussen 
van  de  beschrijvende  lijn  als  functies  van  een  parameter  ge- 
geven   zijn,    zullen    de    diflferentialen    dezer  functies  evenredig 

zijn   met  de  riohtingscosinussen  der  normaal  van  het  regelvlak 
in  het  centrale  punt. 
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Soijdt  men  nl.  den  richtkegel  met  een  concentriBchen  bol  met 
de  eenheid  als  straal ,  dan  zijn  de  coördinaten  van  een  punt 
der  snjjkromme  de  richtingscosinussen  der  oTereenkomstige  be- 
schrijvende lijn.  Do  differentialen  dezer  cosinussen  zijn  dos 
evenredig  aan  de  richtingscosinussen  van  de  raaklijn  der  sny- 
kronime.  Deze  raaklijn  is  loodrecht  op  de  beschrijvende  lijn 
en  evenwijdig  met  het  asymptotische  vlak ,  dus  evenwijdig  aan 
de  normaal  in  het  centrale  punt. 


Vraagstuk  CVI. 

K8c.  Om  een  gegeven  cirkel  een  vierzijde  te  beschrijven, 
waarvan  de  middens  der  drie  diagonalen  gegeven  zijn. 

(W.  Mantel.) 

Opgelost   door  W.  Mantel  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Eigenschappen  der  figuur*  De  meetkundige  plaats  van  de 
middelpunten  der  kegelsnedeni  die  vier  rechten  raken,  is  een 
rechte  lijn.  Daar  de  diagonalen  AC,  BD,  RS  ')  der  vierzijde 
ook  zijn  te  beschouwen  als  in  dubbelrechten  ontaarde  kegel- 
sneden,  moeten  de  middens  N,  P,  Q  met  het  middelpunt  O 
des  ingeschreven  cirkels  op  ééne  rechte  gegeven  zijn.  (Zie  ook 
dl.  VIII,  vr.  35.  Opm).  Deze  rechte  is  as  van  symmetrie 
voor  de  gegevens,  bijgevolg  ook  voor  de  oplossingen.  Wij 
zullen  haar  de  as  der  figuur  noemen. 

Do  diagonalen  worden  ieder  in  het  bijzonder  door  de  overige 
twee  harmonisch  verdeeld,  n.1.  AC  in  de  punten  Q'  en  P', 
BD  in  Q'  en  N',  RS  in  P'  en  N'.  Dientengevolge  heefi;  men 
de  betrokkingen 


NA  =NQ'.NP',  PB  =PQ'.PN',  QR  =  QP'.QN'  .  .  .  1) 

Met  betrekking  tot  den  cirkel  is  NT'Q'  een  pooldriehoek. 
Daar  de  punten  N,  P,  Q  op  de  zijden  van  driehoek  N'P'Q' 
liggen,  gaan  hun  pooUijnen  door  de  overstaande  hoekpunten 
en,  danr  zij  ook  op  één  middellijn  van  den  cirkel  gelegen  zijn, 


*)    K  is  (AB,  CD),  8  is  (AD,  BC). 
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staan  hun  poollijnen  tevens  loodrecht  op  die  middcllijn.  De 
loodlijnen  WN'\  PT'',  Q'Q"  op  de  as  zijn  dus  de  poollijnen 
der  punten  N,  P,  Q  en  men  heeft,  als  r  den  straal  van 
den  cirkel  voorstelt, 

ON.ON"  =  OP.OP"  =  OQ.OQ"  =  r^     .     .     .2) 

Het  punt  O  is  het  hoogtepunt  van  driehoek  N'P'Q'.  Immers 
de  verbindingslynen  van  O  met  de  hoekpunten  van  dezen 
driehoek  staan  loodrecht  op  de  poollijnen  dezer  hoekpunten, 
dus  loodrecht  op  de  overstaande  zijden.  Daar  nu  OP'  ±  N'P, 
zijn  de  rechthoekige  driehoeken  OP'P"  en  N'PN"  gelijkvormig, 
waaruit  volgt,  dat 

PT":P]S"  =  OP'':N']S["   of    N'N" .  PT"  =  OP"  .  PN".  .  3) 

Wordt  uit  B  de  loodlijn  BT  op  de  as  neergelaten,  dan  zijn 
do  driehoeken  QRT,  QN'N"  en  QPT"  gelijkvormig.  Wegens 
de  betrekking  1)  tusschen  de  schuine  zijden  dezer  driehoeken 
vindt  men  nu  voor  de  rechthoekszijden 


QT  =QN".  QP", 4) 

Rf  ^  =  N'N"  .  PT". 

De  tweede  van  deze  vergelijkingen  kan  volgens  3)  vervangen 
worden  door 

RT^  =  OP"  .  PN" 5) 

Constructie.  Na  constructie  van  ON"  en  OP"  als  derde 
evenredigen  tot  bekende  lijnen  volgens  2),  worden  de  punten 
N"  en  P"  op  de  as  bepaald.  Verder  kan  men  naar  4)  en  5) 
de  lengten  van  QT  en  RT  als  middenevenredigen  tusschen 
bekende  lijnen  construeeren  en  achtereenvolgens  de  ligging  der 
punten  T  en  R  bepalen.  Trekt  men  eindelijk  de  rechte  RQ 
en  neemt  men  daarop  QS  =  QR ,  dan  behoeft  men  nog  slechts 
uit  R  en  S  de  raaklijnen  aan  den  cirkel  te  trekken  en  de  vier- 
zijde  is  geconstrueerd. 

Mogelijkheid  der  constructie.  Elke  twee  hoekpunten  van 
driehoek  NT'Q'  moeten  een  diagonaal  harmonisch  verdeden  en 
dus  aan  één  kant  van  het  midden  dier  diagonaal  gelegen  zgn. 
De  geheele  driehoek  moet  dus  aan  één  kant  van  de  as  liggen. 
Die  as  nemen  wij  nu  als  x-sm  van  een  rechthoekig  coördinaten- 
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stelsel  aan  met  O  als  oorsproDg.  Van  de  punten  N',  P',  Q' 
noemen  wij  de  abecisBen  :r, ,  0*2,  01*3,  de  ordinaten  y, ,  y,,  ^3. 
Daar  die  punten  op  elkaars  poolhjnen  liggen ,  bestaan  tusschcn 
hun  coördinaten  de  betrekkingen 

irjrr3  4- y2y3  =  J?3«i]'f  ysyi  =  a?i:ra  H- y,ya  =  r«.     .     .    6) 

Nu  zullen  de  punten  aan  ééne  zijde  yan  de  rr-as  liggen ,  wan- 
neer de  ordinaten  gelijke  teekens  hebben  en  dus  de  producten 
der  ordinaten  twee  aan  twee  genomen  positief  zgn.  Blijkens  6) 
wordt  aan  die  voorwaarde  voldaan ,  als  r^  grooter  is  dan  het 
grootste  van  de  drie  producten  X2X^,  ^^i,  XiX%* 

Het  middelpunt  O  van  den  cirkel  kan  al  of  niet  tusschen  de 
punten  N,  P,  Q  gegeven  zijn.  In  het  eerste  geval  heeft  O 
een  van  de  drie  punten  aan  den  éénen  kant,  welk  punt  wg  N 
noemen ;  de  punten  P  en  Q  liggen  dan  aan  den  andoren  kant. 
In  het  tweede  geval  noemen  wij  N  dat  punt,  hetwelk  van  O 
het  verst  verwijderd  is.  In  beide  gevallen  beschouwen  wij  de 
rr-as  als  positief  in  de  richting  OP. 

Uit  hetgeen  aangenomen  is  omtrent  de  ligging  van  N,  P 
en  Q  volgt  ,2datP'  en  Q'  aan  den  positieven  kant  van  de  y-as 
liggen»  terwijl  N'  óf  aan  den  negatieven  kant  ligt  6f  dichter 
bij  de  as  dan  P'  en  Q'.  Wat  de  abscissen  betreft  kan  men  dus 
zeggen ,  dat  01*2  en  a?3  positief  zijn ,  terwijl  x^  óf  negatief  is  óf 
een  kleiner  positieve  waarde  heeft  dan  x^  en  0*3.  Van  de  drie 
producten  der  abscissen  is  dus  X2Xz  =  OP"  .  OQ"  het  grootste- 
Volgens  2)  is  nu  OP"  .  OQ"  =  r*  :  OP  .  OQ  en  de  voorwaarde 
voor  de  bestaanbaarheid  der  vierzijde  wordt  r^'^t^:  OP .  OQ 
of  OP  .  OQ  ^  r\ 

Uiterste  geval  van  bestaanbaarheid.  Met  r*  — OP.OQ  komt 
overeen  r*  =  OP"  .  OQ"  =  X2X^ ,  in  welk  geval  uit  6)  volgt 
y2y3  =  0,  y3yi>0,  y,y2>0;  dus  is  y2  =  y3  =  0,  y  1  = « 
(want  ysyi  en  y,y2  zijn  niet  00),  d.  w.  z.  dat  Q'  met  Q"  en  P' 
met  P"  in  de  as  samenvalt.  Maar  ook  Q  valt  met  P"  en  P 
met  Q"  samen,  gelijk  uit  2)  bljjkt,  wanneer  men  daarin  r* 
door  OP.OQ  vervangt.  Daar  N'  een  eindige  abscis  heeft  en 
een  oneindige  ordinaat,  staan  N'Q'  en  NT'  in  P  en  Q  lood- 
recht op  de  aras.  De  vierzijde  wordt  een  deltoïde  met  de  ar-as 
als  diagonaal  van  symmetrie. 

Het  vraagstuk;     „Een  deltoïde  te  construeeren ,  als  gegeven 
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zijn  de  middens  der  diagonalen  en  het  middelpunt  des  inge- 
schreven cirkels ,"  wordt  met  de  constructie  van  r  =  l/OP  .  OQ 
tot  het  opgegeven  vraagstuk  teruggebracht.  Bedenkt  men, 
dat  nu  F',  F",  Q  en  T  samenvallen,  gelijk  ook  Q',Q"  en  F, 
dan  vindt  men  uit  2)  en  5) 

ON.ON''  =  OF.OQ  ,  RQ^  =  OQ.FN", 

met  behulp  waarvan  men  achtereenvolgens  N'^  en  R  bepaalt. 

In  plaats  van  de  uiteinden  (R  en  S)  eener  diagonaal  lood- 
recht op  de  as  te  zoeken,  doet  men  in  dit  geval  beter  de 
uiteinden  A  en  C  te  construeeren  van  de  diagonaal  van  sym- 
metrie ,  daar  dan  de  constructie  van  ON"  overbodig  wordt. 
Men  vindt  nl.  uit  de  eerste  vergelijking  1)  voor  dit  bijzondero 
geval 

NA^  =  NC^  =  NF  .  NQ, 


Vraagstuk  CV II. 

K  5  d.  Van  een  veranderlijken  driehoek  ABC  bewegen  de  hoek- 
punten B  en  C  zich  langs  een  rechte  OX ,  het  hoekpunt  A  langs 
een  rechte  OY,  loodrecht  op  OX,  terwijl  het  voelpunt  B'  der 
hoogtelijn  uit  B  vast  ligt.  Men  vraagt  naar  de  meetkundige  plaatsen 
van  het  midden  van  AB,  het  voetpunt  C'  der  hoogtelijn  uit  C  en 
het  zwaartepunt;  verder  naar  de  omhullenden  van  AB  en  CC'. 

Q.  Neuberg.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  J.  A.  Barrau  ,  H.  B.  Bone  Jr. , 
H.  Bremekamp  ,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr. ,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot, 
F.  ScHUH  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau  en  H.  B.  Bone  Jr. 

1.  Het  midden  M  van  AB  is  het  middelpunt  van  een  cirkel, 
die  door  A,  B,  O  en  B'  gaat.  Dus  is  MO  =  MB'  en  beschrijft 
M  de  middelloodlijn  m  van  OB'. 

2.  Daar  OB'C'  de  voetpuntsdriehoek  van  ABC  is,  wordt 
hoek  B'OC'  door  OY  middendoor  gedeeld.  De  meetkundige 
plaats  van  C'  is  dus  de  rechte  /,  die  ten  opzichte  van  OY 
symmetrisch  ligt  met  0B^ 
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3.  Omdat  de  projectie  vaa  M  op  OT  het  midden  is  yed 
OA  ,  beschrijven  M  en  A  op  m  en  OY  gelijkvormige  punten- 
reeksen.  De  door  A  beschreven  reeks  is  perspectief  met  de 
reeks,  welke  C  op  OX  doorloopt  (centrum  B');  dus  zijn  de 
reeksen  (91)  en  (C)  projectief. 

Het  zwaartepunt  Z,  dat  op  CM  ligt,  beschouwen  wij  als 
het  snijpunt  van  twee  rechten,  die  evenwijdig  zijn  met  m  en 
OX.  Do  punten  welke  deze  rechten  op  OX  en  m  insnijden, 
beschrijven  blijkbaar  reeksen,  die  achtereenvolgens  met  de 
reeksen  (C)  en  (M)  gelijkvormig ,  dus  onderling  projectief  zijn. 

Derhalve  is  de  meetkundige  plaats  van  Z  het  voortbrengsel 
van  twee  projectieve  bundels  van  evenwijdige  stralen ,  dus  een 
hyperbool,  waarvan  de  asymptoten  evenwijdig  loopen  aan  m 
en  OX. 

Door  na  te  gifian  wanneer  C  of  M  oneindig  ver  liggen  vindt 
men  gemakkelijk,  dat  een  der  asymptoten  den  afstand  tusschen 
B'  en  OX  loodrecht  middendoor  deelt,  terwijl  de  tweede  door 
de  projectie  van  B'  op  OX  gaat. 

4.  Als  men  de  letters  B  en  C  verwisselt,  nemen  de  rechten 
AB  en  CC'  elkanders  plaatsen  in;  zij  hebben  dus  dezelfde  om- 
hullende. De  punten  A  en  B  beschrijven  op  OY  en  OX  pro- 
jectieve reeksen,  en  daar  zij  tegelijk  oneindig  ver  komen  te 
liggen ,  omhult  AB  een  parabool. 

Het  punt  C'  draagt  twee  onderling  loodrechte  raaklijnen ,  dus 
is  de  rechte  l  de  richtlijn  der  parabool.  Zijn  E  en  F  de  pro- 
jecties van  B'  op  OX  en  OY  (die  beiden  de  parabool  aanraken), 
dan  is  EF  ook  een  raaklijo  der  parabool,  en  wel,  omdat  zij 
evenwijdig  is  aan  i,  de  topraaklijn.  Maar  dan  is  B' het  brand- 
punt der  parabool. 


Vraagstuk  CVIII. 

0  8  a.  Een  gegeven  parabool  verplaatst  zich  zoo ,  dat  ze  steeds 
door  een  gegeven  punt  P  gaat,  terwijl  haar  brandpunt  F  de  rechte 
PF  doorloopt.  Men  vraagt  de  beide  poolkrommen  der  beweging 
te  bepalen.  (J.  Neuberg.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau  ,  H.  Bremekamp  ,  E.  J.  M.  van 
DE  Laarschot,  F.  Schuh  en  J.  Wolff. 
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Oplossing  van  J.  Wolff. 

1.  Wij  kiezen  het  gegeven  punt  tot  oorsprong  en  de  rechte, 
welke  door  F  wordt  doorloopen,  tot  X-as  van  een  rechthoekig 
coördinatenstelsel.  Als  beginstand  nemen  wij  den  stand  der 
parabool,  waarin  de  top  T  in  O  is,  het  brandpunt  dus  in  F^ 
op  OX,  zoodat  OFo=ip  is.  Voor  een  anderen  stand  ligt  het 
tijdelijk  rotatiecentrum  (de  pool)  ten  eerste  op  de  rechte  door  F 
loodrecht  op  OX  getrokken ,  ten  tweede  op  de  normaal  in  O 
aan  de  parabool. 

De  raaklijn  in  O  snijdt  de  topraaklijn  in  een  punt  S  van  den 
cirkel,  die  OF  tot  middellijn  heeft.  De  topraaklijn  moet  den 
cirkel  aanraken,  die  met  een  straal  gelijk  aan  ^^  en  F  als 
middelpunt  is  beschreven.  Snijdt  deze  cirkel  de  X-as  tusschen 
O  en  F  in  het  punt  L.  dan  is  8L  tio  tweede  raaklijn  uit  S 
naar  dien  cirkel.  Immers  8F  is  evenwijdig  met  de  normaal 
der  parabool  in  O,  maakt  dus  gelijke  hoeken  met  den  voorstraal 
OF  en  de  as  TP. 

Als  men  dus  op  den  cirkel,  die  OF  tot  middellijn  heeft,  het 
punt  A  bepaalt,  dat  in  Fq  op  OX  wordt  geprojecteerd,  dan 
snijdt  OA  de  rechte  door  F  loodrecht  op  OX  in  dé  pool  C. 

Uit  deze  constructie  volgt  terstond,  dat  de  coördinaten  van 
C  voldoen  aan 

De  poolkromme  in  het  vaste  vlak  heeft  dus  tot  vergelijking 

2x^  =  p{x^-\-  y2). 

Dit  is  een  kubische  kromme  met  geïsoleerd  punt  O,  waar 
de  raaklijnen  isotroop  zijn.     In  F^  snijdt  ze  OX  loodrecht. 

2.  Om  den  beginstand  Cq  van  C  te  vinden ,  moeten  wij  de 
rechte  FC  in  den  stand  FqCq  brengen,  welke  verkregen  wordt 
door  de  positieve  Y-as  met  het  uurwerk  een  hoek  te  laten 
draaien ,  die  het  dubbel  is  van  den  hoek  6  =  FOC.  Want  de 
rechte  FT  had  aanvankelijk  den  stand  FO,  en  ZOFT  =  2  Z  FOC. 

Voor  de  coördinaten  x^  en  y^  van  Cq  vinden  we  uu  de  be- 
trekkingen 

a?Q  —  i  p  =  y  sin  20  en  yo  =  y  cos  26. 
Als  wij  poolcoördinaten  invoeren,  komt  de  bepaling  van  de 


240  WISKUNDIGE 

meetkundige  plaats  Yan   Cq   dus  neer  op  de^eliminatie  van  r 
en  9  uit  de  drie  vergelijkingen 

Xf^^  ip  =  2r sin^Ocos^e ,  yo  =  r8in6l(coB^e  —  8in*9),  2r  cob^O  =p. 

Nu  is 

^0  -iP  _    .^/i  2yo 


tg*ö=^^^ iz  en   tgö  = 


P  iP—^o 

Hieruit   volgt   voor  de  poolkromme  in  het  bewegelgke  vlak 

Deze  kubische  kromme  heeft  blijkbaar  een  dubbelpunt  in 
^  =  gj},  y  =  O,  waar  zij  de  rechten  2y  =  ±:  a;  tot  raaklijnen 
hcefc.     In  Fq  raakt  zij  de  vaste  poolkromme  aan. 


Vraagstuk  CIX. 

LM7  e.  Men  beschouwt  het  stelsel  van  gelijkvormige  ellipsen, 
die  een  gemeenschappelijken  top  A  hebben  en  door  een  g^even 
punt  P  gaan.  Gevraagd  wordt  naar  de  meetkundige  plaats  van  het 
tegenpunt  A'  van  A  en  de  omhullende  der  raaklijn  in  A'. 

Opgelost   door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,   H.  Breme- 

KAMP,    E.  J.    M.   VAN   DE  LAARSCHOT  CH   F.   SCHUH. 

Oplossing   van  J.  A.  Barrau. 

1.  Daar  de  ellipsen,  waarvan  de  groote  assen  de  standen 
AA'  en  AP  hebben,  gelijkvormig  zijn,  ligt  op  de  ellips  (AP) 
een  punt  B,  dat  gelijkstandig  is  met  P,  beschouwd  als  punt 
der  ellips  (AA'),  dat  dus  bepaald  wordt  door  Z,  BAP  =  ^  PAA' 

en  ABxAA'==AP^ 

Het   spiegelpunt    C    van    B  ten  opzichte  van  de  rechte  AP 

ligt  dus  op  AA',  zoo  dat  AC  x  AA' =  AP  ;  hieruit  volgt ,  dat 
de  meetkundige  plaats  van  A'  de  inversie  is  van  de  ellips  (AP), 
met  A  tot  centrum  en  AP  tot  straal  van  inversie.  Zij  is  dus 
eene  kubische  kromme  met  geïsoleerd  punt  in  A,  dus  van  de 
4e  klasse ,  gaande  door  P  en  symmetrisch  ten  opzichte  van  AP. 
Hare  vergelijking  in  rechthoekige  coördinaten,  met  A  als 
oorsprong  en  AP  als  X-as,  vinden  we  door  in  de  vergelgking , 
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~"^r-  +  ^  =  ^ 

der  ellips  (AP)  te  sabstitueeren 

X  = cos  0    en   y  = sin  0. 

■ 

Dan  komt  de  poolvergelijking  der  kromme, 

2a  (a*  sin»  0  +  i*  cos»  0)  =  6»/t)  cos  0 , 
voor  den  dag  en  hiernit  vinden  we 

2a  (6V  +  aV)  =  b^x  (»« +  y»). 

De  asymptotische  richtingen  zijn  dus  de  isotrope  richtingen 
en  de  richting  der  y-as;  de  reëele  asymptoot  heeft  tot  vergelijking 

V'x  =  2a\ 

2.  Daar  de  gevonden  kubische  kromme  de  voetpnntenlijn  is 
van  de  omhullende  (a)  der  raakign  in  A'  aan  de  ellips  (AA') 
ten  opzichte  van  A  als  pool,  en  tevens  de  inversie  der  ellips 
(AP),  is  (a)  de  reciproke  poolkromme  der  ellips  ten  opzichte 
▼an  den  cirkel  van  inversie,  dus  eene  parabool  met  top  in  P 
en  as  AP. 

Haar  sngpunt  met  AT  is  de  pool  van  de  raakljjn  aan  (AP) 
in  het  einde  der  korte  as,  heeft  dus  tot  ordinaat  4a^:b,  zoodat 
de  parameter  der  parabool  geljjk  is  aan  4a^ :  b\ 

In  het  geval  a  =  6^  dus  als  de  gegeven  ellips  een  cirkel  is, 
ontaardt  de  kubische  kromme  in  de  rechte  door  P  loodrecht  op 
AP  en  twee  isotrope  rechten;  het  brandpunt  der  parabool  valt  in  A. 

Voor  a<  i,  dus  als  AA'  is  de  korte  as,  gaat  de  algemeene 
oplossing  weder  door,  de  kubische  kromme  ligt  aan  de  andere 
sijde  van  P.  Haar  asymptoot  en  het  brandpunt  der  parabool 
komen  tusschen  A  en  P  en  wel  (evenals  in  het  1^  geval) 
e  ven  ver  aan  weerszijden  van  het  midden  van  AP. 


Vraagstuk  CX. 

« 

A  1  b.     Bewijs  de  identiteit 

x»  —  n^  {x—iy  +  n^(x—2y. . . . .  4-  (_  i)»/i.  (*  —  «)«  =  «!, 
WisK.  Opo.,  Dl.  IX.  16 
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waarin  x  een  willekeurig ,   n  een  positief  geheel  getal  is ,  terwijl  ni 
een  binomiaalcoeflicient  voorstelt.  (Dr.  G.  Schouten.) 

Opgelost   door  J.  A.   Barrau,   H.  B.  Bonk  Jr,,   F.  Schuh, 
Dr.  G.  Schouten  en  Dr.  C.  Stolp. 


Oplossing   van  J.  A.  Babbau. 

Als  men  alle  termen  der  vergelijking  met  {n-^rX^dx  ver- 
menigvuldigt en  daarna  tusschen  de  grenzen  {x  —  1)  en  2 
integreert,  daarbij  rekening  houdende  met  de  betrekking 
nf-\  +  t'p  =  (^+  l)p}  dan  heeft  de  uitkomst  denzelfden  vorm, 
met  dien  verstande  dat  n  door  n  -|-  1  is  yervangen.  Voor  n=l 
heeft  men  x  —  (x —  1)  =  1 ;  dus  is  de  vergelijking  een  identiteit 
Yoor  alle  positieve  geheele  getallen. 

Oplossing   van  Dr.  C.  Stolp. 

Het  eerste  lid  der  vergelyking 

o?»  -  n,  (x  —  1)»  H-  itj  (a:  —  2)"  —  . . .  +  (—  \y  fi« (x  —  n)"  =  «! 
stelt  naar  den  vorm  het  n®  verschil  voor  yan  de  rij  der  getalleii 

(«-«)«,  (x-  n+1)»,  .  .  .  .  .(a?-  1)»,  af", 

het  is  dus  in  x  van  den  graad  nul,  dus  onafhankelgk  van  de 
waarde  van  x.  De  betrekking  zal  dus  bewezen  zgn,  wanneer 
zij  juist  blijkt^  te  zijn  voor  een  bepaalde  waarde  van  x*  Ed 
.haar  juistheid  staat  reeds  vast  voor  x  gelijk  aan  nul;  want 
stelt  men  ;r  =  0  en  deelt  men  de  vergelijking  door  ( — 1}*, 
4lan  heeft  men 

-  w,l"  +  Wj2«  -  WgS"  4- +  (—  1)» «»n»  s  (—  l)«n! , 

wat  reeds  op  twee  verschillende  manieren  in  vraagstuk  183  van 
dl.  VU  bewezen  is. 


Vraagstuk  CXI. 

C  2  d.     Druk,  voor  bestaanbare  waarden  van  *,  de  integraal 

r dx 

J  ^V~^  —  X 
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in,  bekende  functies  uit.  '  (Dr.  G.  Schouten.) 

Opgelost  door  H.  Bremekamp  ,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot 
en  Dr.  G.  Schouten. 

O  p  1  o  8  8  i  D  g  van  Dr.  Q.  Schouten. 

Stel  x  —  fiü^  dan  i8 

j  ^  r         2p'udu 

J   P^f^V4p^u^4pu  ' 

Worden  dus  ^2  =  ^s  ^3  ^=  O  ^^^  invarianten  yan  pu  gekozen, 
zoodat  pw  =  1 ,  pw"  =  O ,  pw'  =  —  1  de  wortels  van  p'^u  =  O 
zijn,  dan  gaat  de  integraal  over  in 

2du 


Omdat    1  :  p^u   tot   dubbele    pool    heeft  u  ==  w'^,   moet  deze 
functie  in  de  omgeving  van  ia"  ontwikkeld  worden.  Men  vindt 

4- = *p"(« -««")  +  * , 

p  ** 
zoodat  de  integraal  overgaat  in 

Yoor   waarden    van  x  grooter  dan  1  is  u  kleiner  dan  a>  en 
bestaanbaar^  dus 

dx 


!• 


ix^Vx^^-x 
1 


=  i{2(«-u)-p'(«-OJ    .     .     .     (1) 


Yoor    waarden    van    x   tusschen  O  en  1  is.  u  van  den  vorm 
iu  +  w,  dus  is 
1 

Yoor  waarden  van  x  tusschen  O  en  —1  is  u  van  den  vorm 
u  +  fti',  dus  is 

— lj^=^.  =  -i{p'(i* -,<.)  + 2uj.     .     .     (3) 
x'V  X*  --  x 


L 


— 1 

16* 
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Yoor  waarden  yaq  x  kleiner  dan  —  1  is  u  zuiver  imaginair 
en  kleiner  dan  o/,  zoodat 

—i 


/;s^='l'"'''"-'">H-ï^) 


— « 


=1'-H"-t)^^("-t) 


.     .     (4) 


Bijzondere  gevallen. 

OD 
1 

f     dx 
Uit  (4):  /-—==»-?«, 


oo 


terwijl   (2)    en  (3)  aangeven ,    dat  de  waarde  van  de  integraal 
zoowel  tusschen  O  en  1  als  tusschen  O  en  —  l  oneindig  groot  ia- 


Vraagstuk  CXII. 

C  2  d.     Rectificeer  den  boog  der  lemniscaat 

r^  =  a*  cos  20. 

(Dr.  G.  Schouten.) 

Opgelost  door  H.  Bremekamp  ,  E,  J.  M.  van  de  I^aarschot  , 
F.  ScHUH  en  Dr.  G.  Scöouten. 

Oplossing  van  P.  Schcjh. 
Voor  het.  boogelement  ds  heeft  men 

(dsy  =  (drf  +  r^dey.  ^ 

Hierin  is 

rrfr  =  -- a^  sin  20 dd, 

dus 

,,  ^,     a*  8in2  20  ,  ,^,2 


V  • 
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M«n  vindt  derhalve 


a» 


W-SÏWC"^' 


of 


d8=   ,^  ^  dO. 

KcoB  20 

Stelt  men  nu  sin  O^Xj  dan  vindt  men 

dx 


8  = 


ƒ' ax 


ot  Yoor  2a?*=i8in*^, 

o 

De    lengte    van    den    boog   wordt  dus  in  ^  uitgedrukt  door 

een  elliptische  integraal  van  de  eerste  soort  met  modulus  iK2, 
waarin  ^  met  0  samenhangt  door  de  betrekking 

sin  ^  =  V2  .  sin  0, 
of 

cos  f  =5  Kcos  2Ö. 

De  lengte  van  een  quadrant  der  lemniscaat  veordt  gevonden 
door  O  =  {v,  dus  0  =  ^ir,  te  stellen,  zij  is  dus  gelijk  aan 

iaV2.F,{iV2), 
waarin  Fi  de  complete  integraal  voorstelt. 

Oplossing  van  H.  Brbmekamp  en  E.  J.  M.  v^n  de  Laarschot. 
Het  boogelement  ds  wordt  bepaald  door 

rfs^  =  dr"  +  rVaa  =  -±--  rfs». 

cos2& 

Voor   de   lengte    van    den    boog   tusschen   twee  vóerstralen 
vinden  we: 

__  A      dd 
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We   kunnen   yolstaan  met  het  eerste  boogquadrant  te  bere- 

kenen  ,  waarbg  i&i  =  O ,  ^2  =^  —  f  in  dit  geval  ligt  in  het  inte- 

gratievak  geen  vertakkingspunt  der  functie. 
De  substitutie  co8  2d  =  2;  levert 

/•»  dz 


'"=ƒ ; 


y4z  {z  —l){z  —  2) 

Wg  stellen  nu 

«  =  pw  ;  é»,  =  1 ,  é'j  =  O ,  ^8 »  —  1. 

Het    periodenparallelogram    is    een    quadraat;    we  hebben 
derhalve  een  harmonische  p-functie  of  lemniscaatfunctie. 

»ia  =  -r  I     du  =  -r  (^a  —  «*i)      ....     1) 

t  J  % 

waarbg  u,  en  t/2  bepaald  worden  uit: 

pU|  =  cos  2&,  ,  pi/a  =  cos  2&2 2) 

Yoor  de  lengte  van  een  quadrant  vinden  wij 


s 


=  -r-/         dü  =  -:-  (—  ÜI2  —  wi)  =  — r  =  öfwi. 


A»i 


(We  kunnen  nog  opmerken  ^  dat  u  zich  steeds  beweegt  tus- 
schen  a>i  en  —  w^t  zoodat  de  uitdrukking  in  1)  altgd  reëel  is.) 
Om  üi]  te  bepalen  hebben  wij 


ir»  — 


q^e     *""  =  «-»  =  0,04321 , 
1  ir 


Wi    = 


.-^  (1  +  29  +  23*  +  . .  .  0^=  1,3110. 


Om   vergelijking    2)    op    te   lossen   zullen   we  uit  pu  eerst 
afleiden  de  waarde  vóór  een  reëel  argument. 
Uit  de  bekende  formule 

(pw—  f,)[p(u  — 1^1)  — <jj  =  (e,  -  e^{e^  —e^) 

volgt 


OPGAVEN.    N".  112  en  113.  247 


P  («  —  «..,)  =  1  + 


p  tt  -  1' 
of,  omdat  voor  deze  p-functie  ü>3  =  fW|  is, 

p — T— =-1  — 


pu  —  l 


We  moeten  nu  — : — -  bepalen ,  als  gegeven  is 

p— V— '  =  ^  1  -  — --:  =  cot^d. 

%  pu  —  l 

Schrijven  we,  ter  bekorting—-^ — ■*  =  u' ,  - —  =  r',  dan  is 
l^V^   Vpu'  —  «2  -  T^g,  —  ga  V^p^'  —  ^3 

j  C08  2jr  «'  -h  2®  COB  6jr»' 
1  -j-  3*  cos  éirv' 

Voor  een  benadering  ia  5  decimalen  kunnen  we  dus  nemen 

:    T^2  cot  &  -  Kcot^d  +  1  ^    : 

— zz ,  =  g  cos  2irt?\ 

1^2  cot  a  +  Kcot»&  +  1  . 

Voeren     we     hier    1^2  cot  d  =  tg  0  in ,      dan      wordt 

co8  2irr'  =  —  tgyl> —  —I,   waaruit  t?'  te  bepalen  is;  in  ver- 
band met  wi  wordt  dan  ook  u  bekend. 


Vraagstuk  CXIII. 
C  2  d*     Voor  bestaanbare  waarden  van  x  de  integraal 


ƒ 


öjc  4-  ^      ^* 


X  —  I     k^^^sCTÏ 

in  bekende  functies  uit  te  drukken.  (Dr.  G.  Schouten.) 

Opgelost  door  H.  Bremekamp,  E.  J.  M.  van  de  Laarschot 
<n  Dr.  G.  Schouten. 
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Oplossing  van  Dr.  O.  Schouten. 
Door  in  de  integraal  a;*=  pu  te  stellen  gaat  ze  over  in 

f  apu  +  ft        2p'udu 
J    pu--  1     V4p^u  -  4 

Kiest  men  dus  tot  invarianten  van  p% 

fl^a  =  0,    5^8  =  4> 

zoodat   Vép^u  —  4  =  —  p'u   en  pwi  =  1(—  1  +  f  V^3)  is,   en 

pu)2  =  pw'2  =  1  >  pw3  =  i  (—  1  —  f  VS)  de  wortels  van  p****  =  O 
zijn,  dan  gaat  I  over  in 

J  pw  -  1 

/<lu 

Verandert  x  van  1  tot  oo,  dan  gaat  u  van  co,  tot  0.  Ver- 
andert echter  x  van  1  tot  —  00  ,  dat  gaat  u  van  w'2  tot  0;  ^, 
heeft  dan  zuiver  imaginaire  waarden. 

Voor   waarden    van  x  grooter  dan  1  moet  dus   — ^ — -  ont- 

^  pu-1 

wikkeld   worden  in  de  omgeriDg  van  u  =  w2j   voor  die  van  x 

kleiner  dan  1  in  die  van  u  =■  ü/2* 

In  'teerste  geval  vindt  men 

=  +p(w  — wa)  — f 


pw  —  1 
In  't  tweede  geval 


=  i  P  (W  -  a>y  —  i. 


pw  —  1 

■ 

Yoor  waarden  Tan  x  grooter  dan  1,  dus  voor  u<Cui,  w 
1  =  -  2aM  — 2(a+i)/(ip(«-<.^)  — i)rfM  = 


-* 


(2a  -  6)  M  4-  (a  +  6)  —  («üa  —  tt)  +  C 


7oor  waarden  van  x  kleiner  dan  1 ,  dus  roor  iu  <  u'^,  m 
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diu 


C      atU 

I  =  —  2ai<*—  2 (a+b)   -^ = 

J  piu—  \ 


=  -« 


(2a  -  b)  iu  4-  (o  +  i)  —  («',  —  t«) 


+  0  = 


=  -  ii  i2a-b)u-(a+  6)  — (^_„ 
L  <r    \  t 


+  0. 


Vraagstuk  CXIV. 

K  18  b.  In  ieder  zijvlak  van  een  drievlakkenhoek  trekt  men  door 
het  hoekpunt  een  rechte  loodrecht  op  de  overstaande  ribbe.  Aan 
te  toonen,  dat  deze  drie  rechten  in  eenzelfde  vlak  liggen. 

(F.   SCHUH.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,  H.  B.  Bone  Jr., 
Dr.  Z.  P.  BouMAN,  Dr.  W.  BotJWMAN,  H.  Bremekamp,  E.  D.  J. 
DE  JoNGM  Jr. ,  A.  G.  Kerkhoven— rWijTHOFF ,  E.  J.  M.  van  de 
Laarschot,  J.  C.  de  Masier,  Dr.  G.  K.  Nugteren,  F.  Schuh, 
Dr.  C.  Stolp,  Dr.  A.  van  Thijn,  C.  Wafelbakker,  J.  Wolff. 

Oplossing. 

Wij  noemen  de  ribben  van  den  drievlakkenhoek  a,  6,  c, 
de  overstaande  zijvlakken  a,  j3,  7.  De  rechte  a,  in  a,  die 
door  het  hoekpunt  O  loodrecht  op  a  is  getrokken,  staat  blijk- 
baar loodrecht  op  het  vlak  a^  dat  a  loodrecht  op  a  projecteert. 
De  drie  „hoogtevlakken"  a, ,  /i3| ,  7,  snijden  elkaar,  volgens 
een  bekende  eigenschap ,  in  een  rechte  d.  De  in  de  opgave 
bedoelde  rechten  a, ,  i, ,  c,  staan  nu  in  O  loodrecht  op  d , 
liggen  derhalve  in  één  vlak  S. 

Opmerking.  De  rechten  a',  b%  c'  die  in  O  loodrecht  staan 
op  de  vlakken  a,  ti,  jj  bepalen  den  supplementairen  drie- 
vlakkenhoek. Zij  liggen  achtereenvolgens  in  de  hoogtevlakken 
a, ,  ^, ,  7,,  die  tevens  hoogtevlakken  zijn  van  den  supplemen- 
tairen drievlakkenhoek.  Daar  verder  a,  in  het  vlak  a'  ligt, 
dat  in  O  loodrecht  op  a  staat,  heeft  men  de  eigenschap:  „Zijn 
twee  concentrische  drievlakkenhoeken  supplementair ,  dan  gaan 
de  verbindingsvlakken  aa\  bb\  cc'  van  overeenkomstige  ribben 
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door  een  rechte  d,  terwijl  de  snijlijnen  aa\  /3^^  77'  van 
oyereenkomstige  zijylakken  in  een  vlak  S  liggen ,  dat  loodrecht 
op  d  staat." 


Vraagstuk  CXV. 

K4.  Een  ongelijkzijdigen  driehoek  te  construeeren ,  waarvan 
gegeven  zijn  de  grondlijn  en  de  omtrek ,  als  men  weet  dat  de  rechten 
welke  de  aan  de  grondlijn  gelegen  buitenhoeken  middendoor  deelen 
(gerekend  van  de  hoekpunten  tot  aan  de  verlengde  overstaande 
zijden)  even  lang  zijn.  (Dr.  C.  Stolp.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  H.  B.  Bone  Jr.,  H.  Bremekamp, 
E.  D.  J.  pE  JoNGH  Jr. ,  A.  G.  Kerkhoven— Wijthoff  ,  E.  J.  M. 
VAN  DE  Laarschot,  F.  Schuh  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing. 

1.  Zij  a  de  gegeven  grondlijn,  terwgl  dan  verder  nog 
6  +  c  =  I?  bekend  is.  Zijn  BE  en  CP  de  rechten ,  die  de 
buitenhoeken  van  B  en  C  middendoor  deelen  en  E  en  F  de 
snijpunten  met  de  verlengde  overstaande  zijden.  Nu  is  vol- 
gens een  bekende  eigenschap 


BE  =EAxEC  —  ac, 
waarin  voor  a  >  c 

EA-— ^6   ,  EC=      ^ 


a  —  c  a  —  c 

is,  dus 

Tot  hetzelfde  resultaat  komt  men  als  a  <  c  is. 
Op  dezelfde  wijze  vindt  men 


CP  =- ~(8-a)is-b). 


Nu  is  gegeven ,  dat  BE  =  CF  is ,  dus  dat  men  heeft 

c(8  —  c)       b{s  —  b) 
(o  —  c)»  ""  (a  -  by  ' 


of 


of 


of 
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c(s  —  c){a-  bf  -  b{8-  6) (o  —  c)»  =  O, 
(6  —  e)  {«  (bc  -  a»)  +  o»  (6  +  c)  —  2a6c|  =  O, 


(J  —  c)  I  o»  (8  —  a)  —  6c  (2a  —  «) }  =  0. 
Daar  verder  gegeven  is  b^c,  heeft  men 

a*  («  —  a)  =  6c  (2a  —  s) , 
of,  daar  b+  c  =  p  ie, 

3a  —  p 

Daar  a  en  p  gegeven  zijn,  is  hiermede  bc=q^  bekend. 
TJit   ó  -{-  c  =  p   en    bc  =  q^  kunnen    6    en  c    geconstrueerd 
worden,  waarmede  de  gevraagde  driehoek  gevonden  is. 

2.  Het  blijkt  9  dat  er  nooit  meer  dan  één  driehoek  mogelijk 
is  als  we  congruente  driehoeken  voor  slechts  één  oplossing 
tellen.  Het  kan  echter  ook  zijn,  dat  er  geen  driehoek  aan  de 
vraag  voldoet.  In  de  eerste  plaats  moet  natuurlijk  j)  >  a  zijn , 
terwgl  we  voor  q  alleen  dan  een  bestaanbare  waarde  vinden 
als  p  <  3a  is.  Verder  kunnen  uit  6  +  c  =jp  en  bc^=  q^  alleen 
dan  verschillende  bestaanbare  waarden  voor  6  en  c  gevonden 
worden  als  q^Cip  is,  dus  voor 

Sa  —  p  4  ' 

of 

(p-2a)(2a^  +  i?^  — ap)<0, 

of,  daar  2a^  +p^  —  ap  steeds  >  O  is,  voor 

p<  2a. 

Is  nu  aan  de  reeds  gevonden  voorwaarde  a  <  j9  <  2a  vol- 
daan, dan  kan  daarmede  alleen  dan  een  driehoek  geconstru< 
eerd  worden  als  (6  —  c)^  <  a*  is ,  of  p^  —  4  j^  <  a\  Deze 
voorwaarde  luidt  dus: 

sa  —  p 
of 

{9a  — p)  f  -  4a» (p  -  a)  — a»(3a-p)<  O, 


^ 
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of 

(a  -^  f?  <  O, 
of 

een  voorwaarde ,  waaraan  volgens  onderstelling  reeds  voldaan  is. 
De   eenige   voorwaarde,    waaraan   a  en  ^  moeten  voldoen, 
wil  er  een  driehoek  mogelijk  zyn,    die  aan  de  vraag  voldoet, 
is  dus 

a  <  p  <  2a. 

Opmebkinq.     De  betrekking 

c  («  —  c) 6  (s  —  6) 

(a  -  -  <?)^  ~"  (a  —  hf 

kan  achtereenvolgens  herleid  worden  tot 

c      \a  j  o     \ a  I 

(6_c)s-  (t^  —  e^)      (i->  c)s      ^b  —  c 

a*  a 

5^        2s 

=  —--  +  1, 
ar        a 

8  —  a 
,     sin  ^  A  = 


6c 

8»  — (6  +  c)s4-ic 

• 

6c 

(» 

—  6)  (s  —  c)      (s  —  a) 

bc  a^  a 

De  hoek  A  kan  dus  geconstrueerd  worden,  en  daardoor  is 
het  vraagstuk  teruggebracht  tot  het  eonstrueeren  van  een  drie- 
hoek uit  grondlijn,  tuphoek  en  som  der  opstaande  zijden.    (C.  S.) 


Vraagstuk  CXVI. 

L^  14  a.  Men  beschouwt  een  driehoek ,  die  door  raaklijnen  van 
een  gegeven  quadratisch  oppervlak  wordt  gevormd,  en  constraeert 
nu  de  punten  T  die  met  de  hoekpunten  van  dien  driehoek  door 
raaklijnen  van  het  oppervlak  verbonden  worden.  Bepaal  de  meet- 
kundige plaats  der  punten  in  de  onderstelling  dat  het  vlak  van  den 
driehoek  en  een  der  hoekpunten  of  een  der  zijden  vast  blijft. 

(Dr.  H.  DE  Vries.) 
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Oplosaing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

Wg  noemen  de  raaklijnen  der  zijden  BC,  CA,  AB  van  den 
raaklijnendriehoek  achtereenyolgens  U,  V  en  W.  De  kegels 
(A)  en  (B),  welke  het  quadratisohe  oppervlak  F2  omhullen  en 
hun  toppen  in  A  en  B  hebben ,  snijden  elkaar  volgens  een 
kegelsnede,  waarvan  het  vlak  gaat  door  de  rechte  WC  en  de 
pool  P  van  het  vlak  ABC  ton  opzichte  van  F^  Immers, 
waren  A  en  B  twee  willekeurig  gelegen  punten,  dan  zouden 
die  omhullingskegels  de  beide  raakvlakken  door  AB  aan  F^ 
gemeen  hebben  (elkaar  dus  tweemaal  raken)  en  elkaar  snijden 
volgens  twee  kegelsneden,  waarvan  de  vlakken  de  pooUijn 
van  AB  gemeen  hadden.  Nu  AB  raaklijn  van  F^  is,  behoort 
zij  tweemaal  tot  de  doorsnede  der  kegels;  (A)  en  (B)  hebben 
dus  nog  een  kegelsnede  gemeen ,  gelegen  in  het  vlak  door  C 
en  de  poolrechte  WP  van  AB. 

De  drie  omhullingskegels  (A),  (B)  en  (C)  snijden  elkaar  dus, 
twee  aan  twee  genomen,  in  drie  kegelsneden,  gelegen  in  de 
vlakken  PWC,  PCJA  en  PVB,  welke  het  snijpunt  O  van  AU, 
BV  en  CW  gemeen  hebben,  elkaar  dus  in  de  rechte  PO 
snijden.  Op  deze  rechte  hebben  de  drie  kegels  twee  punten  T 
gemeen,  welke  met  ABC  twee  viervlakken  bepalen,  waarvan 
alle  ribben  aan  F^  raken. 

Als  nu  B  en  O  zich  langs  de  uit  A  getrokken  raaklijnen 
verplaatsen,  dan  beschrijft  O  een  kegelsnede,  die  F^  in  V  en 
W  aanraakt.  De  rechte  PO  beschrgft  dus  een  quadratischen 
kegel  (P),  waarvan  elke  ribbe  door  kegel  (A)  in  twee  punten 
T  wordt  gesneden.  De  meetkundige  plaats  van  T  is  dus  de 
doorsnede  van  (P)  en  (A);  zij  bestaat  bijgevolg  uit  twee  elkaar 
in  y  en  W  snijdende  kegelsneden. 

Wanneer  nu  A  zich  langs  AB  beweegt,  waardoor  V  van 
plaats  verandert,  dan  zullen  de  zooeven  gevonden  kegelsneden 
een  oppervlak  voortbrengen,  dat  met  eiken  kegel  (A)  twee 
kegelsneden  gemeen  heeft.    Dit  oppervlak  is  dus  quadratisch. 


Vraagstuk  CXVII, 

L'  14  a.     Als  alle  ribben  van  een  viervlak  een  quadratisch  opper- 
vlak aanraken ,  gaan  de  verbindingslijnen  der  op  overstaande  ribben 
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gelegen  raakpunten  door  één  punt  S.  Bepaal  de  meetkundige  plaats 
van  S  als  het  viervlak  op  dezelfde  wijze  verandert  als  in  het  voor- 
gaande vraagstuk.  (Dr.  H.  de  Vries.) 

Oplossing  van  Dr.  H.  de  Vries. 

Wg    noemen,    evenals    in    het   voorgaande   vraagstuk,    de 
raakpunten  van  BC ,  CA ,  AB  met  F*  achtereenvolgens  II ,  V, 
W»  en  wijzen  de  raakpunten  van  TA,  TB,  TC  door  A,.  B|,  C| 
aan.    Aangezien  nu  het  bewijs  voor  de  beide  vragen  onder  e) 
en   d)   in    de   oplossing  van  vraagstuk  !N^.  48  onafhankelijk  is 
van  de  omstandigheid  dat  men  te  doen  heeft  met  een  bol ,  dus 
op  een  willekeurig  quadratisch  oppervlak  F>  van  toepassing  is, 
zullen  wij  het  bewijs  voor  het  bestaan  van  een  snijpunt  S  der 
drie    rechten    UAi ,  VBi ,  WC,  als  geleverd  beschouwen.    Dit 
punt  S  ligt  op  de  rechte  die  wij  in  de  oplossing  van  het  yoor* 
gaande    vraagstuk    PO  genoemd  hebben.     Immers  het  punt  T 
ligt   op    deze   rechte ;    de   verbindingslijnen    van    dit  punt  met 
A,    B,    C  liggen    dus    in   de  vlakken  PO A,  POB,  POC,  die 
achtereenvolgens  door  ü,  V,  W  gaan.     Hieruit  volgt  dat  de 
lijn    ÜAi   in  het   eerstgenoemde  vlak,  VB,  in  het  tweede,  en 
WC,  in  het  derde  ligt;  hun  snijpunt  S  ligt  dus  op  de  snijljjn 
PO   van    deze    vlakken.     Op    de    lijn    PO    liggen  echter  twee 
punten  T;  dus  vinden  wij  ook  op  iedere  lijn  PO  twee  punten  S. 
Het  is  nu  gemakkelijk  in  te  zien  dat  een  punt  S  nooit  met 
P   kan    samenvallen.    Lag   n.1.   S   in  P,   dan  vielen  de  lijnen 
VSB, ,  W8C,  achtereenvolgens  samen  met  VPenWP;  B,  zou 
dus  samenvallen  met  V ,  C,  met  W.     Voor  een  punt  T  buiten 
het  vlak  ABC  is  dit  niet  mogelijk ,  omdat  dan  de  lijn  BC  met 
B,C,    zou    moeten  samenvallen,   dus  geen  raaklijn  van  F^  sou 
zijn ;  voor  een  punt  T  in  dat  vlak ,  dus  in  V  of  in  W ,  vallen , 
zooals   gemakkelijk   is   in    te   zien,    de    beide  op  PO  gelegen 
punten    8    met  dat  punt  samen,  zoodat  zij  ook  dan  niet  in  P 
kunnen    liggen.     Hieruit    volgt  nu,  dat   indien    A    vast  blijft, 
terwijl  B  en  C  zich  bewegen  ,  op  iedere  ribbe  van  den  kegel  (P) 
twee   punten    8  gelegen  zijn,  die  nooit  met  P  kunnen  samen- 
vallen ,    die   echter   op    de  ribben   PV   en   PW  in  V  en  W 
samenvallen.     De  meetkundige   plaats    der   punten    8   bestaat 
dus,    evenals  die    der  punten  T,  uit  twee  elkaar  in  V  en  W 
snijdende  kegelsneden. 
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Wanneer  nu  ook  A  zich  verplaatst,  zullen  deze  beide  kegel- 
sneden  een  quadratisch  oppervlak  voortbrengen ,  dat  F^  volgens 
de  kegelsnede  U7W  aanraakt.  Immers,  de  volledige  door- 
snede van  dit  oppervlak  met  eiken  kegel  (P)  bestaat  uit  de 
zooeven. gevonden  kegelsneden. 


Vraagstuk  CXVIII. 

F  1  e.  Men  beschouwt  twee  driehoeken ,  die  achtereenvolgens  tot 
zijden  hebben  de  rechten  I,  II,  III  en  I',  11',  III',  en  verbindt  in 
eiken  driehoek  de  middens  der  zijden  door  de  rechten  i ,  2,3  en 
i',  2',  3'.  Te  bewijzen  dat  de  drie  rechten  die  de  punten  (I,  I') 
(II,  II')  (III,  III')  achtereenvolgens  met  (i ,  i')  (2,  2')  (3,  3') 
verbinden,  door  één  punt  gaan.  (Dr.  H.  de  Vrifs.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  H.  B.  Bone  Jr.,  W.  Mantel, 
F.  ScHUH,  Dr.  A.  van  Thijn  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  van  H.  B.  Bone  Jr. 

Wij  beschouwen  de  aiBno  transformatie,  welke  de  rechten 
I,  II,  III  achtereenvolgens  in  F,  II',  IIF  omzet.  Daar  homo- 
loge puntenreeksen  gelijkvormig  zijn,  gaan  de  rechten  1,  2,  3 
dan  over  in  1',  2',  3'.  Het  punt  (I,  I')  gaat  over  in  een  punt 
van  de  rechte  T,  het  punt  (1,  1')  in  een  op  V  gelegen  punt. 
Daar  twee  punten  van  hun  verbindingslijn  langs  evenwijdige 
rechten  verplaatst  worden,  geschiedt  dit  met  alle  punten  dier 
verbindingslijn,  en  is  er  een  punt  op  die  lijn,  dat  op  zijn 
plaats  blijft.  Daar  de  a£Sne  transformatie  slechts  één  dubbel- 
punt  bezit,  gaan  de  drie  in  de  opgave  bedoelde  verbindings- 
lijnen door  dat  dubbelpunt. 

Oplossing  van  W.  Mantel. 

We  noemen  de  hoogten  der  beide  driehoeken  achtereen- 
Tolgens  *!,  Aj,  ^30»  A'n  A'a»*  ^'3*  ^®  rechten  I,  1,  I',  1' 
sluiten  een  parallelogram  in,  waarvan  de  langs  1  en  I'  ge- 
legen zijden  zich  verhouden  als  A',  en'A,.  Het  kan  dus  geacht 
worden  te  dienen  tot  het  samenstellen  van  twee  krachten, 
groot  1  :  A,  en  1  :  A^  werkende  langs  I  en  I',  en  die  ten  op- 
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zichte   van   de   punien   (II,   III)   en   (IF,   IIP)  tegengestelde 
momenten,  gelijk  aan  de  eenheid,  hebben. 

Drie  krachten,  groot  l:Ai,  1  :  A^»  ^'Ki  IftQgs  de  rechten 
I,  II,  III,  zgn  gelijkwaardig  met  een  koppel  met  een  moment 
één;  de  langs  V,  IF,  III'  aangenomen  krachten  1:%^,  l:'^'2i 
1  :  A'3  zijn  gelijkwaardig  met  een  koppel  yan  moment  —  1. 
De  zes  ingevoerde  krachten  zijn  dus  in  evenwicht.  Stelt  men 
ze  twee  aan  twee  samen ,  dan  verkrijgt  men  dus  drie  krachten, 
waarvan  de  richtingslij uen  door  één  punt  gaan.  Blgkbaar 
vindt  men  de  figuur  der  opgave  als  men  de  krachten  langs 
I  en  r,  die  langs  II  en  IV  en  die  langs  III  en  IIF  samen- 
stelt. 

Vraagstuk  CXIX. 

K  18  C.  Gegeven  zijn  twee  driezijdige  pyramiden  met  gemeen- 
schappelijken  top  T,  waarvan  de  gronddriehoeken  in  één  vlak 
liggen.  Aan  elk  hoekpunt  van  den  eersten  gronddriehoek  wordt 
een  hoekpunt  van  den  tweeden  toegevoegd.  Brengt  men  door  elk 
dier  punten  een  vlak  evenwijdig  met  het  overstaande  zijvlak,  dan 
ontstaan  twee  nieuwe  driezijdige  pyramiden,  waarvan  de  opstaande 
zijvlakken  in  paren  zijn  gerangschikt.  De  snijpunten  dezer  drie 
paren  bepalen  een  hyperboloide ,  die  door  den  top  T  gaat.  Men 
vraagt  het  bewijs.  (Dr.  H,  de  Vries.) 

Opgelost  tioor  H.  B.  Bone  Jr.,  Dr.  Z.  P.  Bouman,  F.  Schuh 
en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing   van  H.  B.  Bone  Jr.  en  Dr.  H.  db  Vries. 

Beschouwt  men  het  vlak  der  gronddriehoeken  als  beeldvlak 
en  den  gemeenschappelijken  top  als  centrum  van  een  centrale 
projectie,  dan  hebben  de  zes  vlakken ,  welke  telkens  evenwijdig 
loopen  met  een  opstaand  zijvlak,  den  doorgang  van  dat  zjjvlak 
tot  vluchtlijn.  De  centrale  projecties  der  drie  snijlgnen,  welke 
zij,  twee  aan  twee  genomen,  bepalen,  gaan,  volgens  het 
vorige  iraagstuk,  door  één  punt.  De  snijlijnen  zelf  rusten  dus 
op  een  rechte  welke  door  T  gaat;  derhalve  ligt  de  top  op  de 
hyperboloïde  der  drie  snijlijnen. 

Opmerking.  Dat  de  drie  rechten  niet  door  één  punt  gaan 
blijkt  hieruit  dat  de  verbindingslijnen  hunner  doorgangen  niet 
evenwijdig  zijn  met  de  verbindingslijnen  der  overeenkomstige 
vluchtpunten.  (H.  D.  V.) 


De  volgende  vroeger  verschenen  uitgaven  zijn  tegen  de  dsuirbij 
aangegeven  prijzen  te  ontbieden  bij  den  Ondervoorzitter,  Dr.  D. 
CoELiNQH  ,  Amsterdam ,  Mauritskade  58 ,  bij  wien  men  ook 
klachten  inbrengen  kan  over  eventueele  onregelmatigheden  in  de 
toezending  der  uitgaven  van  het  Genootschap. 

Feestgave  van  het  Wiskundig  Genootschap  ter  gelegenheid 
van  zgn  honderdjarig  bestaan,  bevattende  de  herdruk  van  twee 
zeldzame,  merkwaardige  Hollandsche  werken  [(Gorte  onderrich- 
tinghe  dienende  tot  het  maecken  vande  reductien  van  de  tacx- 
custingen  tot  gereede  penningen,  om  dien- volgende  te  eysschen 
en  ontfangen  den  veertichsten  penning  op  alle  vercochte  of 
vervreemde  onroerende  goeden,  volgende  tplacaet  der  Heeren  . 
Staten  van  den  xxii  Decembris  1598)  en  (Waerdye  van  Lyf-renten 
naer  proportie  van  Los-renten ,  geteekend  Johan  de  Witt,  1671)] 
in  den  handel  /*6,00 voor  de  leden  /*3,00. 

Register  naar  eene  wetenschappelijke  verdeeling  op  de  werken 
van  het  Wiskundig  Genootschap,  Amsterdam,  1885 

in   den  handel  ƒ  3,00    ....     voor  de  leden  ƒ1,50. 

Grondslag  van  een  bibliographisch  repertorium  der  wiskundige 
wetenschappen  (naar  den  franschen  tekst  bewerkt),  Amsterdam,  1892 
in  den  handel  ƒ2,00    ....     voor  de  leden  ƒ1,00. 

Voordrachten  over  den  Grondslag,  per  vel 

in   den  handel  ƒ0,30    ....    voor  de  leden  ƒ0,15. 

Nieaw  Archief  voor  Wiskande,  eerste  reeks,  twintig  deelen, 
tweede  reeks,  deel  1  en  2,  per  deel 

in   den  handel  ƒ4,00    ....     voor  de  leden  ƒ2,00. 

(De  volgende  deelen  per  deel 

in  den  handel  ƒ6,00    ....     voor  de  leden  ƒ3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den  handel  ƒ1,50     .     .     .     .     voor  de  leden  ƒ0,75). 

Wiskundige   Opgaven    met    de    oplossingen ,    nieuwe    reeks , 
deel  1 — 8  per  deel 

in   den  handel  ƒ6,00    ....     voor  de  leden  ƒ3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in  den   handel  ƒ1,00    .     .    .     .     voor  de  leden  ƒ0,50. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques ,  deel 

1 — 10,  van  elk  twee  stukken  k  ƒ4,00  en  bij  overcompleete  stukken, 
per  stuk  ƒ2,00. 

Tables  des  matières  des  volumes  I— V.    .    .    .    ƒ2,00. 
9  «  «  »  »      '1 — -^  •    •    •     •    ƒ3,00. 


i 
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L'  8  a.  Gegeven  een  quadratisch  oppervlak  O'  en  twee  ten 
opzichte  van  O*  aan  elkaar  toegevoegde  rechten  g  en  ^.  Construeer 
een  rechte  A,  die  met  haar  toegevoegde  A'  en  de  rechten  ^,  g' 
een  hyperboloidisch  viertal  vormt.  (Dr.  H.  stE  Vries.) 

Opgelost  door  W.  Mantel  en  Dr,  H.  de  Vjubs. 

Oplossing  van  W.  Mantel. 

De  snijpunten  van  g  en  g'  met  0^  noemen  wij  P,  Q;  B,  S* 
Worden  de  vlakken  QRS,  RSP,  SPQ,  PQR  achtereenvolgens 
door  U7  =  0,  x  =  Oj  y  =  0,  z  =  0  aangewezen ,  dan  heeft  O* 
tot  vergelijking 

wx-{-i/z  =  0. 

Een  willekeurige  hyperboloïde  door  g  ea  g'  heeft  tot  vwg^ 
Igking 

Atry  -f  Bwz  -f-  Oxy  +  Da»  =  O, 

Een  beschrijvende  lijn  van  het  door  g  en  g'  aangewezen 
stelsel  wordt  voorgesteld  door 

ic  =  k{Cif  +  Dz)    ,    a;+-A(Ay  +  B2i)  =  0. 

Om  hiervan  de  pooUijn  ten  opzichte  van  O'  te  vinden ,  nemen 
we  de  poolvlakken  van  twee  op  haar  gelegen  punten.  De  punten 

U7  =  0,  a:  =  A(AD  -BC),  y  =  —  D,  z  =  0 
en 

U7  =  X(AD  — BC),  x  =  0,  y  =  —  ByZ  =  k 

leveren  voor  die  poollgn  de  vergelijkingen 

AEir  +  Cy  —  D^=0,  XEx  +  Ay  —  62?  =  O,  waar  E  =  AD  -  BC  is. 

Deze  vergelykingen  moeten  nu  herleidbaar  zijn  tot  den  vorm 

w  =  y  (Cy  +  Dz)    ,    x  +  y  ( Ay  +  Bz)  =  0. 

Hiertoe  moet  voldaan  worden  aan  de  voorwaarden 

(EA V  +  1)  C  =  O,  (EAA'  - 1)  D=0,  (EAV- 1)  A=0,  (EAA'+ 1)  B=0. 

Men  vindt  hieruit 

B  =  0,  C  =  0  of  A  =  0,  D  =  0. 

WitK.  Ofo.  ,  Dl.  IX.  17 


268  WISKUNDIGE 

De  reohten  h  en  h'  worden  das  voorgesteld  door 

w  —  XDzz=0^  I  z  —  XAw  =  0j    j 


of  door 


tr  — XCy  =  0,  j  y-XBw  —  O, 

x-\-\Bz  =  0,  \  «  +  XCaj=0. 


Men  moet  das  op  0^  twee  rechten  nemen,  die  g  en  g'  ont- 
moeten (PS  en  QR  of  PR  en  Q8);  een  willekearige  snylga  van 
dit  tweetal  en  haar  poollijn  ten  opzichte  van  O'  yoldoen  dan 
aan  de  yraag. 

Vraagstuk  CXXI. 

Q  2.  De  vergelijking  op  te  stellen  van  de  meetkundige  plaats 
der  rechten,  die  vier  willekeurig  in  een  R^  aangenomen  vlakken 
snijden.  Uit  deze  vergelijking  af  te  leiden ,  dat  tot  die  meetkundige 
plaats  nog  elf  andere  vlakken  behooren,  en  de  configuratie  der 
bedoelde  vijftien  vlakken  te  onderzoeken.        (Dr.  H.  de  Vries.) 

Oplossing  van  Dr.  H.  ds  Vries. 

De  vier  gegeven  vlakken  cj  (i  =r  1,  2,  S,  4)  snijden  elkaar 
twee  aan  twee  io  punten ,  die  wij  als  volgt  aanduiden :  P,  =  (ci^), 

vijf  kiezen  wg  als  de  hoekpunteo  van  een  coördinatensimplex 
8g,  het  zesde  als  eenheidspunt  E;  de  homogene  coördinaten 
van  dit  laatste  punt  zijn  dan  alle  geljjk  aan  de  eenheid. 

Het  vlak  cj  bevat  nu  de  hoekpunten  P,,  P,,  P3  van  het 
simplex ,  heeft  dus  de  beide  vergelijkingen  0^4  =»  O ,  a^s » 0. 
Evenzoo  volgt  dat  de  vergelgkingen  van  £3  zgn  0^2  =  O,   ^==0. 

Het  vlak  c^  bevat  de  punten  P,,  P4,  P^;  noemen  wij  das 
de  if  coördinaat  van  het  hoekpunt  Pi  (t  =s  1  • . . .  5) ,  de  eenige 
dus  die  niet  O  is,  pj,  dan  heeft  €3  de  volgende  matrix- 
vergeljjking  *) : 


O,  waaruit  volgt:  o^i :  ^  : 0:5  ~  1  : 1  :  I 


Xi 

^3 

X3  Xi 

«s 

0 

Pi 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

P4 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

*]    P.  H.  80HOVTB,  „UehxdimeiutoDale  Oeomttrie"  I,  p.  164. 


OPGAVEN.    N».  120  en  121. 


26d 


Eindelgk  bevat  14  de  panten  P,,  P5,  Pg,  en  heeft  dos  de 
matrixvergelgking ; 


«1 

X]  Xf  x^ 

*5 

0 

0  A  0 

0 

0 

0    0   0 

J»5 

1 

l    1    1 

1 

ssOy  waaruit  volgt:  Xiix^ix^^l'Ail» 


Wg  nemen  nu  ii|  €4  een  willekeurig  pant  P  met  de  coördi- 
naten Oi  (1  s  1  •  • .  •  5)  aan  en  brengen  door  dit  punt  en  de  vlak- 
ken €||  C29  ^  drie  driedimensionale  ruimten ;  deze  engden  elkaar 
Tolgens  een  rechte  die  tot  de  gezochte  meetkundige  plaats 
behoort   De  vergelg  kingen  dezer  ruimten  zgn  achtereenvolgens 

Caa?4  --  (?4a?5  =  O , 
c,a!i  -  Cja?,  =  O , 

a?i  a^  o?,  a?4  x^ 

O   Pa  O    O    O 

O    O    O  P4  O     «O, 

11111 

C|   C2  e^  e^  Cu 

of  c, (x^—Xf^)  +  C8(«?ö  —  «1)  +  ^a(^i  — «s)  ==  0. 

De  voorwaarde  dat  P  in  «4  ligt  wordt  uitgedrukt  door  de 
matrix  vergelg  king 


SS  O ,  waaruit  men  vindt 


Cl 

Cj    C,    C4 

«s 

0 

0  P3O 

0 

0 

0   0    0 

P» 

0. 


11111 

«i  —  C4  SS  o    en    Cl  —  «4 

Elimineert  men  nu  uit  de  laatste  vgf  vergelg  kingen  de  groot- 
heden Ci  (i  =  1 . . . .  5) ,  dan  vindt  men  voor  de  gezochte  meet- 
kundige plaats  de  vergelgking: 

»,  — a^    O    Xi  —  x^    O    a",  —  «j 
10         0  10 

1         O 
O         O 


O 


1 


O       —X. 


3 


O 


O 

o 


=  0,  of  eenvoudiger 


-8  --4 

^I^Vs  —  *l«j«4  +  X^XiXi  —  X^Vf  4*  "^'fi^S    ~  *j*4*j  =  0. 

17* 
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Dese  ^6rgelykiDg  is  honogesn  en  vao  den  3^  ^gMftd;  de 
gezochte  meetkundige  plaats  is  dus  een  kubiadie  ^Mediineano- 
nale  ruimte,  d.  w.  z.  zij  heeft  de  eigenschap  door  een  wille- 
keurige rechte  van  R4  in  3  punten  gesneden  te  werden.  Schrgven 
wij  de  yergeiykiag  in  den  vorm 

dan  riet  men  dat  hieraan  yoldaan  wvrdt  deor  CP4«0,  ar,» O,  en 
door  4^2  =  O )  rt,  :=  O  zoodat  ci  en  §2  tet  de  meetkundige  plaals 
behooren.  Even  gemakkelgk  ziet  men  dat  c^  en  C4  gekpeel  in 
•de  kuliieohe  ruimte  gelegen  2|jn.  Men  kan  ^eehter  «an  boven- 
■steande  vergelijkimg  nog  op  yersoheidene  andere  manieren  vol- 
doen, bijy.  door  te  stellen 

'5  +  afj  —  «1  =  0    en    a?,  — -  J-J  —  ^4  =  O, 

Daar  deze  yergelgkingen  lineair  zijn  stellen  zij  ieder  afzon- 
derlijk een  R,,  en  dus  samen  een  plat  ylak  voor,  dat  blijkbaar 
tot  de  meetkuodige  plaats  behoort;  wg  lïoemen  het  £5. 

Evenzoo  vindt  men  de  zes  vlakken,  bepaald  door 

«a  =  Oi     «4  =  0  ,     «0. 

3^3  =  0,       «5  =  0  ,       €,. 

Xj  =  O  ,       «5  —  «1  =  O   ,       €9. 

«5    =    0,  «2     —     «1     =    O      ,  fQ. 

«3  =  0,       «,—«4  =  0,       €,0- 
«4=0,      a-,  —  «3  =  0,      €„. 

Beschouwt  men  de  vergelgking  in  uitgei^erkten  vorm,  dan 
ziet  men  dat  zg  bevredigd  wordt  door  te  substitueeren 
«1 :  «2 :  «3  =  1  : 1  :  1  >  of  «1 :  «4 ;  «5  =  1  :  1  :  l ;  hierdoor  worden 
twee  nieuwe  vlakken  C12  en  €13  aangewezen. 

Eindelijk  kan  men  haar  bevredigen  door 

«2  —  a?3  =  O ,  «4  —  i»'5  =  O,  (vlak  614) 
of  «2  —  «^4  =  O ,  «3  —  ^«^5  =  O,  (vlak  €,5) 

Voor  het  snijpfunt  der  vlakken  1  en  5  heeft  men 

«1  •  «2  '•  ^3  =  1  •  1  •  1     ?    «4  =  0    ,    «5  =•  O, 
Dit  punt  bevindt  zich  niet  onder  de  punten  P,  .  . .  .  P^;  wg 
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Doemen  bet  P7.    Het  8ii>gpuBt  Pg  der  ylakken  2  es  5^  beeft  tot 
oeördiBateD 

a^i :  a?4 :  Xg  =  1  : 1  : 1     ,    ^r^  =  O    ,    arj  =  0. 

He*  Tlak  3  snijdt  5  in  een  pant  Pq,  waaryoot 

i-,  :  ar3  :  ara  =  1  : 1  :  1     ,     «2  =  0     ,     x^  *=  O , 

en  het  vlak  4  engdt  5  in  een  pvnt  P,o,  waarvoor 

«1  :  X2 :  a?4  =  1  : 1  : 1     ,     a?3  =«  O     ,     arj  =  0. 

De  tien  punten  P j  (i  =s  1 ,  .  .  . .  1 0)  zgn  dubbelpvnten  dor 
kubische  ruimte)  en  de  vyftieB  vlakken  c  sngden  elkaar  uit- 
sluitend in  deze  tien  punten.  Uit  de  volgende  tabel  bl|j||kt  n.1. 
dat  door'  elk  der  tien  punten  aes  vlakken  c  gaan. 

P,  1,  2,  6,  7,  14^  16. 

Pj  1,  8,  7,  10,  11,  13. 

P3  1,  4,  6,  8,  9,  13. 

P4  2;  3,  7,  fr,  9,  12. 

P5  2,  4,  6,  10,  11,  12. 

P^  3,  4,  12,  18,  14,  16. 

P,  1,  5,  9,  11,  12,  14. 

Pö  2,  6,  8,  10,  13,  14. 

P9  3,  6,  6,  8,  11,  16. 

P10  4,  6,  7,  9,  10,  15. 

Verder  wordt  door  de  volgende  tabel  bewesen,  dat  elk  der 
vijftien  vlakken  c  vier  punten  P  bevat. 

€,  1,  2,  3,  7,  £9  3,  4,  7,  10. 

«2  1)  4,  5,  8.  f|Q  2,  5,  8,  10. 

€3  2,  4,  6,  9.  «„  2,  5,  7,  9. 

€4  3,  5,  6,  10.  £|2  4,  5,  6,  7. 

<s  7,  8,  9,  10.  €13  2,  3,  6,  8. 

fo  1,  3,  6,  9.  €,4  1,  6,  7,  8. 

€,  1,  2,  4,  10.  e,5  1,  6,  9,  10. 

«8  3,  4,  8,  9. 

Uit  deze  laatste  tabel  volgt  gemakkelgk  dat  elk  der  vlakken 
£  door  zea  andere  vlakken  volgens  een  reohte ,  en  door  de  aoht 
ayecblöve«de  Blecbts  in  een  punt  ^sneden  wojidt. 


262  WISKUNDIGE 

Toorts  kan  uit  de  laatste  tabel  nog  de  volgende  eigentehap 
worden  afgeleid.  Het  snijpunt  der  vlakken  1  en  2  is  Pt,  dat 
yan  1  en  S  is  Ps,  dat  van  2  en  S  is  P4,  en  het  vlak  Cf,  dat 
de  punten  P, ,  P,,  P4  bevat,  snydt  €4  in  het  punt  P,0  9  dat 
teyens  in  «5  ligt.  Eyenzoo  sngdt  hetylak^,  dat  de  snijpunten 
Tan  C]  9  C2y  «4  beyat,  «3  in  het  punt  Pq,  dat  teyens  in  c,  ligt, 
en  hetzelfde  geldt  voor  de  snijpunten  yan  C| ,  f3 ,  C4  en  het  ylak 
C2,  en  yan  «a,  f9,  f4  en  het  ylak  C|.  Hieruit  yolgt  dat  de  ygf 
ylakken  fn  fa»  cst  «41  c»  in  zekeren  zin  bg  elkaar  behooren, 
en  wel  zoodanig  dat  elk  dezer  ylakken  op  de  aangeduide  wijze 
uit  de  yier  andere  kan  worden  afgeleid;  er  zgn  zes  zulke 
ygftallen,  en  ieder  ylak  e  komt  in  twee  daaryan  yoor. 

Opmebkiko.  Men  yindt  de  hier  bewezen  eigenschappen, 
zonder  bewgs,  in  een  yerhandeling  yan  Sbgre  ^SuUa  yarieti 
eubica  con  dieci  punti  doppi*\  Atti  di  Torino,  1886 — 87, 
p.  791-80L 

Vraagstuk  CXXIL 

L^  6  b.  De  osculatiecirkels  yan  een  kegelsnede  te  oonstrueeren, 
die  haar  in  een  gegeven  punt  snijden,  in  het  bijzonder  als  de 
kegelsnede  een  parabool  is.  (Dr.  H.  ds  Vries.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allbrsma,  Dr.  Z.  P.  Bouman,  Dr.  H. 
Brsmi^kamp,   e.  J.  M.  van  de  Laarschot,   Dr.  H.  de  Vries  en 

J.  WOLFF. 

Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  Boumak. 

1.  Men  yindt  een  oplossing  van  dit  vraagstuk  in  Salmon- 
Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte ,  1887, 
deel  I ,  bl.  401 ;  zij  steunt  op  de  bekende  eigenschap ,  dat  twee 
rechten,  die  elk  twee  der  snijpunten  van  een  kegelsnede  met 
een  cirkel  bevatten ,  antiparallel  ztjn  ten  opzichte  van  de  assen 
der  kegelsnede. 

De  constructie  welke  hieruit  voortvloeit ,  kan  op  de  volgende 
wijze  worden  afgeleid. 

2.  Wordt  de  kegelsnede  (?"  in  P  gesneden  door  een  cirkel , 
die  haar  in  Q  osculeert,  dan  snijden  de  cirkels  door  P  en  Q 
op  C^  een  involutie  in,  waarvan  de  pool  oneindig  ver  ligt, 
omdat  een  dier  cirkels  in  de  rechte  PQ  en  de  rechte  in  het 
oneindige   ontaardt.    De  verbindingslgn  der  beide  bewegelgke 
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sngpanten  loopt  duB  eyenwijdig  met  de  raaklgn  in  Q  .lan  O. 

Is  B  het  vierde  gemeenschappelijke  punt  van  de  kegelsnede 
en  den  cirkel  door  Q,  die  haar  in  P  aanraakt,  dan  zal  de 
koorde   PB   duB  evenwijdig  zijn  aan  de  raaklgn  aan  C?  in  Q« 

De  cirkels  die  C'  in  P  raken,  bepalen  een  involutie,  waar- 
voor de  pool  weer  oneindig  ver  ligt.  De  bewegelgke  snijpunten 
bepalen  dus  koorden ,  die  evenwijdig  zijn  met  de  rechte ,  welke 
C^  in  het  spiegelbeeld  P'  van  P  t.  o.  v.  de  hoofdas  aanraakt. 

Wij  moeten  derhalve  in  C^  een  koorde  QB  trekken,  die 
evenwijdig  loopt  met  de  raaklgn  in  P\  terwijl  de  raaklgn  in 
Q  evenwgdig  is  met  de  koorde  PB. 

3.  Wg  beschouwen  nu  een  ellips  als  de  projectie  van  een  cirkel, 
en  wijzen  de  punten  op  dien  cirkel  door  dezelfde  kleine  letters 
aan  als  de  overeenkomstige  punten  der  ellips.  In  den  cirkel 
moet  dan  een  koorde  qr  getrokken  worden  evenwijdig  aan  de 
raaklgn  in  het  spiegelbeeld  p'  van  p  t.  o.  v.  de  hoofdas  der 
ellips,  zoodanig  dat  pr  evenwgdig  is  aan  de  raaklijn  in  q. 
Sngdt  de  cirkel  de  hoofdas  in  a,  en  stellen  wij  bgqp  =  S| 
dan  is  bg  a^  =  —  ^£. 

Immers,  men  heeft  bg  pq  ^=  hg  qr  s=  2  bg  qp\  of 
hg  pa  +  hg  aq  =  2  (bg  ap'  —  bg  aj),  dus  3  bg  aj  =  bg  ap. 

Daar  de  parameter  van  P  door  S|-2nir  wordt  voorgesteld, 
vindt  men  voor  hg  aq  de  drie  waarden  ^|S,  |f  —  ^S,  fir  —  ^S. 

flet  vraagstuk  is  dus  teruggebracht  tot  de  trisectie  van  een  hoek. 

4.  Uit  het  voorgaande  volgt  de  constructie  voor  de  parabool. 
Zg  P'  het  spiegelbeeld  van  P  t.  o.  v.  de  as  der  parabool ,  p'  de 
projectie  van  P'  op  de  topraaklijn  ^,  A  de  top.  Wg  nemen 
nu  op  t  het  punt  q  aan ,  waarvoor  A;  =  ^  Ap'  is.  De  middellgn 
door  q  snijdt  de  parabool  in  het  gevraagde  punt  Q. 

De  juistheid  dezer  coDstructie  kan  trouwens  op  de  volgende 
wgze  worden  aangetoond.  Zgn  ^  en  r  de  projecties  van  P  en 
B  op  ^,  dan  heeft  men  pq  =  qrj  omdat  PB  evenwgdig  is  met 
de  raaklgn  in  Q,  zoodat  de  middellgn  door  Q  de  koorde  PB 
in  twee  gelijke  deelen  moet  verdeelen.  Daar  evenzoo  jj/ss^r 
is ,  heeft  men  pq  =  2qp'  of  p A  +  Ag  =  2  {kp'  —  A j) ,  dus 
kq  =  \  kp\ 

Opmerkikq.  Daar  het  zwaartepunt  der  snijpunten  van  cirkel 
en  parabool  op  de  as  der  parabool  ligt,  is  de  afstand  van  Q  tot 
de  as  gelijk  aan  het  derde  deel  van  den  afstand  van  P. 
Hieruit  volgt  terstond  de  genoemde  constructie.  (Bed.) 
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Oplossing  ran  Dr.  H.  de  Yrieb. 

1.  Wij  maken  gebruik  Tan  de  bekende  eigenschap  dat  de 
verbindingslijn  RS  yan  bet  raakpunt  R  en  het  snijpunt  S  Tan 
een  osculatiecirkel  van  een  kegelsnede  met  de  raakign  in  R 
hoeken  insluit  waarvan  de  bissectricen  evenwijdig  zijn  aan  de 
assen  der  kegelsnede. 

Het  punt  S  is  gegeven ,  R  moet  bepaald  worden.  Wij  trekken 
door  B  een  willekeurigen  straal  a  en  een  straal  h  evenwgdig 
aan  de  raaklijn  in  het  tweede  snijpunt  S^  van  a  met  de  kegel- 
snede. Aan  lederen  straal  a  is  dan  één  straal  h  toegevoegd; 
omgekeerd  echter  zijn  aan  één  straal  b  twee  stralen  a  toege- 
voegd, omdat  de  kegelsnede  twee  raaklijnen  evenwijdig  met 
h  heeft;  de  stralen  a  en  6  zijn  dus  aan  elkaar  toegevoegd  in 
een  (1 ,  2)  verwantschap ,  waarvan  de  Ignen  door  S  evenwgdig 
aan  de  asymptoten  en  de  raaklijn  in  8  de  dubbelstralen  zgn. 
Wij  brengen  door  S  een  willekeurige  hulpkegelsnede ,  bg 
voorkeur  een  cirkel,  en  snijden  de  stralen  a  en  6  met  dezen 
cirkel  in  A,  B;  de  verbindingslijnen  AB  omhullen  dan  eene 
kromme  van  de  derde  klasse,  die  den  cirkel  aanraakt  \n  de 
drie  coïncidenties  van  de  (1 ,  2}  verwantschap,  waarin  de  punten 
van  den  cirkel  gerangschikt  zijn,  dus  in  de  sngpunten  van  den 
cirkel  met  de  drie  dubbelstralen  van  het  stralenstelsel  om  het 
punt  S. 

Wij  trekken  verder  door  S  de  rechten  p  en  q  evenwgdig  aan 
de  assen  der  kegelsnede  en  bepalen  hun  snijpunten  P  en  Q  met 
den    cirkel.     Alle   stralenparen    door   S,    waarvoor  jp  en  ;  de 
bissectricen  zijn,  vormen  een  symmetrische  straleninvolutie  met 
p  en  q  als  dubbelstralen ;  de  stralenparen ,  die  tegelijkertgd  tot 
deze  involutie   en   tot  het  (1 , 2)  stralenstelsel  bebooren  zullen 
blijkbaar    tot    de   gezochte    osculatiecirkels    voeren.    Nu  is  de 
pool   der  involutie  met  betrekking  tot  den  hulpoirkel  bet  punt 
P^  in  een  richting  loodrecht  op  PQ;  uit  dit  punt  kunnen  aan 
de    kromme    van    de    derde    klasse    drie   raaklijnen  getrokken 
worden,    en    elk    dezer   raaklijnen    snijdt    den    cirkel   in    een 
puntenpaar  A,  B,  levert  dus  een  stralenpaar  d,  6.   Het  tweede 
snijpunt   der   kegelsnede  met  den  straal  a  van  dit  paar  is  één 
der  gezochte  punten  R,  en  de  raaklijn  in  dit  punt  loopt  even- 
wijdig   aan    6.    wat    tevens   het  middel  aangeeft  om  te  onder- 
zoeken welke  van  de  twee  stralen  de  straal  a,  en  welke  b  is. 
Het  aantal  oplossingen  bedraagt  drie. 
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2.  Ib  de  kegelsnede  eea  parabool  ^  dan  yereeayoudigt  zich 
de  constructie.  Dan  is  een  straal  b  slechts  met  een  raaklgn 
evenwijdig;  in  plaats  yan  een  stralenstelsel  (1,2)  krijgt  men 
dus  twee  projectieye  stralenbuDdels  met  den  gemeenschappelgken 
top  B.  De  Yerbindingslijnen  A6  zullen  nu  een  kegelsnede 
omhullen,  en  aan  deze  kan  men  uit  P^  twee  raakigneo  trek* 
ken,  zoodat  de  beide  projectieye  stralenbundels  twee  stralen- 
paren  bezitten ,  waarvan  de  bissectricen  samenvallen  met  p  en  q. 
Maar  slechts  één  van  deze  stralenparen  voert  tot  een  osculatie- 
cirkel.  Immers  de  dubbelstralen  der  beide  projectieve  stralen* 
bundels  zgn  in  dit  geval  blijkbaar  de  middellijn  p  door  8  en 
de  raakijjn  in  8 ;  de  dubbelstraal  p  stelt  dus  een  gemeenschap- 
pelgk  paar  der  beide  stralenstelsels  voor  en  vervalt  als  zooda- 
nig. Inderdaad  moet  de  hulpkegelsnede  den  cirkel  in  P  aan^ 
i»ken ;  één  der  beide  raakljjnen  uit  P^    is  dus  P^  P. 

Vraagstuk  CXXIII. 

M*  5  h.  Op  elke  rechte  door  het  punt  O  construeert  men  de 
punten  Q,  en  Qj  zoo,  dat  ze  drievoudige  elementen  zijn  van  een 
kubische  involutie,  waarvan  de  snijpunten  der  rechte  met  een 
gegeven  kubische  kromme  een  groep  vormen.  Bepaal  de  meetkun- 
dige plaats  der  punten  Q.  (Dr.  J.  de  Vries). 

Oplossing  van  Dr.  J.  db  Vries. 

De  punten  Q,  en  Q^  zijn  blgkbaar  de  dubbetpunten  der  cy- 
clische projectiviteit,  welke  door  de  sngpunten  met  de  gegeven 
kubische  kromme  C^  bepaald  wordt. 

De  raaklijnen  uit  O  aan  de  poolkegelsnede  oi'  van  O  naar 
C'  bepalen  op  w^  twee  punten  Q, ;  het  bijbehoorende  punt  Q^ 
ligt  dan  in  O.  Immers  de  poolkegelsnede  bevat  op  elke  rechte 
door  O  de  dubbelpunten  der  kubische  involutie ,  welke  bepaald 
is  door  het  drietal  snijpunten  met  C'  en  het  drievoudige 
element  O. 

Hieruit  volgt  dat  de  meetkundige  plaats  der  punten  Q, ,  Q^ 
tweemaal  door  O  gaat,  dus  een  biquadratische  kromme  0^ 
met  dubbelpunt  O  ia. 

In  het  raakpunt  R  van  een  door  O  getrokken  raaklijn  van 
C*  vallen  Q,  en  Qa  samen;  de  krommen  C'  en  C*  raken  elkaar 
dus  in  zee  punten. 
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Vraagstuk  CXXIV. 

M^  1  L  Gegeven  zijn  een  kromme  van  den  n^^  graad,  C",  en 
een  punt  O.  Een  rechte  door  O  snijdt  C"  in  de  punten  Ak 
(^  =  1  tot  n).  Men  construeert  het  punt  Bki^  dat  door  A.  har- 
monisch wordt  gescheiden  van  de  punten  Ajt  en  A^  Bepaal  de 
meetkundige  plaats  der  punten  B.  (Dr.  J.  de  Vries.) 

Oplossing  van  Dr.  J.  db  Vries. 

Op  elke  rechte  door  O  liggen  blgkbaar  ^n  (n  —  1)  (n  —  2) 
pnnten  B.  Om  te  weten  te  komen,  hoe  vaak  een  dier  punten, 
by  wenteling  der  transversaal  om  O,  met  O  sal  samenvallen, 
beschouwen  wij  de  meetkundige  plaats  der  punten ,  welke  door 
de  puntenparen  Ai,  Ai  van  O  harmonisch  worden  gescheiden. 
Zij  is,  zooals  men  terstond  inziet,  een  kromme  van  den  graad 
ln{n  —  1),  welke  C"  sngdt  in  de  raakpunten  der  n  (n  -*  1)  uit 
O  getrokken  raaklijnen.  Is  A,  een  der  overige  snijpunten,  dan 
valt  het  punt  Big^s  samen  met  O.  Derhalve  gaat  de  kromme 
(B)  ^n  (n  —  1)  (n  —  2)  maal  door  O,  is  dus  een  kromme  van  den 
graad  n  (n  —  1)  («  —  2). 

VITanneer  A,  met  A|  in  A,2  samenvalt,  dan  zijn  zyn  in  A,^ 
alle  punten  Bi8,i,  B^^i  en  B%k,\  vereenigd.  TJit  de  beschouwing 
van  twee  standen  der  transversaal  ter  weerszgden  vau  deze 
raaklgn  blgkt  terstond,  dat  de  kromme  (6)  in  A,a  een  veel- 
voudig punt  bezit ,  waarvan  (n  —  2)  takken  de  transversaal  in 
A,2  aanraken ,  terwijl  er  nog  (n  —  2)  takken  zgn ,  die  C"  daar 
snijden.  De  krommen  C"  en  (B)  hebben  dus  in  A]2  3  (n  —  2) 
punten  gemeen.  Van  de  n'  (n  —  1)  (n  —  2)  snijpunten  dezer 
krommen  worden  er  dus  Sn(n—\)  (n  —  2)  opgeslorpt  door  de 
raakpunten  der  uit  O  naar  C"  getrokken  raaklguen.  De  overige 
n  (n—  1)  (n  —  2)  (n—  3)  snijpunten  zgn  in  viertallen  harmonische 
punten  gerangschikt.  Bijgevolg  is  de  omhullende  der  rechten, 
welke  op  C"  harmonische  viertallen  insnijden,  een  kromme 
van  de  klasse  ^n  («— 1)  (n— 2)  («— 3).  Voor  n  =  4  vindt  men 
een  bekende  eigenschap  der  biquadratische  kromme. 

Vraagstuk  CXXV. 

MM  i.  Men  beschouwt  het  stelsel  der  poolkegelsneden  van  een 
kromme   van   den   n^*^   graad   met  betrekking  tot  alle  punten. van 
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haar  vlak.  Bepaal  de  meetkundige  plaatsen  der  middelpunten  der 
tot   dit  stelsel  behoorende  gelijkzijdige  hyperbolen  en  lijnenparen. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Oplossing  van  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Zij  ¥(x,y^z)ssO  de  vergelijking  der  gegeven  kromme  van 
den  n*"  graad.  Hierin  zijn ,  ten  einde  de  vergelijking  homogeen 
te  maken,  de  rechthoekige  coördinaten  x  en  jf  van  een  punt 
in  't  vlak  door  x:z  en  y:z  vervangen. 

De  vergelijking  der  poolkegelsnede  van  een  punt  (o?,  y,  z) 
ten  opzichte  van  de  kromme  is  dan 

X«F„  +  T^Paa  +  Z^Pga  +  2YZFa3  +  2ZXF3,  +  2XYP,a  =  O 

d»P 
waarin  Pi,  =  ^-j-  enz. 

Het  middelpunt  dezer  kegelsnede  wordt  bepaald  door  de 
de  vergelgkingen 

terwnl  de  vergelijking 

uitdrukt ,  dat  de  poolkegelsnede ,  behoorende  bg  het  punt  (^,  y,  z) 
eene  gelgkzijdige  hyperbool  is.  Eliminatie  van  x^  y  en  z  uit 
deze  drie  vergelgkingen ,  die  in  deze  coördinaten  homogeen  en 
van  den  graad  (n  -^  2)  zgn ,  levert  de  vergelgking  der  meet- 
kundige plaats  van  de  middelpunten  der  gelgkzgdige  hyperbolen, 
voorkomende  in  het  stelsel  der  poolkegelsneden.  Die  meet- 
kundige plaats  zal  van  den  graad  8  (n  —  2)>  in  X,  Y  en  Z , 
dus  eene  kromme  van  dien  graad  zijn. 

Wat  de  tweede  meetkundige  plaats  betreft,  zg  wordt  ver- 
kregen door  eliminatie  van  x^  y  en  z  uit  de  beide  vergelgkingen 
(1)  en  de  vergelijking 

XF,3 -f  YPa3 -f  ZF«  =  0. 

Zg  is  niets  anders  dan  de  STEiNER'sche  kromme»  die  bij  de 
gegeven  kromme  van  den  n^  ^raad  behoort;  de  graad  dier 
kromme  is  3  (n  —  2)'. 
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Vraagstuk  CXXVI. 

H'  1  h.  Men  beschouwt  de  quadratische  pooloppervlakken  van 
alle  punten  der  ruimte  naar  een  oppervlak  van  den  n^^  graad. 
Bepaal  de  meetkundige  plaatsen  der  middelpunten  der  tot  dit  stelsel 
behoorende  gelijkzijdige  hyperboloiden  en  ontaarde  figuren. 

(Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Oplossing  van  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Zg  F  (x^  y,  z^  ^)  =  O  de  vergelgkiog  van  het  gegeven  opper- 
vlak van  den  n^  graad.  Hierin  sgo,  fen  einde  de  verg^king 
homogeen  te  maken ,  de  rechthoekige  coördinaten  x,  y.  en  z 
van  een  punt  der  ruimte  door 

x\i    ,     y  \i    ,    z\% 

yervangen. 

De  yergel^king  yan  het  quadratische  pooloppervlak  van  een 
punt  (o; ,  y,  2^,  Q  ten  opzichte  van  het  gegeven  oppervlak  is  dan 

X»F„  +  T«Pj2  +  Z^Ïm  +  T^F^  +  2YZP33  +  2ZXF3I  -f  2XYPi ^  + 

+  2XTF14  +  2YTFa4  +  2ZTF34  =  0. 

Het  middelpunt  yan  dit  oppervlak  wordt  bepaald  door  de 
vergelijkingen 

XF»,  +  TF,,  +  ZF,3  +  TFu  =  O ,  | 

XFia  +  TF^  +  ZF^  +  TFa4  =  0,         .    .    .     (1) 

XFi3  +  YF^  +  ZF^3+TF34  =  0,  ) 

terwijl  de  vergelgking 

F,i+F^  +  F33  =  0 (2) 

uitdrukt   dat   het   quadratische   pooloppervlak  ^  behoorende  bg 
het  punt  x^  y ^  Zy  i^  eene  gelgkzjjdige  hyperboloïde  is. 

Slimineert  men  uit  de  vergelijkingen  (1)  en  (2)  de  coördi- 
naten rr,  y,  z  en  t^  dan  verkrijgt  men  de  yergelgking  der 
meetkundige  plaats  van  de  middelpunten  der  gelijkzgdige  hyper- 
boloïden,  die  in  het  stelsel  der  quadratische  pooloppervlakken 
yoorkomen.  Die  vergelijking  zal  zijn  yan  den  graad  3(n—  2)^ 
in  X ,  Y ,  Z  en  T ;  de  gezochte  meetkundige  plaats  is  dns  een 
oppervlak  van  dien  graad. 
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De  vergelijking  der  tweede  meetkua^ge  {daats  wordt  ver- 
kregen door  elimiiiatie  vao  Xj  y,  2;  en  <  uit  de  drie  verge- 
igkiogen  (1)  en 

XP,4  +  YFa4  +  ZP34  4-  TP44  =  0. 

Zij  J8  niets  anders  dan  bet  STEiNER'scbe  oppervlak,  dat  hg 
het  gegeven  oppervlak  van  den  n^*^^  gnuid  behoort. 


Vraagstuk  CXXVII. 

0  8  a.  Een  vlakke  ^figuur  beweegt  zich  zoo  in  haar  vlak  dat 
eexk  van  haar  punten  M  een  gegeven  kromme  van  den  graad  n  en 
de  kkffise  m  doorloopt,  terwijl  een  rechte  der  figuur,  die  door  M 
gaat,  om  een  vast  punt  draait.  Bepaal  den  gtaad  der  beide  pool- 
krommen.  (Dr.  P.  Zuman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  F.  Schuh  m  Dr.  P.  Zebmak  Gz. 

0,plo«siflig  van  Dft.  V.  Sohüh. 

We  onderstellen  in  al  het  Tolgende,  dat  het  vaKto  pvnt  P, 
waarom  de  door  M  gaande  rechte  r  draait,  in  het  eindige, 
buiten  de  kromme  C»  van  den  graad  n  en  de  klasse  -m,  en 
niet  ep  een  harer  isetrope  Taaklijnen  of  asymptoten  ligt. 

PooUeromme  op  het  vaste  vlak. 

De  «snelheid  van  bet  paut  léer  figuur,  dat  zich  oogenbükke^k 
in  P  bevindt,  valt  langs  MP,  de  snelheid  van  het  punt  M 
lamgs  de  raaklgn  ia  M  aan  de  kromme  €«•  Het  tifdelijke 
rotatieoentnnn  B  «wondt  «bus  gevonden  als  het  snijpunt  éer 
loodlgnen  in  P  en  M  op  PM  en  de  kromme  C^  opgericht.  Om 
den  graad  der  poolkromme  op  het  vaste  vlak  (de  meetkundige 
fdoats  van  R)  te  b^uilen,  hebben  we  na  te  gaan  in  hoeveel 
punten  die  pootkromne  door  een  willekeurige  door  P  gaande 
rechte  l  gesneden  wordt.  Deee  snijpunten  worden  gevonden 
door  in  P  op  {  een  loodlijn  op  te  richten ,  die  C»  in  n  punten 
sngdt;  de  normalen  van  C»  in  die  punten  M  sngdeu  Z  in  n  pun- 
ten B  der  poolkromme.  Deze  wordt  dus  door  een  door  P^gaainde 
rechte  in  a  beweeglijke  piraten  gesneden. 

Bovendien  is  echter  P  zelf  een  punt  der  poolkromme  en  wel 
een  N*voudig  punt,  waarin  N  de  klasse  der  ontwondene  van 
C»  voorstelt;   d.  i.  het  aantal  bewegelijke  voetpunten  van  nor- 
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malen  ')  uit  een  pant  op  C«  neer  te  laten.  Immers  oni  de 
▼eelvoudigheid  yan  P  als  punt  der  poolkromme  te  bepalen, 
hebben  we  slechts  na  te  gaan  door  hoeyeel  standen  van  M 
het  punt  P  als  punt  der  poolkromme  wordt  opgeleverd.  Daartoe 
is  noodig  dat  MP  de  normaal  in  M  op  Ci,  is.  Het  aantal 
normalen  uit  P  naar  C«  bedraagt  N,  welke  normalen  blgkena 
de  gemaakte  onderstelling  geen  Tan  alle  isotroop  zgn^.  Men 
kan  aantoonen,  dat  het  samenyallen  dier  N  normalen  geen 
yerandering  brengt  in  de  yeeWoudigbeid  yan  P  als  punt  der 
poolkromme,  wat  trouwens  te  yerwachten  was  uit  de  omstan- 
digheid dat  een  verplaatsing  van  P,  mits  P  niet  op  G»  zelf  of 
op  een  harer  isotrope  raaklgnen  of  asymptoten  komt  te  liggen , 
geen  aanleiding  geeft  tot  ontaarding  van  de  poolkromme '). 
Het  voorgaande  gaat  door  welke  singulariteiten  en  welke  bg- 
zondere  ligging  Cu  moge  vertoonen  ten  opzichte  van  de  Ign  in 
het  oneindige  of  de  bestaanbare  cirkelpnnten. 

We  vinden  dus: 

Ligt  P  in  het  eindige  buiten  Cn  en  de  isotrope  raaklijnen  of 
(Mymptoten  van  C»  ,  dan  ia  de  poolkromme  op  het  vaste  vlak 
van  den  graad  (N  -\-  n)  met  een  N-voudig  punt  in  f^  als  'S  de 
klasse  der  ontwondene  van  C»  voorstelt. 

De  klasse  der  ontwondene  is  voor  het  geval,  dat  C«  niet 
door  de  oirkelpunten  gaat  en  niet  aan  de  lijn  in  het  onein- 
dige raakt,  gelgk  aan  n-^-m^  ook  als  C»  hoogere  singularitei- 
ten vertoont.  Heeft  C»  een  bijzondere  ligging  ten  opzichte 
van  de  Ign  en  de  oirkelpunten  in  het  oneindige,  dan  wordt  de 
klasse  der  ontwondene  uit  de  onderzoekingen  van  Halphbk^) 
afgeleid.    Yallen   c   van   de  sngpunten  van  C»  met  de  Ign  in 


*)  Tan  eea  normaat  noemen  we  het  voetpunt  beweegiyk  als  dit  zioh  yerplaattt 
bij  verplaatdxij^  van  het  punt.  waaruit  de  normalen  worden  neergelaten. 

*}  Ligt  P  op  een  isotrope  raak]\)n,  waarvan  het  raakpunt  M  ia,  dan  Talt 
zoowel  de  normaal  in  P  op  PM  ala  de  normaal  in  M  op  de  kromme  langs  PM, 
zoodat  het  dan  niet  zeker  is,  dat  P  de  limietstand  van  het  snijpunt  dier  normalen 
is.    Ingewikkelder  worden  de  toestanden  als  P  op  een  isotrope  asymptoot  ligt. 

')  Nadert  daarentegen  P  tot  een  isotrope  raaklQn  yan  0«,  dan  scheidt  die 
raaklijn  zich  fan  de  poolkromme  af;  is  het  een  isotrope  buigraaklijn  dan  scheidt 
z\j  zfch  dubbel  van  de  poqlkromme  af,  enz. 

^)  G.  H.  HalphbNi  Mémoire  sur  les  points  singuliers  des  eourbes  oi^éMfwês 
planes  (Mémoires  prés.  k  1' Acad.  des  Sciences,  (2)  t.  26  (1879)  no.  2,  Artide  VI, 
p.  57-84). 
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het  oneindige  in  de  cirkelpnnten ,  dan  absorbeeren  deze  samen 
€  der  (n  +  m)  voetpanten  van  normalen  uit  een  willekeurig 
punt  naar  Cu,  m.  a.  w.  de  cirkelpunten  verminderen  de  klasse 
der  ontwondene  met  c.  Dit  gaat  door  welke  singulariteiten 
G«  in  de  cirkelpunten  bezit.  Zg  veryolgens  B  een  in  het  on- 
eindige maar  buiten  de  cirkelpunten  gelegen  p-youdig  punt 
▼an  C«,  zoodat  C»  door  een  recht^  door  8»  die  geen  raaklijn 
is,  in  p  punten  S  gesneden  wordt,  en  snijdt  de  lijn  in  het 
oneindige  de  kromme  C«  in  g  punten  S,  dan  yermindert  het 
punt  8  de  klasse  der  ontwondene  met  (q—p),  In  bet  geheel 
wordt  dus  de  klasse  der  ontwondene  door  het  buiten  de  cir- 
kelpunten raken  yan  C»  aan  de  lijn  in  het  oneindige  met 
9  =  2(j— p)  verminderd,  waarin  2  een  sommeering  voorstelt 
over  alle  buiten  de  cirkelpunten  gelegen  punten  in  het  onein- 
dige van  C".    Men  vindt  dus  voor  de  klasse  der  ontwondene 

Het  resultaat  is  dus: 

In  de  gemaakte  onderstelling  vindt  men  voor  den  graad  der 
poolkromme  op  het  vmte  vlak 

n,  =2n  +  m  —  c-^tr- 

Poolkromme  op  het  bewegelijke  vlak. 

De  poolkromme  op  het  bewegelgke  vlak  wordt  gevonden 
door  den  driehoek  PMR  telkens  over  te  brengen  naar  een 
bepaalden  stand  van  het  bewegelgke  vlak ,  dien  we  den  begin- 
stand  noemen.  Zg  Mq  de  begiostand  van  M  en  r^  de  begin- 
stand  van  de  rechte  r  der  figuur,  die  door  het  yaste  punt  P 
blgft  gaan.  De  driehoek  PMR  wordt  in  zgn  vlak  telkens 
zoo  verplaatst,  dat  M  in  een  vast  punt  M^  en  P  ergens  in 
P'  op  een  vaste  door  M^  gaande  rechte  r^  komt  te  liggen. 
Hieruit  ziet  men  dat  eenzelfde  driehoek  PMR  op  twee  wijzen 
kan  worden  overgebracht,  daar  we  MP  uitgaande  van  M^ 
op  twee  wijzen  langs  r^  kunnen  uitzetten.  Ieder  punt  R 
levert   dus   in    de   poolkromme  op   het  bewegelgke  vlak  twee 


^)  Oewooniyk  wordt  aan  f  en  ff  de  beteekenia  toegekend,  dat  de  kromn^e  i 
maal  door  de  cirkelpunten  gaat  en  9  maal  aao  de  lijn  in  het  oneindige  raakt, 
waarby  dan  echter  Btilxwijgend  ondersteld  wordt  dat  de  kromme  in  de  cirkel- 
punten niet  aan  de  lijn  in  het  oneindige  raakt  en  in  de  raakpunten  met  de  lyn 
io  bet  oneindige  geen  singulaiiteiten  yertoont. 
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punten   B/,   wier  Yerbindingsiyn  door  Mq  middeAdoor  gedeeld 
wordt.    Hieruit  volgt: 

Het  punt  Mo  is  een  middelpunt  van  de  poolkromme  op  hei 
beweeglijke  vlak  ')• 

Om  den  graad  dier  poolkromme  te  bepalen  zoeken  we  het 
aantal  van  haar  sngpunteu  met  de  rechte  r^.  Het  pant  R' 
komt  op  To  te  liggen  als  P'R'  =  PB  =  O ,  dus  PM  normaal  der 
gegeven  kromme  is.  Het  aajital  dier  normalen  is  N=n-hm — c— a, 
die  bij  de  gemaakte  onderstelling  omtrent  de  ligging  van  P 
geen  van  alle  isotroop  zgn.  Ieder  dier  normalen  geeft  tet  twee, 
symmetrisch  ten  opzichte  van  M ,  op  r^  gelegen  punten  B' 
aanleiding ;  de  raaklijn  der  poolkromme  in  die  punten  staat 
loodrecht  op  r^.  Hieruit  volgt  dat  r^  de  poolkromme  op  het 
bewegelijke  vlak  ia  2N  buiten  M^  gelegen  punten  sngdt.  Het 
onderling  samenvallen  der  N  normalen  heeft  op  het  aantal  dier 
punten  geen  invloed^). 

Bovendien  is  Mq  een  punt  der  poolkromme.  Zal  B'  in  Mg 
vallen,  dan  moet  ook  het  voetpunt  P'  der  loodlgn  uit  R'  op 
Tq  in  Mo  vaUen ,  dus  P'Mo  =  PM  =  O  zijn.  Uit  dit  laatste  volgt 
dat  M  daartoe  een  der  2n  —  e  buiten  de  cirkelpunten  gelegen 
snijpunten  van  d,  met  de  beide  door  P  gaande  isotrope  rechten 
zijn  moet ;  want  als  we  M  in  een  der  cirkelpunten  zelf  kiezen, 
wordt  de  limietwaarde  van  PM  oneindig  groot,  blgkene  de 
onderstelling  dat  geen  der  isotrope  asymptoten  door  P  gaat. 
Telkens  als  we  M  in  een  der  2n  —  c  bovengenoemde  punten 
kiezen  valt  B  in  M,  dus  B'  in  Mq,  zoodat  Blo  ^®^  (2n  ~€)-voudig 
punt  der  poolkromme  wordt.  De  raaklgnen  in  Mo  aan  de 
poolkromme  zijn  alle  isotroop.  Immers  zulk  een  raaklijn  ont- 
staat door  de  niet  isotrope  limietrichting  van  MB  naar  den 
beginstand  van  het  bewegelijke  vlak  over  te  brengen.  Daardoor 


^)  Die  poolkromme  bestaat  ait  twee  «ymmetriseh  ten  opzichte  van  M,  geleg^en 
deelen,  behoorend  bij  de  twee  bewegingen  die  bQ  beptalde  keus  van  C^ ,  H,  P 
en  r  nog  mogelijk  zijn ,  n.I.  de  beweging  waarby  de  eene  of  de  andere  half- 
straal ,  waarin  r  door  M  verdeeld  wordt,  door  P  gaat.  Beide  deelen  der  pool- 
kromme behooren  in  het  algemeen  tot  dezelfde  algebraïeche  kromme.  In  bijzondere 
gevallen  kunnen  ze  echter  verschillende  krommen  vormen  In  dat  geval  ndlen 
we  evenwel  onder  de  poolkromme  op  het  bewegelijke  vlak  het  geheel  dier  beide 
krommen  verslaan 

2)  Wel  ondergaat  dit  aantal  een  vermindering  als  een  of  meer  der  N  normalen 
isotroop  zijn.  Dan  valt  B  in  M,  dus  B'  in  M9,  zoodat  men  dan  geen  buiten 
M7  gelegen  snijpunt  der  poolkromme  met  r^  vindt. 
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gaat  de  isotrope  lijn  PM  io  een  niet-isotrope  over,  zoodat  de 
oorspronkelgk  niet-isotrope  lijn  MR  een  isotrope  richting  ver- 
krijgt, die  toegOToegd  is  aan  de  oorspronkelijke  isotrope  richting 
Tan  PM.     We  yinden  dus: 

De  pooUcramme  op  het  bewegelijke  vlak  heeft  in  Mq  een  (2n— c)- 
voudig  punt  met  isotrope  raaldijnen. 

En  verder: 

In   de  gemaakte  onderstelling  vindt  men  voor  den  graad  der 
poolkromme  op  het  bewegelijke  vlak 

«a  =  2N  +  2n  —  €  =  4n  +  2m  —  3€  —  2«r. 


Vraagstuk  CXXVIII. 

K  18  o.  In  de  zijvlakken  van  viervlak  A1A2A3A4  zijn  vier  pun- 
ten Bt  zoo  aangenomen  dat  de  rechten  A^Bi  hyperboloidisch  liggen. 
Men  construeert  in  eik  zijvlak  het  punt  Ck  dat  met  B^  isogonaal 
verwant  is  met  betrekking  tot  de  zijden  van  dien  driehoek.  Te 
bewijzen,  dat  de  vier  rechten  A^C^  eveneens  h3rperboloidische  lig- 
ging hebben.  (Dr.  P.  Zeeman  Gz). 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  H.  B.  Bone  Jr.,  Dr.  Z.  P. 
BouMAN ,   Dr.  F.  ScHUH  y   Dr.  J.  de  Vries  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  Boumak. 

Wij  brengen  een  vlak  a,  aan  dat  van  de  in  A,  samenko- 
mende ribben  gelgke  stukken  AiA's»  A.iA'3,  AiA'4  afsnijdt. 
Daar  AjE,  en  AiC^  isogonaal  verwant  zijn  ten  opzichte 
van  den  hoek  A3A,A4,  zullen  hun  snijpunten  B'2  en  C',  met 
Ui    symmetrisch   liggen  ten  opzichte  van  het  midden  der  zijde 

A  ,^1.4. 

Wegens  de  hyperboloïdische  ligging  der  rechten  A^B^  gaan 
de  vlakken  AiAjBa»  A1A3B3,  Ai A4B4  door  een  rechte;  derhalve 
sngden  hun  doorgangen  met  a, ,  dus  de  rechten  A'^B'j,  A'jB',, 
A^4B'4,  elkaar  in  één  punt.  Maar  deze  rechten  zijn  achtereen- 
volgens isotoom  verwant  met  de  rechten  A^a^'at  ^'z^'^y  ^\^\] 
bjjgevolg  gaan  ook  deze  rechten  door  één  punt. 

Hieruit  volgt  evenwel,  dat  de  vlakken  AjAsCj,  A1A3C3  en 
A1A4C4  elkaar  volgens  een  rechte  snijden.     Derhalve  hebben  de 

W(tK.  Opo.,  Dl.  IX.  18 
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vier  rechten  A^C^  zoodanige  ligging,  dat  men  door  elk  der 
pan  ten  ki  een  rechte  kan  trekken,  die  hen  sngdt.  De  rechten 
AkCt  liggen  dus  hyperboloïdisch. 


Vraagstuk  CXXIX. 

K  2  d.  In  het  vlak  van  driehoek  ABC  liggen  de  punten  P, 
Pi ,  Pj.  Door  P|  en  P,  trekt  men  rechten  evenwijdig  aan  AP , 
BP,  CP,  welke  CA,  AB,  BC  in  A,,  Bj,  C,  en  AB,  BC,  CA  in 
Aa,  B,,  Cj  snijden. 

Als  P,  en  P2  vaste  punten ,  A, ,  B, ,  C|  en  A, ,  B^ ,  C,  colli- 
neaire  drietallen  zijn,  vraagt  men  te  bepalen: 

a.    de  meetkundige  plaats  van  P; 

^.    de  omhullenden  der  rechten  A|B|C,  en  A^BaCj; 

c.    de  meetkundige  plaats  van  het  snijpunt  S  dezer  rechten. 

(T.  J.   ALLBRSIiA«) 

Oplossing  van  T.  J.  Allersma. 

1.  Wg  beschouwen  (fig.  10)  ABC  als  assendriehoek  van  een 
barycentrisch  coördinatenstelsel. 

Stellen  wij  de  coördinaten  van  P|,  P^,  P  door  (oti,  y, ,  z^), 
(^9  ^2  9  ^2)9  ®°  (^)  yo9  ^0)  ▼oor,  dan  is  de  vergelijking  van  AP 

^oy  — yo«  =  o, 

die  van  een  Ign,  welke  evenwijdig  aan  AP  is  en  door  P,  gaat, 

(yo^— «byi)ip  +  («o«i+«o«i+yo«^i)y  —  (yo«i+yayi+«oyi)«  =  0. 

Hieruit  vinden  wg  voor  A, 

y  =  o  ,  (yoei  -  «foyi)a?  =  (yo«i+yoyi+abyi)«« 

Evensoo  voor  Bj  en  Ci 

2^  =  0  ,  (z^  —  XqZi)  y  =  (zo9i  +  ZoZi  +  XqZ^)  X  j 
x  =  0  y  (aroy,  -  y^psi)  z  =  (x^z^  +  «o«i  +  yo'i)  y- 

a.    Liggen  nu  Ai ,  Bi ,  Ci  op  eene  rechte  lijn  li , 

ccix  +  ^ly  -{- yiZ  ==  O 1), 

zoo  heeft  men 

«i  (yo«i  +  yoyi  +  «oyi)  +  jx  (yo«i  —  ^dfi)  =  o 

ft  («oyi  +  ^0^  +  ^oh)  +  öf,  (zqx^  —  xqz^)  =  o  }  ...  2). 

71  (*o2^i  +  *b*i  +yo«i)  +  ft  (*oyi  —  yo^ï)  =  o 
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YerTaDgen  wij  x^^  ^0*^0  ^^^^  ^»  y>  ^*  ^<^  volgt  hieruit 
door  eliminatie  van  aj ,  j3i ,  71 

(«1  -f  yi  +  «1)  («  +  y  +  ^)  (*iyiy«  +  yi«i«*  +  zix^xy)  =  o ; 

derhalve  heeft  de  meetkundige  plaats  (P)  van  P  tot  vergelgking 

x^y^yz  +  y^z^zx  +  z^x^xy  =  0 3), 

zg  ia  dus  eene  kegelsnede,  besohreven  om  ABC. 
Liggen  A2,  B,,  C^  op  eene  rechte  lijn  Z21 

«2«  +  /3ay  +  ra«  =  0 4), 

woo   vinden   wg    op   dezelfde   wgase   voor   de   vergelgking  der 
meetkundige  plaats  van  P 

^2«2y^  +  x%y^  +  y^s^  =  0. 

Opdat  nu ,  bij  verplaatsing  van  P,  A| ,  B| ,  C]  en  A,,  B,,  G2 
steeds  2  collineaire  drietallen  blijven,  zullen  deze  beide  meet- 
kundige plaatsen  moeten  samenvsdlen.  Derhalve  is  te  voldoen  aan 

*>yi    -    yi^l     _    ^*l      ^„a  aan    ^'^     ^    V^  ^ 

= iM aas  aan  —  =  —  =  —  • 

V2     *ay2     y2«^a  «2     ^2     y2 

Dus  is 

^  =  yi  »  y2  =  «i  .  «2=«i 6), 

waardoor  de  onderlinge  ligging  van  P,  en  P,  wordt  bepaald. 

b  Door  eliminatie  van  a?o,  yo*  ^0  vinden  wij  uit  2)  de 
vergelgking 

(«1  +  yi  +  ^)  («ia?i  +  ftyi  +  7i2^i)  (yiai^^i  +  «iJSiyi  +  ftyi^)  =  0. 

Nu  is  «i+y,+2?i  =-•  1,  terwijl  aiari+j3iyi+yi2?i  =0  uitdrukt, 
dat  de  Ign  /|  door  P,  gaat,  wat  in  't  algemeen  niet  bet  geval 
is;  derhalve  is 

yiaiXi  +  a^^xVx  -h  /3i7,«i  =  O .....     6). 
Natuurlijk  vindt  men  ook 

72022?!  +  a202yi  +  02722^1  =  0. 

Hierdoor  wordt  de  onderlinge  ligging  van  lx,  /,>  ^w  ^2  ^^^^^ 
bepaald. 
Ten  einde  de  omhullende  van  Z,  te  verkrijgen ,  nemen  wij  de 

18» 
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a%eleide  van  (1),  beachouwea  daarbg  cti  als  oonstaot  en  y,  als 
afhankelijk  van  /3,  Tolgeos  (6);  wij  vinden  dan 

yrfft  -I-  2fdy,  =  O  en  (a,y,  +  yi«,)  d/j,  +  (a,ari+ftz,)  dy,  -  O, 

bggevolg 

Elimineeren    wij    nu   a, ,  /3i,  ji    tueachen   (1),  (6),  (7)  zoo 
vinden  wg  voor  de  omhullende  (H)  van  /, 

2r, V  +  ir,y  +  y,V  —  2a?,yly^  —  2y,«,2öc  —  ^z^r^xy  =»  O  .  .  8). 

Op  dezelfde  wgze  wordt  voor  de  omhallende  van  l^  gevonden 

yj  V  +  «jV  +  a^ V  -  2^J«Jy^  —  2ayf2««  -  2yj ^y  =  O , 

welke  vergelijking  wegens  5)  geheel  met  de  vorige  overeen 
komt ;  m.  a.  w.  I,  en  l^  hebben  dezelfde  omhullende  (H).  Deze 
omhullende  is  eene  kegelsnede,  die  de  zgden  van  ABC  aanraakt 

c.     Uit  2)  en  6)  volgt 

(0,  -  ai)aiiriyo  =  {ri  -  ai)/3iyi^o 
Evenzoo  is  ook 

(7a  —  «a)  «2^22^0  =  (*3a  -  «2^  y%Z%yo , 
terwgl  volgens  5) 

Door   deze  vergelgkingen  met  elkander  te  vermenigvuldigen 
vinden  wg 

«1^/32  (72  -  «a)  +  017172  («2  -  02)  +  7i«i«2  Oa  —  7a)  =  o . .  9). 

Het   snijpunt  8  van  l^  en  /,  wordt  bepaald   door  de  verge- 
Igkiogen 

«1^?  +  ^xV  +  7i«^  *  O     »    «aJ?  +  02^  -H  7a2^  =  O- 
Nu  volgt  uit 

7i«i«i+«iftyi+/3i7i«i=0  en  y«aa«,-hajj3ay,+/327a«,=0  .  .6), 

a,  :0,  :-y,=224y«  :  (-CH-H)«  :  (-B  — H)y, 

a2:02-7a  =  2a4y«  :  (-.C-H)«  :  (^B4-H)y, 
waar 

H«  =:  ^i  V-har^y +yj V  —  2x,yiy^  -  2y,«,«i?  —  3«,a?ia?y . .  10). 
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Sabstitaeeren  wij  nu  deze  waarden  van  cT]  :  /3,  :  71  en  a^  :  /Sj :  y^ 
in  9)  en  nemen  wg  in  aanmerking  dat  volgens  bovenstaande 
vergelijkingen 

H»-.  O»  =  —4z^iic,xy  ,  (H+B)  (H+C)  =  2z^x  (H— A) ,  B+C=2;2,a?, 
zoo  vinden  wg  na  herleiding 

{8+7)«  +  {8+a)y  +  {S  +  ^)«  =  (^i+yi+^)H..ll), 
en  vervolgens  voor  de  meetkundige  plaats  van  S 

S(7X»+ay»+^e»)  +  (SHap)y«+  («•+07)^»+  (8»+7a)^=0, . .  12), 

waar 

a=y,0,-  a?,* , i3==2r,a?,- y,« , 7=ariy,-2r,2 ,  8=y,«,+«ia?,+ir,y, . .  13). 

De  meetkundige  plaats  (S)  van  het  snQpunt  8  der  lijnen 
/i  en  /a  is  alzoo  weder  eene  kegelsnede. 

2.  Laten  (iig.  II)  D,  E,  F  de  raaklijnen  van  H  zijn,  D, , 
El,  F,,  en  Da,  E,,  Fa  de  snijpunten  van  A,P,V"B,P, ,  CiP, 
en  AaPa,  BaPa»  CaPa  met  de  zijden  van  A  ABC. 

Zij  A'B  C'  de  driehoek ,  gevormd  door  raaklijnen  aan  P  in 
A,  B,  C;  Q  het  snijpunt  van  AD,  BE,  CF. 

Vit  de  vergelgking  (8)  van  (H)  volgt,  dat  het  raakpunt  D 
bepaald  wordt  door 

derhalve  zgn  AD,  BE  en  CF  bepaald  door 

p  ^  SI  z        X  X        y 

h  "  ^i    '     ^1  "  yi     '     ^1  ""  2^1  ' 
deze  lijnen  gaan  dus  door  het  punt  Q  aangewezen  door 

x:y  :2  =  xty^  ly^z^  :  ?,ap,. 

7erder  vinden  wij  voor  APi  en  voor  de  Ign  door  D  even- 
wijdig aan  CA  de  vergelijkingen 

Vi^  —  ar,y  =  O  en  y^x  —  x^y+yiZ  =  0. 

Deze  lijnen  snijden  dus  de  zgde  AB  in  één  punt  Ft ,  m.  a.  w. 
DF,  //  CA.    Op  dezelfde  wijze  big  kt 
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DF,  //  CA ,  EDi  //  AB ,  FE,  //  BC, 
DEj  //  AB ,  EFa  //  BC ,  FD^  //  CA. 

Ib  derhalve  één  van  de  S  punten  P],  Pa,  Q  gegeven,  zoo 
vindt  men  onmiddellgk  en  op  zeer  eenvoudige  wijze  de  beide 
andere  benevens  de  punten  D,  E,  F,  D,,  Et,  F,,  D^,  Ea,  F,, 

Uit  de  vergelgking  3)  van  (P)  vinden  wg  voor  die  van  de 
raaklijn  WC  in  A 

1-=  -  A. 

derhalve  vormen  AB,  AC,  AD,  B'C'  een  hannonischen  stralen- 
bundel,  zooals  ook  gemakkelgk  uit  de  figuur  is  af  te  leiden. 
Hieruit  volgt  deze  eenvoudige  constructie  voor  die  raaklgn: 
verleng  DF,  met  een  stuk  F,d  =  DFi  zoo  is  d  een  punt  van 
B'C'.  Evenzoo  construeert  men  C'A^  en  A'B\ 
Verder  big  kt  nog  uit  de  vergelijkingen 

z  '  XX  y  jf        z 

«^1  ""     yi  '  'i  ""      2^1       yi  "  «1 ' 

dat  deze  S  Ignen  door  één  punt  gaan,  m.  a.  w.  de  hoekpunten 
A',  B',  C'  liggen  op  AQ,  BQ,  CQ. 

S.  Constructie  van  (P),  (H),  (8).  Een  willekeurig  punt  van 
(P)  verkrijgt  men  als  volgt  (fig.  10).  Trek  door  C'  een  wille- 
keurige Ign,  die  BC  en  AC  snijdt  in  (  en  i|,  trek  A^  en  Bq, 
dan  is  hun  sngpunt  P  een  punt  der  kegelsnede  (P). 

Tot  (P)  behooren  o.a.  de  volgende  punten:  A,  B,  C,  P'«, 
F».,  P'*,  P»*,  P',,  P^  (fig.  12)  zijnde  F.  het  sngpunt  van 
AP,  met  een  lijn  uit  C  //  BP, ,  P\  het  snijpunt  van  AP, 
met  een  lijn  door  B  //  CPj ,  enz. 

Na  een  willekeurig  punt  P  van  de  kegelsnede  (P)  te  hebben 
bepaald,  trekt  men  door  P,  en  Pa  lijnen  evenwijdig  aan  AP, 
BP,  CP  die  de  zijden  CA,  AB,  BC  en  AB,  BC,  CA  snijden 
in  de  collineaire  punten  A|  ,  Bi,  Ci  en  Aa,  Ba,  Ca;  de  Ignen 
/,  (AiB,C,)  en  /a  (AaBaCa)  zijn  2  raakhjnen  van,(H),  hun  snij- 
punt 8  is  een  punt  van  (S). 

Op  een  meer  rechtstreeksche  wijze  verkrijgt  men  raakliJDen 
en  punten  van  (H)  als  volgt  (fig.  10). 

Neem  op  een  der  zijden  van  DEF,  bv.  op  FD  een  willekeurig 
punt  p ,  trek  door  p  de  lijnen  Ap  en  Cp ,  die  BC  en  AB  snijden 


1 
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ia  E  en  L,  dan  is  EL  weder  een  raaklijn  aan(H);  verbinden 
wij  het  snijpunt  q  (DL,  FE)  met  B,  zoo  is  het  snijpunt  H 
Tan  Bq  en  EL  het  raakpunt. 

Tot  de  raaklgnen  aan  (H)  en  de  punten  ?an  (8)  behooren 
o.  a.  de  volgende : 

S'-A ,  S'kjx  y  8'^, ,  S«a72,  8 Va.  8^^2  en  8'.,  8'»,  8'.,  8^  8\  8»^ 

hierin  zijn  (fig.  12) 

S^  en  ai  de  snijpunten  van  AB  en  BC  met  een  Ign  uit  P2  //  APi, 

S\  en  U2  de  sogpunten  van  CA  en  BC  met  een  lijn  uit  Pi  //  APa, 

enz. 

Een  en  ander  is  gemakkelijk  te  bewgzen. 

4.  Onderlifige  ligging  van  P  en  8.  Het  snijpunt  8(:c,  y»  z) 
van  /(  en  1^  wordt  volgens  1)  en  4)  bepaald  door  de  evenre- 
digheid 

*:y:«  =  (/3,72-i327,):(7iflfa-7aa,):(a,32— «a^i)  •  •  14). 
Dewijl  volgens  3) 

«iyiyo«^o  +  yi^t«^o*o  +  ^i^i^Toyo  =  O i5), 

zoo  vinden  wij  uit  2) 

aü'     ^  g|  .  a^i  .  yi  , 

' '  ^'    yo(«ö»i  -x^x) '  «b(«oyi  -yoa?i)  *  a?o  ijfo^x — «oyt) 

Evenzoo  is  ook 

*'  ^*  ^    «b(yo«2— a-oy2)'a-or2by2— yo«2)*yö(^(A— 2'oXj)' 

of  wegens  5) 

«I  *i  yi 


Stellen  wij  nu 


_,       g|        .._, ^         -.L       y» 

«2—  «2  ■;  ; )  P2— "2    7  ^  1  7a~'''^2 


*o(yoyi— aroe,)'  '^^    *iPo(vi  —y^i) '       *  yo(a?o^i-«oyi)' 
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«lyi^i 


K  =  *A  X  ^^^^^  X 


(yo^i  -  'oyiX^oapi— «"o^iX^oyi  -yoa^iXavri-^oyiXyoyi  -'o'iXvi-yo'i)' 

zoo  vinden  wg 

Pi  72  —  Pa7i  =  ^ — > 

of  lettende  op  15) 

0172  —  fti7i  =  K  \^i  —  (yo  +  ^o)  («1  +  yi)l . 

7i«2  — 7a«i  =  K  lyo^i  -  (^0  +  ^o)(yi  +  ^i)h 
«102  —  «201  =  K  {^oy,  -  (fo  +  tfo)  ('i  +  «i)|. 
Deze  waarden  in  14)  substitueerende ,  vinden  wg 

o? :  y  :  «  =  {jto^,  —  (yo  +  ^o)  (^i  +  ¥\)l  -  fyo'i  —  (^o+*o)  (yi  +  «i)l : 

:  {^oyi  —  ('o  +  yo)  («I  +  '\)l » 
zoodat  wg  de  coördinaten  van  S  aldus  kunnen  voorstellen  : 

«  =  A  fa-o?,  —  (yo+^o)  (a?i+yi)} ,  y  =  A  {yoa-,  —  (2ii+iro)(y,-f «i)l, 

^  =  A  {^oy,  —  (a?o  +  yo)  (^i  +  *i)l- 
Door  optelling  volgt  hieruit 

x  +  y  +  z=  -  A  (a?o  +  yo  +  ^o) (^1  +  yi  +  'i)  d.i.  X  =  —  1 , 
alzoo        a?  =  —  scoZy  +  (yo  +  ^o)  (a?i  +  yO  =  1  —  a^o—  ^i , 

of  a:  +  a-o  =  1  —  i?,  =  itj  4-  yi  =  J?!  +ara. 

Bggevolg  is 

i(^+^o)  =  i(^,+^2),  i(y+yo)  =  i(yi+y2),  i(«4%)  =  4(«i+^2)i 

d.  w.  z. :  het  midden  M  van  PiP,  is  tevens  het  midden  van  PS 

rfig.  12). 

Hieruit  volgt;     Indien   wen  de  kegelsnede  (F)  een  gestrekten 
hoek  om  M  draait  ^  zoo  valt  zij  samen  met  de  kegelsnede  (8). 

5.     De  poolliJB  van  een  punt  (xo,yo,  2^0)  ten  opzichte  van  de 
kegelsnede  K,  voorgesteld  door 

Ax^  H-  By»  4  CiSf»  +  2Dy«  +  2Ezx+  2¥xy  =  O .  .  .  16), 
is  (Aaro+Fyo+E;5o)^+(Fxo+Byo+D2o)y+(Exo+Dyo+Ceo)2=0. 17) 
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Lettende  op  5)  en  18)  zoo  vinden  wg  voor  de  yergelgking 
van  PjPj 

7*  +  ay  +  /3i  =  0. 

Ligt  nu  (xqj  jfo9  ^o)  op  de  Ign  P,P2  en  op  oneindigen  afstand 
van  A  ABC  zoo  is 

dus  a?o  :  yo  •*  ^0=  («  —  ^)  •  (0  —  7) '  (t  —  «)  •  •  •  •  18)- 

De  poolign  wordt  nu  de  toegevoegde  middellgn  van  PjP] 
(d.  w.  z.  de  middellgn,  die  alle  koorden  van  E,  welke  //PiPs, 
middendoor  deelt)  en  voor  hare  vergelijking  vinden  wg  uit 
17)  en  18) 

f  A(a  -0)+F(/3-7)+E(7-a)}  x+  lF(a-^)+B(/3-7)+D(7-a)}y+ 

« 

Dit  toepassende  op  de  kegelsneden  (P),  (H),  (8)  zoo  vinden 
wij,  in  aanmerking  nemende  dat 

(a  -  0)  :  O  —  7)  :  (7  —  a)  =  (w,  —  y,)  :  (y,  —  «r,)  :  (e,  —  x,) , 
(8-  7)  :(8-«)  :(8-/3)=       «1        :       ar,        :       y,       , 

voor  de  toegevoegde  middellijn  van  PjP^  in  elk  dezer  8  kegel- 
sneden 

(«I  -  yi)«i^*  +  (yi  —  «1) '1 V  +  i^i  -  *i)  yi^ = o. 

Deze  gemeenschappelgke  middellgn  m  ?an  (P)«  (H),  (8)  gaat 
door  Q  en  door  de  middelpunten  van  (P),  (H),  (8);  zg  deelt 
alle  koorden,  in  deze  8  kegelsneden  evenwijdig  aan  PjPj  ge- 
trokken, middendoor  (fig.  12). 

6.     Het  middelpunt  van  K  (zie  5)  wordt  bepaald  door 

Ax  +  Fy  +  Ez^Yx  +  By  +  Dz^Ex  +  Dy  +  Cz. 
Hieruit  vinden  wg  voor  't  middelpunt  van  (H) 

«1  («i«-^iy-yi«)  =  *,  (-  «ia?+^iy--y,«)  =  y,  (-  «i«-ar,y+jr,«), 
dus 

Het  middelpunt  van  (H)  is  alzoo  bet  midden  M  van  PjPs- 
Yerder  vinden  wij  voor  het  middelpunt  van  (P) 
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welk  puot  naar  behooren  op  m  ligt. 

Om  m  te  coDstnieeren ,  behoeft  men  slechts  een  Ign  te  trek- 
ken door  Q  en  M. 

Verder  bepaalt  men  het  middelpunt  yan  (P)  door  constructie 
als  volgt. 

Trek  door  A',  B',  C'  en  de  middens  der  zijden  van  ABC 
lijnen ,  zoo  engden  (deze  elkaar  in  't  middelpunt  yan  (P). 

Dewijl  (P)  met  (S)  samenyalt ,  indien  men  deze  een  gestrek- 
ten  hoek  om  M  draait ,  zoo  liggen  de  middelpunten  yan  (P)  en 
(8)  op  m  aan  weerszgden  op  gelgke  afstanden  van  M. 

Daar  men  nu  de  middelpunten  yan  (P),  (H),  (8)  kent,  kan 
men  uit  ieder  punt  en  iedere  raaklijn  yan  een  dezer  kegelsneden 
terstond  een  ander  punt  en  eene  andere  raaklgn  afleiden. 

Eindelgk  zg  hier  nog  opgemerkt: 

dat  (P)  en  (8)  ellipsen ,  parabolen ,  hyperbolen  zijn  naarmate 
Q  binnen,  op,  buiten  de  ellips  ligt,  die  de  zijden  van  ABC 
in  de  middens  der  zijden  aanraakt, 

dat  (H)  een  ellips,  parabool,  hyperbool  is  naarmate  Q  binnen, 
op,  buiten  de  ellips  van  Steiner  van  ABC  ligt, 

dat  de  snijpunten  van  S'aS^  en  CA  ,  S'|8>«  en  AB ,  8'<S^ 
en  BC  op  PjPa  liggen. 


Vraagstuk  CXXX. 

K  2  d«  De  loodlijnen  uit  het  hoogtepunt  van  driehoek  ABC  op 
de  rechten  AP,  BP,  CP  snijden  de  zijden  AB,  BC,  CA  in  de 
collineaire  punten  A',  B',  C'  of  de  zijden  CA,  AB,  BC  in  de 
coUineaire  punten  A",  B'^,  C",  Bewijs  dat  P  op  de  ellips  van 
SïEiNER  ligt,  en  dat  de  rechten  A'B'C'  en  A'^B'^C  een  ellips 
omhullen,  die  de  zijden  van  ABC  in  de  voetpunten  der  hoogte- 
lijnen  aanraakt.  (Dr.  H.  van  Aubel.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  en  Dr.  H.  van  Aubel. 

Oplossing  van  Dr.  H.  van  Aubel. 

1.  Zijn  a\  )3',  y'  de  barycentrische  (areale)  coördinaten 
van  P.  en  vervangt  men  kortheidshalve  6^  +  c^  —  a^,  c^  +  a*— 6*, 
a*  +  é^  —  c^   achtereenvolgens   door   a'^,    ft'*,   c'*,    dan   zijn  de 
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coördinaten   van  het  hoogtepunt  b'^'\  c'^a'*,  a'*b'\  en  wordt 
de  loodlgn  uit  dat  punt  op  AP  aangewezen  door  de  vergelgking 

[(2c»c'»  +  a'»6'»)0'  +  (2i»6'»  +  c'^Oyl  a'^a'  — 
-  (2c»c'»  +  a%'^)  J'»/3'/3  —  (26«i«  +  e'^a'^)  ef^y'y  =  O , 

of  daar  men  heeft 

2è»6'»  +  c^o"  =  2c»c'»  +  a'»6'»  =  1 6  P, 
door 

De  coördinaten  van  A'  zgn  derhalve 

6«/3',  a'^O'  +  yO,  0. 
ETcnzoo  vindt  men  voor  B'  en  C'  de  coördinaten 

O         ,    CS'    ,    6'»(y+a'); 

Opdat  A',  B",  C  in  een  rechte  liggen,  moet  Toldaan  z^n  aan 

!  O  cV  i'»(y  +  a')    =0. 

i  (P(a'  +  /SO  O  o'»o' 

Na  deeling  door  a^6'*c'*(a'4-/3'4- yO  vindt  men  hieruit 

^'y' +  7  a' +  «'/y  =  O 1). 

P  moet  dus  op  de  ellips  van  Steirer  liggen. 

2.     De  rechte  A'B'  heeft  tot  vergelgking 

«•»  03'  +  yO  (y'  +«')«-  *"  (y'  +  «O  ^'0  +  c'»/3'y'7  =  O , 
die,  als  men  rekening  houdt  met  1),  overgaat  in 

<^03'  +  yOy'»  -  *''/3'y'^  +  C'O'  +  y'.>|3'y  =  0. 

of  ook 

c'»7^'»  +  {a'^a  -  i'»^  +  c'»y)^Y  +  a'^ay'"  =  0. 

Dus  wordt  de  omhullende  van  A'B"  aangewezen  door 

{oT^a  -  6'*/3  +  c'^f  =  4(Pa''ya , 
of 

a'*a  +  6'*/3»  +  c'y  -  26'»c'»^7  —  2c'"a'»-ya  -  ga'^t^^  =  0. 
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Zg  18  blijkbaar  een  kegelsnede,  welke  de  zgdeD  Tan  ABC 
in  de  Toetpunten  der  hoogtelij nen  aanraakt 

Op  soortgelijke  wijs  vindt  men  dat  A'^  B^,  C^  op  een  rechte 
liggen  welke  dezelfde  kegeUnede  aanraakt. 


Vraagstuk  CXXXI. 

K  1  C.  ABC  en  A,B,C|  zijn  twee  willekeurige,  in  hetzelfde  vlak 
gelegen,  driehoeken.  Door  A,  6,  C  trekt  men  rechten  evenwijdig 
aan  CC,,  AA,,  BB,;  zij  snijden  BB,,  CC,,  AA,  in  A',  B',  C'. 
Te  bewijzen,  dat  de  driehoeken  ABC  en  A'B'C'  even  groot  zijn. 

(Dr.   H.   VAN  AUBEL.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  J.  A. 
Barrau,  J.  van  de  Griend  Jr.  ,  G.  Hulstkedb,  J.  A.  Kerk- 
hoven, A.  W.  Kloos,  Dr.  F.  Schuh  en  C.  Wafelbakker. 

Oplossing  van  J.  van  de  Gbibkd  Jr. 

Daar  de  punten  A, ,  B, ,  C,  slechts  dienen  tot  bepaling  van 
de  richtingen  der  paren  evenwndige  Ignen ,  heeft  men  eigenlgk 
de  volgende  eigenschappen  te  bewijzen:  ,Als  de  paren  over- 
staande zgden  van  een  zeshoek  AA'BB'CC  evenwijdig  loopen, 
dan  hebben  de  driehoeken  ABC  en  A'B'C  gelijken  inhoud*'. 

Verplaatst  men  (fig.  13)  de  zgden  AA'  en  B'C  evenwijdig 
aan  zichzelf  totdat  de  punten  A  en  A'  in  het  punt  (AA')  en 
de  punten  B'  en  C  in  het  punt  (B'C)  zgn  samengevallen ,  dan 
is  de  zeshoek  overgegaan  in  een  parallelogram ,  en  de  driehoeken 
ABC  en  A'B'C'  hebben  blijkbaar  gelijken  inhoud.  Laat  men 
nu ,  uitgaande  van  dit  parallelogram,  de  zijde  B'C  weer  ontstaan, 
dan  blgven  gedurende  de  beweging  de  driehoeken  ABC  en 
A'B'C  even  groot.  De  te  bewijzen  eigenschap  geldt  dus  reeds 
voor  het  geval  dat  een  der  zijden  in  een  driehoek  is  overgegaan. 

Laat  men  vervolgens  de  zgde  AA'  weer  ontstaan,  waarbg 
A  en  A'  zich  langs  vaste  rechten  verplaatsen ,  dan  zijn  gedurende 
de  beweging  de  inhouden  van  ABC  en  A'B'C'  geheele  lineaire 
functies  van  den  afstand  van  A  tot  eenig  vast  punt  der  rechte 
AC.  Deze  functies  hebben  dezelfde  waarde  als  A'  met  A 
vereenigd  is,  en  wanneer  A  in  C'  komt:  in  beide  gevallen 
geldt  immers  de  voor  den  vijfhoek  bewezen  eigenschap.  Dus 
hebben  ze  voor  alle  standen  van  AA'  dezelfde  waarden,  waar- 
mee de  stelling  bewezen  is. 
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Oplossing  van  J.  A.  Esrkhoven. 

Zg  A''  (fig.  14)  het  snypunt  der  diagODalen  vao  het  trape- 
aium  AA'B'C,  B''  het  snijpunt  der  diagonalen  Tan  BB'C'A,  C" 
het  sngpunt  der  diagonalen  van  CCTA'B.    Nu  heeft  men 

ABB''  =  B'C'B",  BCXJ"  =  CA'C",  CAA''  =  A'B'A". 

Telt   men   deze  vergelgkingen  bg  elkaar  op  en  yermeerdert 
beide  leden  met  den  inhoud  Tan  driehoek  A''B'X"y   dan  vindt 
'  men  ABC  =  A'B'CT. 

Dit  bewijs  gaat  steeds  door  mits  men  rekening  houdt  met 
de  teekens  der  inhouden. 


Vraagstuk  CXXXII. 

K  1  C.  De  zijden  van  driehoek  ABC  worden  door  een  rechte 
in  A, ,  B, ,  C,  gesneden.  Door  een  willekeurig  punt  P  trekt  men 
de  rechten  PA',  PB',  PC',  die  achtereenvolgens  gelijk  en  evenwijdig 
sijn  aan  AA^ ,  BB, ,  CC,.  Bewijs,  dat  driehoek  A'B'C'  het  dubbel 
is  van  ABC.  (Dr,  H.  van  Aubel.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  Dr.  H.  van  Aubel,  J.  A. 
Barrau,  J.  van  de  Griend  Jr.,  J.  A.  Kerkhoven,  A.  W.  Kloos, 
Dr.  F.  ScHUH  en  C.  Wafelbakker. 

Oplossing  van  Dr.  ï\  Sohüh. 

Beschouwen  we  den  inhoud  van  een  driehoek  als  positief  als 
de  omloopszin  in  de  volgorde  der  letters  met  dien  van  drie- 
hoek ABC  overeenstemt,  dan  is 

A'B'C' =  PB'C'  h  PC'A' +  PA'B' .    .    .     .     1). 

Verstaat  men  verder  onder  den  inhoud  van  vierhoek  BCB,C, 
de  uitdrukking 

OBC  +  OCB,  -I-  OB,C,  +  OC,B, 

waar   O  een  willekeurig  punt  is,  dan  kan  gemakkelgk  aange- 
toond worden,  dat  men  heeft 

PB'C'  =  BCB,C,. 

Daartoe  is  slechts  noodig  door  de  hoekpunten  van  den  vier- 
hoek rechten  te  trekken  evenwgdig  aan  de  diagonalen,  en  het 
daardoor  gevormde  parallelogram  te  beschouwen. 


286  WISKUNDIGE 

Nu  kan  1)  yervangen  worden  door 

A'B'C'  =  BCB,C,  +  CAC,Ai  +  ABA,B, , 
of  door 

A'B'C'  =  (OBC  +  OCB,  +  OB,C  +  OC,B)  + 

+  (OCA  +  OACj  +  OCiA,+OA,C)  +  (OAB+OBA,+OA,B|+OB,A). 

Maar  men  heeft 
OAC,+OC,B  =  OAB,  OBA,+OA,C=OBC,  0CBi4-0B,A=0CA, 

terwgl 

OAiB,  +  OBjCi  +  OC,A,  =  O 

is  j  omdat  de  punten  A, ,  B, ,  C,  in  een  rechte  liggen. 
Bggevolg  is 

A'B'C  =  20AB  +  20BC  +  20CA  =  2ABC. 

Oplossing  van  J.  tan  de  Gribnd  Jr. 

Wij    bewgzen  de  yolgende  uitbreiding  der  gegeven  stelling: 
AU  men  op  de  zijden  BC,  GA  en  AB  van  een  driehoek,  of 
op   hun    verlengden,    drie  punten  A, ,  B}  en  C|  kiest,   en  uit 
een    willekeurig   punt   P   de  rechten  PA',  PB\  PC'  achtereen- 
volgens gelijk  en  evenwjjdig  aan  AA|,  BBi ,  GGi  trekt,  is 

A'B'C  =  2ABC  +  A,B,C,. 

Wg  nemen  eerst  aan,  dat  de  punten  B|  en  C|  liggen  in  G 
en  A  en  dat  het  punt  A,  de  rechte  BC  doorloopt ;  A'  doorloopt 
dan  een  met  BC  evenwijdige  rechte  a'.  Men  ziet  gemakkelijk 
in,  dat  de  oppervlakte  van  A'B'C'  dan  een  geheele  lineaire 
functie  is  van  den  afstand  van  A'  tot  eenig  vast  punt  K'  der 
rechte  af*  terwgl  2 ABC  +  AiBiC,  een  geheele  lineaire  functie 
is  van  den  afstand  van  A,  tot  het  overeenkomstige  vaste  punt 
El  van  BC  dat  bepaald  is  door  de  voorwaarde  A,K|  =  A'K'. 
Uit  de  figuur  ziet  men,  dat  de  beide  lineaire  functiën  voor 
twee  standen  van  A]  dezelfde  waarde  hebben,  n.1.  als  A,  in 
B  ligt  (gemeenschappelijke  waarde  3ABC)  en  als  A|  in  C  ligt 
(gemeenschappelijke  waarde  2ABC).  Bggevolg  hebben  ze  voor 
alle  standen  van  A,  in  BC  of  het  verlengde  daarvan  dezelfde 
waarde.       « 

Wij    nemen   vervolgens   aan,    dat    A,    een   willekeurig  vast 
punt   van   BC  is,    dat  B|  in  C  ligt  en  Ci  de  rechte  AB  doo^ 
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loopt,  dus  G'  een  rechte  cf  //  AB.  Uit  het  eerst  bewezene 
Tolgt  dan  de  gelijkheid  der  beide  functien  Toor  de  ligging  Tan 
G|  in  A  en  B;  bijgevolg  geldt  ze  voor  iedere  ligging  in  AB. 
Eindelgk  Terplaateen  wij ,  terwjjl  A,  en  Ci  willekeurige  vaate 
punten  yan  BC  en  AB  blijven,  B,  langs  AC.  De  gelgkheid 
der  beide  functien  voor  iedere  ligging  van  B|  op  AG  volgt 
dan  weer  uit  de  gelijkheid  voor  de  ligging  in  A  en  in  G,  en 
deze  uit  het  in  de  tweede  plaats  bewezene. 


Vraagstuk  CXXXIII. 

A  8  b.     Men  vraagt  de  oplossing  van  het  stelsel 

*i    +  «j  + +  *•  =  ^1 , 

V+V  + +*«*  =  ^a, 

(J.  A.  Barrau). 

Opgelost  doür  C.  van  Allbr,  J.  A,  Barrau,  Dr.  H.  Bremb- 
KAMP,  G.  Hulsteede  en  Mevr,  A.  G.  Kerkhoven — Wijthoff. 

Oplossing. 

Stelt  men  dat  de  onbekenden  de  wortels  zijn  van  de  vergelgking 

^  +  j?,aj— i+fta?— •  +  . . .  +  j?,  =  O 1), 

dan  is  (zie  b.y,  Lobatto— Rahusen,  6e  druk,  bl.  475) 
«1  +  Pi  =  O, 

»3  +  ^\  +  9iP2  4-  3p3  =  O,  )    ....  2). 


Door  eliminatie  van  p^,  p^»  ^  •p»  uit  1)  en  2)  vindt  men,  dat 
de  gevraagde  onbekenden  de  wortels  zijn  yan  de  vergelijking 

»,       1         O         ..00 
B^      8x         2         ..00 


Sn 

af* 


^-1 


«1 


«»-» 


O      O 


a? 


M— S 


X 


n 

1 


«0. 
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Voor  den  coëfficiënt  pi  vindt  men  uit  2) 


l .  2 . . .  i .  Pi  =  (—  1)* 


«I 

l 

0 

0 

0 

»a 

«1 

2 

0 

0 

»» 

«2 

8 

.      0 

0 

• 

• 

• 
-9 

•     •     • 

•         •         • 

•    «1 

• 

i— 1 

8i 

«*- 

-1 

«*-»  . 

«2 

«I 

Hoewel  de  ontwikkeling  van  den  laatsten  determinant  kao 
geschieden  door  hem  te  beschouwen  als  te  sgn  gerand  door 
de  eerste  kolom  en  de  laatste  rij,  soo  vindt  men  eenvoudiger 
nog  uit  1)  achtereenvolgens 

/),  =  —  «,,  1 .  2p2=«,»--Sj,  1.2.  8p3  =  -.iri»+8«,«ji-2«3,  | 

1 .  2.8.4p4  =  «/— 6«,*«2  +  8»i»3  +  3Sa^  —  684,  enz.       I    '       * 

Opmerking  van  C.  van  Aller.  In  „Panton  and  Bumside, 
Theory  of  Ëquations"  vindt  men  de  betrekking 

Door  het  2®  lid  in  een  reeks  te  ontwikkelen  volgens  de 
opklimmende  machten  van  y  en  daarna  de  coëfficiënten  van  y* 
in  beide  leden  aan  elkaar  gelgk  te  stellen ,  vindt  men  insgelijks 
hoe  Pk  afhangt  van  «, ,  s, . . .  Sk.  Echter  is  ook  hierdoor  niet 
aangewezen,  volgens  welke  wet  de  coëfficiënten  der  termen 
worden  gevormd. 


Vraagstuk  CXXXIV. 

K  8  b.     Zijn   A ,   B ,    C ,    D   de   middens   der   zijden  van  een 
vierhoek,  die  in  een  cirkel  met  middelpunt  M  is  beschreven,  dan  is 


AB  (MA  .  MB  -f  MC  .  MD)  =  AD  (MA    MD  -f  MB  .  MC). 

(J.  A.  Barrau.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,  Dr.  H.  Breme- 

KAMP,      J.     VAN     DE     GrIEND    Jr.  ,      G.     HULSTEEDE,     K.     D.    J.    DE 

JoNGH  Jr.,  Mej.  Dr.  E.  van  de  Kamer,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven— 
WijTHOFF,  J.  A.  Kerkhoven,  A.  W.  Kloos,  T.  van  LoHUirEN, 
Dr.  J.  G,  RuTGERS,  Dr.  F.  Schuh  en  Dr.  C.  Stolp. 
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Oplossing  van  Dr.  H.  Bremekamp  en  Dr.  C.  Stolp. 

Is  R  de  straal  van  den  gegeven  cirkel,  dan  is  ^R  de  straal 
van  de  cirkels,  die  om  de  driehoeken  AMB,  BMC,  GMD  en 
DMA  kunnen  beschreven  worden.  Voor  de  driehoeken  AMB 
en  GMD  heeft  men  nu 

ÏB  .  AM  .  BM  =  2R  X  inh.  AMB , 


CD  .  CM  .  DM  =  2R  X  inh.  CMD. 
Daar  ABCD  eeo  parallelogram  is,  volgt  hieruit  door  optelling 


AB  (AM  .  BM  +  CM  .  DM)  =  R  X  inh.  ABCD. 
Evenzoo  is 


AD  (AM  .  DM  -h  BM  .  CM)  -  R  X  inh.  ABCD. 
Uit  de  laatste  twee  vergelijkingen  volgt  het  gestelde. 

Oplossing  van  G.  Hulstëede  en  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr. 

De  zijdeD  van  den  koordenvierhoek  noemen  we  2a,  2b,  2c, 
2<i,  de  afstanden  van  hun  middens  tot  M  achtereenvolgens 
^>  /S)  7)  S.  De  vier  koorden  vierhoeken,  waarin  de  oorspron- 
kelijke vierhoek  door  de  rechten  MA,  MB,  MC,  MD  verdeeld 
wordt,  leveren  de  volgende  vergelijkingen,  waarin  R  den  straal 
van  den  gegeven  cirkel,  e  en  /'de  zijden  AB  en  AD  voorstellen. 

afi  +  ba  =  Re,     1)        by'\'c(i  =  Rf,    2) 

c8  +  dy  =  Re,     3)         da  +  aS  =  Rf.     4) 

Uit  1)  en  3)  vindt  men ,  door  vermenigvuldiging  met  yS  en 
a/3y  gevolgd  door  optelling 

afiyS  +  bySa  +  c8a/3  +  dafiy  =  Re  (a/3  +  yS). 

Op  overeenkomstige  wijze  uit  2)  en  4) 

afiyè  +  byScc  +  cSafi  +  dafiy  =  Rf(a8  +  ^y). 

Derhalve  is 

«(a/3 +  7»)  =  /(««  + 07). 

Oplossing   van  J.  A.  Barrau. 

De   raaklgnen   in    de   hoekpunten   van  den  koordenvierhoek 
WuK.  Opo.,  Dl.  IX.  19 
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yormeo    een   Tierhoek   A'B'O'D',    waarTan   de   hoekpunten  de 
inTeraies  zjjn  van  A|  B,  C,  D  ten  opzichte  van  den  cirkel. 

Dub  heeft  men  A/F  :  AB  »  R» :  MA. .  HB  enz. 


Substitutie    in    de    vergelyking    A'B' +  CD' »  A'D' -f- B'G' 
levert  na  herleiding  het  gestelde. 


Vraagstuk  CXXXV. 

K  9  d.  Is  een  zeshoek  beschreven  in  een  cirkel  met  middelpunt 
M,  dan  gaan  de  drie  cirkels,  welke  M  met  de  middens  van  over- 
staande zijden  verbinden  ,  door  één  punt  (J.  A.  Barrau). 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,  Dr.  H. 
Brbmekamp,  J.  van  DB  Griend  Jr.,  G.  Hulstbede,  E.  D.  J.  de 
JoNGH  Jr. ,  Mej.  Dr.  E.  van  de  Kamer,  J.  A.  Kerkhoven,  A.  W. 
Kloos  ,  T.  VAN  LoHUiZBN ,  Dr.  C.  Stolp  en  Dr.  W.  A.  Versluts. 

Oplossing  pan  Mej.  Dr.  E.  yan  de  Kamer. 

Wij  noemen  de  middens  der  zijden  achtereenvolgens  A,  B, 
C,  D,  E,  F.  Het  middelpunt  K,  van  cirkel  AMD  wordt 
bepaald  door  de  rechten  welke  AM  en  DM  loodreoht  midden 
door  deelen.  De  middelpunten  M, ,  M^,  M3  der  bedoelde  drie 
cirkels  zgn  dus  de  sngpunten  der  overstaande  zijden  van  een 
zeshoek,  die  met  den  gegeven  zeshoek  gelijkvormig  gelegen  is, 
dus  een  omgeschreven  cirkel  bezit.  Volgens  de  stelling  van 
Pasoal  liggen  nu  M, ,  M, ,  M,  op  een  rechte  m.  De  cirkels 
AMD,  BME,  OMF  hebben  dus  nog  het  spiegelbeeld  van  M' 
van  M  ten  opzichte  van  m  gemeen. 

Opmerking.  De  stelliog  kan  door  inversie  afgeleid  worden 
uit  de  stelling  van  Brlanghon.  (J.  A.  B.) 

Vraagstuk  CXXXVI. 

K  18  ff.  M  is  het  middelpunt  van  den  om  het  viervlak  ABCD 
beschreven  bol.  Elke  drie  hoekpunten  worden  met  M  door  een  bol 
verbonden.  Bewijs,  dat  de  middelpunten  en  raakpunten  der  bollen, 
welke  deze  vier  bollen  aanraken ,  achtereenvolgens  collineair  zijn  met 
M  en  de  middelpunten  en  raakpunten  der  in-  en  aangeschreven 
boUen  van  vier  vlak  ABCD.  (J.  A.  Ba&rau.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau  en  J.  van  D£  Griend  Jr. 
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Oplossing. 

Ten  opzichte  van  den  om  ABOD  besohreyen  bol  (M)  is  de 
bol  MABO  de  inversie  yan  het  dak  ABC.  Derhalve  is  de 
bol  (N),  die  de  vier  bollen  MABC,  MABD,  MACD,  MBOD 
aitwendig  aanraakt,  de  inversie  van  den  in  yiervlak  ABCD 
beschreven  bol  (I)  Daar  de  raakpunten  der  bollen  (N)  en  (I) 
met  den  bol  MABC  overeenkomstige  punten  zijn,  liggen  ze  in 
een  rechte  met  Sf ;  hetzelfde  geldt  omtrent  de  middelpunten 
N  en  [  Soortgelgke  overwegingen  gelden  voor  de  overige 
zeven  bollen,  die  het  viertal  bollen  aanraken,  daar  zij  de 
inversies  zijn  van  de  overige  zeven  bollen  welke  de  zgvlakken 
van  ABOD  aanraken. 


Vraagstuk  CXXXVII. 

K  18  g.  Trekt  men  door  een  gelijk vormigheidspunt  van  twee 
bollen  drie  rechten,  welke  deze  bollen  achtereenvolgens  in 

snijden,  dan  kunnen  deze  12  punten  nog  op  4  wijzen  in  twee 
zestallen  verdeeld  worden,  zoodat  door  elk  zestal  een  bol  gaat. 
Bewijs,  dat  de  middelpunten  van  die  8  bollen  de  hoekpunten  zijn 
van  een  paralLelopipedum ,  waarvan  het  middelpunt  den  afstand  van 
de  middelpunten  der  gegeven  bollen  middendoor  deelt. 

(J.  A.  Barrau.) 

Opgelost  d(H^  J.  A.  Barrau  ,  Dr.  H.  Bremekamp  ,  J.  van  de 
Griend  Jr.,  Mej.  Dr.  E.  van  de  Kamer,  A.  W.  Kloos  en 
Dr.  f.  Schuh. 

Oplossing  van  Dr.  P.  Sghüh. 

De  acht  snijpunten  der  bollen  (Sf)  en  (m)  met  twee  der 
rechten  a  en  6  kunnen  op  twee  wgzen  in  viertallen  gerang- 
schikt worden,  zoodat  door  elk  viertal  een  cirkel  gaat.  Men 
vindt  b.v.  de  cirkels 

OiAj^bi^,  o^At^aBi  en  ^lA^^a^it  ^^1^1  B2) 

waarvan  we  de  middelpunten  m, ,  m, ,  m^^  m^  zullen  noemen , 
terwgl  de  middelpunten  der  cirkels  (aiaj^jfr,)  en  (AiA^BtB,) 
door  tfitf  en  Bftf  zullen  aangewezen  worden. 

19* 
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Nu  staat  mcmi  loodrecht  op  (i,6|,  M^m^  loodrecht  op  A^B^; 
duB  zjJQ  m^mi  en  Mem,  eyeawijdig.  Eveazoo  is  m4n2  evenwijdig 
met  M^mj.  Derhalve  is  mem^Héfn^  een  parallelogram.  Ook 
metn^Merni  is  een  parallelogiam.  Dus  is  mim^m^m^  een  paralle- 
logram, waarvan  het  middelpunt  in  het  midden  van  Mcm«  ligt. 

Daar  ook  ^i ,  A^ ,  C| ,  C^  op  een  cirkel  liggen ,  gaat  er  een 
bol  door  de  zes  punten  a, ,  A, ,  f^j ,  B, ,  c, ,  C,.  Een  tweede 
bol  bevat  de  punten  a, ,  A^,  &i,  B,,  Cj,  C,.  Door  cirkel  (mj 
gaan  dus  twee  bollen  (MJ,  (M^s)»  en  MiM,  is  loodrecht  op  het 
vlak  (ab). 

Op  deze  wijze  vindt  men  de  volgende  acht  bollen 

Ml  (aiAs&iB^CfCs)  en  M.^  (a^ k^biB^c^G^)  door  cirkel  (m|), 
^[^(ajAiftaBjCjCj)  en  M^  (ajAjijBjCaC,)  door  cirkel  (wj), 
MaC^^iAa^aBiCiCs)  en  M7  (aiAsfr^BiCjCi)  door  cirkel  (m,), 
M^CöaAiiiB-jC^Ca)  en  M8(ajA,6,B2C2C,)  door  cirkel  (mi). 

Blijkbaar  zgn  nu  M1M5,  MaMe,  M3M, ,  M4M9  allen  loodrecht 
op  vlak  (a6),  dus  onderling  evenwgdig. 

Evenzoo  vindt  men  dat  vier  rechten  M^Mj  loodrecht  zijn  op 
vlak  (bc)  en  vier  loodrecht  op  (ca).  Dus  zijn  de  acht  punteo 
iik  de  hoekpunten  van  een  parallelopipedum ,  waarmee  de 
vlakken  (oA),  (bc),  (ca)  rechte  doorsneden  bepalen.  :Het  middel- 
punt van  dit  parallelopipedum  is  het  snijpunt  der  loodlgnen  in 
de  middelpunten  der  rechte  doorsneden  op  hun  vlakken,  dus 
het  midden  van  de  verbindingslijn  der  middelpunten  M  en  m 
der  gegeven  bollen. 


Vraagstuk  CXXXVIII. 

N^  1  b.  Door  de  snijpunten  van  twee  cirkels  legt  men  kegel- 
sneden,  welke  die  cirkels  aanraken.  Bepaal  de  meetkundige  plaats 
van  de  polen  der  machtlijn  dezer  cirkels  ten  opzichte  van  de  be 
doelde  kegelsneden.  (J.  A.  Barrau.) 

Opgelost  do<?r  T.  J.  Allersma  ,  J.  A.  Barrau  en  Dr.  F.  Schuu. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau. 

Volgens  een  bekende  stelling  bestaat  de  meetkundige  plaats 
der   middelpunten    P   der  cirkels  ir,   die  twee  gegeven  cirkek 
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/u  en  V  (met  middelpunten  M  en  N)  aanraken,  uit  twee  kegel- 
sneden  a  en  /3 ,  welke  door  de  in  het  eindige  gelegen  snijpanten 
A  en  B  van  /u,  v  gaan,  en  M,  N  tot  brandpunten  hebben. 

Zijn  C,  D  de  cyclische  punten,  dan  worden  a^  /3  dus  aan- 
geraakt door  de  isotrope  rechten  MC,  MD,  NC,  ND,  die 
tevens  fi  en  v  iu  G  en  D  aanraken.  Daar  yerder  elk  punt  P 
de  pool  is  Tan  de  in  het  oneindige  gelegen  rechte  CD  ten 
opzichte  Tan  een  cirkel  ir ,  zal  de  stelling  door  een  projectioTe 
vervorming,  welke  C,  D  in  twee  eindige  punten  C^  D'  omzet, 
overgaan  in  de  volgende  eigenschap: 

T.  Hebben  twee  kegelsneden  /i',  v  de  punten  A^,  B',  C^  D' 
gemeen ,  dan  bestaat  de  meetkundige  plaats  der  polen  van 
CD'  ten  opzichte  van  de  kegelsneden  ir',  die  door  C',  D'  gaan 
en  ju',  v'  aanraken,  uit  twee  kegelsneden  a\  j3'  door  A',  B', 
die  de  raaklijnen  in  G',  D'  aan  /u',  v'  tot  raaklijnen  hebben. 

Worden  nu  A'  en  B'  in  de  cyclische  punten  gelegd,  dan 
gaan  de  kegelsneden  /u',  v\  a^  /3^  over  in  cirkels,  en  men 
Tindt  de  volgende  stelling: 

II.  De  meetkundige  plaats  van  de  polen  der  machtlgn  van 
twee  cirkels  /i,  v  ten  opzichte  van  de  kegelsneden  die  /u  en  v 
raken  en  door  hun  niet- cyclische  snijpunten  C,  D  gaan,  bestaat 
uit  twee  cirkels  welke  de  raaklgnen  in  C,  D  aan  ju,  v  tot 
raaklijnen  hebben. 

Opmerking,  fleemt  men  in  stelling  I  Toor  de  rechte  CIX 
achtereenvolgens  de  zes  zijden  van  den  vierhoek  A'B'CD',  dan 
ontstaat  een  configuratie  van  12  kegelsneden,  8  rechten  (de 
raaklijnen  aan  f/,  v  in  hun  snijpunten)  en  4  punten  (A^  K, 
C',  U).  Elke  kegelsnede  gaat  door  twee  der  punten  en  raakt 
aan  zes  kegelsneden;  elk  punt  ligt  op  twee  rechten  en  op  zes 
kegelsneden. 


Oplossing  van  Dr.  F.  Sohuh. 

We  kunnen  ons  beperken  tot  het  geval,  dat  de  beide  aan- 
rakingen buiten  de  snijpunten  P,  en  P2  der  cirkels  worden 
uitgevoerd,  daar  anders  de  pool  der  machtlgn  op  de  raaklgn 
aan  een  der  cirkels  in  een  der  snijpunten  gelegen  is.  Deze 
vier  raaklgnen  kunnen  dus  ook  wel  beschouwd  worden  als  tot 
de  gevraagde  meetkundige  plaats  te  behooren. 
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Nemen  we  de  centraal  der  cirkels  als  X-as  en  han  machtlgn 
als  Y-as  aan,  dan  worden  hun  vergelijkingen 

ai^  +  y^  —  2bx  +  c  =  0. 
Zijn  Tl  en  rs  de  stralen  der  cirkels,  dan  is: 

Tl*  =  a^  —  c  ,  fj*  «=  6*  —  c 1). 

De  algemeene  vergelijking  der  kegeisnede ,  die  door  de  sng- 
punten  (a?  =  0,  y^+c=0)  der  cirkels  gaat,  luidt 

pa^  +  2qxy  +  y*  +  2«a?  4-  c  =  0. 

De  pool  der  Y-as  ten  opzichte  van  deze  kegeisnede  heeft  tot 
coördinaten : 

|  =  _^,,  =  ^ 2). 

8  8 

Om  de  meetkundige  plaats  van  het  punt  (^,  i|)  te  vinden, 
hebben  we  slechts  na  te  gaan,  welke  betrekking  tusschen  q 
en  8  moet  bestaan  wil  de  kegeisnede  de  beide  cirkels  buiten 
P]  en  P2  aanraken.  De  buiten  F,  en  P2  gelegen  snijpunten 
van  de  kegeisnede  met  den  cirkel  re*  +  y*  —  2aa?  +  c  =  O 
liggen  op  de  rechte 

(p—l)x+2qy +  2(8  +  0)^0. 

Beide  snijpunten  vallen  samen  als  deze  rechte  den  cirkel 
aanraakt;  hiervoor  is  de  voorwaarde 

<?(i)— l)»  +  4a(«  +  a)(jt>-l)  +  4(54a)*  +  V(^  — ö*)=0..8). 

Evenzoo  vindt  men  voor  de  voorwaarde,  dat  de  kegeisnede 
den  anderen  cirkel  aanraakt 

<?(i>— 1)^+46(8  + ft)(i>  —  l)+4(s  +  6)»  +  43»(c—6»)  =  0..  4). 

Uit  de  voorwaarden  2) ,  3)  en  4)  moeten  nu  ^ ,  q  en  «  ge- 
ëlimineerd worden. 

Door  aftrekking  vindt  men  uit  8)  en  4) 

{p  —  l){a  +  b  +  s)  +  (2s  +  a  +  b)  -  (a  +  b)q^  =  0  .  .  .  5). 

Na  eliminatie  van  (^  —  1)  uit  3)  en  5)  vindt  men ,  als  nog 
q  en  8  door  —  i» :  5  en  —  c :  5  worden  vervangen , 
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(a+ é)»(£»4  n»)»- 4(aHc)(g"+ n»)Ka +6)5-e|+ 4cKa+ «)5-cP=0, 
of 

(o  +  ^)'(y  +  '»')^2o6+2c±2K(o''-c)(fe''-c)=2a6+2<!±2rira  .  6). 
(o  +  o)  5  —  e 

De  meetkundige  plaats  bestaat  dus  uit  twee  cirkels^  die  elk 
hun  middelpunt  op  de  X-as  hébben. 

Sohrgft  men  han  Tergelgking  in  den  vorm 

(5  -  Q)»  +  n*  =  R', 

dan  is 

ab-\-e±  TiTj, 


Q  = 


R»= 


(ad  +  c  ±  r^r^i  {ab  —  e±  rifj) 


(a  +  hf 
Uit  de  vergelijkingen  1)  vindt  men 

Hieruit  volgt 

P 

waar  { =  a  —  ft  den  afstand  van  de  middelpunten  Mi ,  M^  der 
gegeyen  cirkels  yoorstelt. 
Nu  is  verder 


6-Q  = 


dus 


a  +  6 

a  +  6      ' 

6»- 

-  c  qi  r,ra 
0  +  6 

=  •+ 

♦■a  (n  =P  »•») 

a 
6^ 

-Q 

iq: 

Hieruit  ziet  men ,  dat  de  middelpunten  N|  en  N,  der  cirkels, 
die  de  meetkundige  plaats  vormen,  door  de  deellijnen  van 
den  hoek  MiPiM^  en  zijn  nevenhoek  op  de  centraal  worden 
ingesneden. 
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Voor  de  stralen  R,  en  Bj  der  cirkels  (N,)  en  (N2)  kan  men, 
als  de  snijpunten  P,  en  P2  der  gegeven  cirkels  bestaanbaar 
zijn,  een  eenvoudige  constructie  vinden  door  die  stralen  met 
de  deellijnen  der  hoeken  P,  te  vergelijken.  Zijn  fi  en  t^  de 
lengten  dier  deellijnen,  dan  is 

men  heeft  dus 

\  r,  +  rj        2r,ra 

f  Tl  —  r2  '         2r,r2 

waarin  ri^ra  ondersteld  is. 

Zijn  nu  Di  en  D2  de  voetpunten  der  loodlijnen  uit  M2  op 
de  deellijnen  P,N,  en  P2N2  neergelaten,  dan  vindt  men  ge- 
makkelgk 


Dub  heeft  men 

^             r 

Past  men  op  P,M2  stukken  M2E,  en  M2E2  af  gelgk  aan 
PiD,  en  P1D2,  trekt  door  E,  een  rechte  evenwgdig  aan  M1M2, 
die  P,N,  in  P,  snijdt,  en  door  E2  een  rechte  evenwijdig  aan 
M1M2,  die  P1N2  in  F2  snijdt,  dan  wordt 

N,F,  =B,    ,   N2F2  =  B^. 

De  meetkundige  plaats  bestaat  dan  uit  de  cirkels  met  Ni 
en  N2  als  middelpunt,  die  door  F,  en  F2  worden  gelegd. 

Is  in  het  bijzonder  a  =^  h  dus  rj  =  Tj  =  r,  dan  ontaardt  de 
cirkel  (Nj)  in  de  dubbeltellende  lijn  in  het  oneindige,  terwijl 
de  cirkel  (N,)  zijn  middelpunt  in  het  snijpunt  van  centraal  en 

P 
machtlijn   heeft  en  een  straal    r ,   d.  i.  (als  P|  bestaan- 
baar is)  de  projectie  der  doellijn  op  een  der  opstaande  zijden. 
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Dat  DU  de  lijn  in  het  oneindige  tot  de  meetkundige  plaats 
behoort,  was  te  voorzien,  daar  een  yan  de  beide  kegel- 
sneden  door  P,  en  P2,  die  den  eenen  gegeven  cirkel  in  een 
gegeven  punt,  den  anderen  cirkel  in  een  niet-gegeven  punt 
aanraken,  haar  middelpunt  in  den  oorsprong  heeft  en  dus  een 
oneindig  ver  gelegen  pool  der  machtlijn  oplevert. 


Vraagstuk  CXXXIX. 

K  6  b.  Als  a ,  ]9 ,  7 ,  ^  de  afstanden  van  een  punt  tot  de  hoek- 
punten van  een  vieivlak  voorstellen,  welke  oppervlakken  hebben 
dan  tot  vergelijking 

(J.  A.  Barrau.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  Dr.  H.  Brembkamp,  J.  van  de 
Griend  Jr.,  G.  Hulsteede,  E.  D.  J.  deJongh  Jr. ,  A.  W.  Kloos, 
Dr.  F.  ScHUH  en  Dr.  C.  Stolp. 

Oplossing  van  J.  van  de  Griend  Jr. 

Dit  vraagstuk  —  een  bekend  probleem  van  de  leer  van  het 
zwaartepunt  in  de  Mechanica  (zie  bijv.  Poinsot,  Eléments  de 
Statique  12"  Ed.  p.  169)  —  kan  op  de  volgende  wijze  meet- 
kundig behandeld  worden. 

Is  P  een  punt  der  meetkundige  plaats ,  ABGD  het  viervlak , 
E  een  willekeurig  punt  op  AB,  F  een  willekeurig  punt  op 
EC,  Z  een  willekeurig  punt  van  FD,  dan  is,  volgens  de  stelling 
van  Stewart,  in  A  APB 


AE  .  0^  +  EB  .  a>  =  A  B  .  PE^  -f  AE  .  EB .  AB , 
of,  als  BE  :  EA  =2? :  3  is , 

q(i^  +  pa^^  (p  +  q)FW  +  ip  +  q)A^.ÊB    .  .  .  1). 

In  A  EPC  is,  als  men  r  zoo  bepaalt,  dat  EF  :  FC  =  r:(j>  +  q\ 


{p  +  q)FW  +  ry^^{p-\-q  +  r)PF^+(p  +  q-^r)'EF.FG 
of,  door  substitutie  van  de  waarde  van  PE^  volgens  1): 


=-(p  +  q  +  r)PF^  +  (p  +  q+r)F^F.FC+{p+q)AF.EB 


2). 
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Eindelijk    is    in    ADPF,    bIb    $    zoo    bepaald    wordt,    dat 

FZ  :  ZD  =  «  :  (|)  +  }  i-  r),    en  men  de  waarde  van  PF*  uit  2) 
sabetitueert 

+  {p+q+r+ayOZ  .  ZP+  (;?+ j+r)EF .  FC+Cp+j)  AË  .  Eb) 

Neemt  men  p:q  :r:s  =  a:b:  cd^  dan  worden  E ,  F  en  Z 
Yaste  punten,  en  wel,  blijkens  de  constructie,  Z  het  zwaarte- 
punt Tan  massa's  in  A,  B,  C  en  D,  die  zich  verhouden  als 
a:  b:c:d.  Noemt  men  de  afstanden  van  Z  tot  A ,  B ,  C ,  D 
^0,  /3o,  7o»  ^9  ^^  B^^lt  de  vergelijking  3)  op  voor  het  geval 
P  in  Z  ligt: 

ISö) 

« (i>+ J+r+«)DZ  .  ZP  +  (l?+  3+r)EP .  PC  +  0^f  ï)AE .  EB  J 

dan  vindt  men  door  aftrekking  van  3)  en  3a)  en  vervanging 
van  p,  j,  r  en  «  door  a,  b^  e ^  dj 

aa^  +  bfi^  +  cy^  +  dS'=  ( 

Yolgens  de  voorwaarde  van  het  vraagstuk  is 

aa^  +  bfi^  +  cj^  +  d^  =  —  ei 
daardoor  wordt  4): 

(a+6  +  (ï  +  d)PZ^  =  — ^  — (aao^  +  ft0o*4  cyo^  +  dSo% 

Hierin   is   het   tweede  lid  constant;    de  meetkundige  plaats 
van    P   is   dus   een  bol  met  het  genoemde  zwaartepunt  Z  tot 

middelpunt  en  i/EïEMïS^l^)  tot  straal.    AU 

f  a  +  b  +  c  +  d 

éJ  >  —  (acfo*  4-  6/3o^  +  C7o*  +  dSo^) ,  worden  de  bollen  imaginair; 
voor  e=  -  {aa^  +  b^^  +  cy^ -f  ^ V)  ^^^  ^®  *^®'  sameo  met 
zgn  middelpunt  Z ;  voor  a  +  6  +  c  +  d  =  0  gaat  hg  over  in 
een  plat  vlak. 

Opmerking  van  J.  A.  Barraü.  Is  e  =  0,  dan  snijdt  de 
bol  den  om  ABCD  beschreven  bol  loodrecht.  Immers  de  bol 
M ,  bepaald  door  aa"  +  60^  +  ^7^  +  dS*  =  O ,  gaat  door  de 
doorsnede   der  bollen   aa*  +  6^«  =  0,  c/  +  d8»  =  0,    welke 
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achtereenvolgens  de  segmenten  AB  en  CD  hannonisch  yer* 
deelen,  das  den  bol  ABCD  loodrecht  sngden.  Dus  behoort 
M  tot  een  bundel,  waarvan  twee  exemplaren  den  bol  ABCD 
loodrecht  sngden;  bijgevolg  is  M  ook  orthogonaal  op  den  bol 
ABCD. 

Vraagstuk  CXL. 
H  9  d.     Men  vraagt  de  integraal  van 

(Dr.  Z.  P.  BouMAK.) 

Opgelost  dcor  Dr.  Z.  P.  Bouman,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven — 
W^THorr,  W.  Mantel  en  Dr.  J.  G.  RirrcERS. 

Oplossing  van  Dr.  J.  O.  Rütgers. 

De     gegeven     differentiaalvergelijking    kan    als    volgt    ge- 
schreven worden 


dy  \èr/       èy 
Door  integratie  naar  y  vindt  men  hieruit 


Daar  X,  eene  willekeurige  functie  van  x  voorstelt,  is  het 
mogelijk  eene  particuliere  integraal  Zi  van  deze  vergelgking 
van  RiGATTi  te  vinden  door  te  stellen  X]  =  X^^i. 

Yergelijking  1)  gaat  daardoor  over  in 

^  =  4V(Xa+l)»,  ofin^  =  HXa+l)'rf*. 

welke  na  integratie  geeft 

4  4Xo 

Stelt  men  nu  in  1)  z=  g^  -] ,  dan  krijgt  men,  na  eenige 

V 

de 
herleiding  -v-  +  i  («i  +  Xi) »  +  i  =  O- 
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Hieruit  vindt  men  gemakkelyk 

Dus  is 

2  =  —  ,.^    4- 


ƒ (Xa  ^■\fdx      Y,  -  1  ƒ e*-/"*-+'''^d* ' 


waarin 

4(X,  +  1) 


«,-f  X,  = 


Een  meer  eenyoudigen  yorm  verkrijgt  de  uitkomst  door 
inyoering  van  eene  andere  willekeurige  functie  van  x  in  de 
plaats  van  X^. 

Men  stelle  daartoe  allereerst 

J  (Xa  +  1)^  da?  -  Xj ,  waaruit  volgt  Xa  +  1  =  1/-t^  ' 
Dan  wordt 


4 

4  ^ 

0,  =  —  •=-  en  ^1  +  X,  =  — 


,/dX. 
}l  dx 


^3  "A-3 

Neemt  men  nu 

dan  volgt 

dX, 
dx 

of  na  integratie 


-^ii"  ^J' 


-  è = 'ƒ  (^ '« ^r*- 


'3 

Zoo  ook  nog  Y,  =  ^  Y  gesteld  wordt ,  vindt  men  ten  slotte 


'i{i '« 


X\dx+        *^ 


Y-/Xdx 
Hierin  z^n  X  en  Y  willekeurige  functies  van  x  en  van  y. 


OPGAVEN.    N».  140.  301 

Oplossing  van  W.  Mantbl. 

De  vergelijking  kan  vervangen  worden  door  het  stelsel 

^P\*        1       ^P       ^9 


Differentieert  men  de  eerste  naar  x^  dan  vindt  men 

èy  dxdy  dar        ^  dx 

da 
Eliminatie  van  q  en  -3-^  levert 

dx 

Door  integratie  naar  y  vindt  men  hieruit 

Neemt   men  voor  f(x)  zoodanigen  vorm,   dAt  p  =  (^(x)  vol- 
doet, dan  wordt 


Stelt  men  nu 


dan  is  u  te  bepalen  uit  de  vergelijking 

öw  11 

Deze  is  lineair  en  levert 

Ter  vereenvoudiging  stelle  men 

dan  wordt 

2if/   \» 


1» 


)A'       >A  -H  F/  * 
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Uit  j  «-  pr-i  -~-  Tolgt  dftn 

Nn  is 
dua 

Men   neme  y^  gelgk   aan   een   wortel    van   de  vergelijkiiig 
E  (y)  s  0.     Dan  wordt 

wat  gemakkelijk  herleid  wordt  tot 


9 


-ï^v(fr- 


Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  BouiCAif. 
Schrijft  men  de  gegeven  vergelijking  in  den  vorm 

dan  blijkt  de  doelmatigheid  der  substitntie 


da:       ^  dxf 


Immers    dan    volgt   uit    -^^  lig  ^"1  "^  "t^    ^<>^r    integratie 

¥-• 

Dan  is 

dxdy  dx  dxdy  ix  dxd/ 
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Dus  kan  }p  geyonden  worden  door  integratie  van  een  verge- 
Igking  Tan  Liouyillb: 


enss. 


Vraagstuk  CXLI. 

O  2  f.    De  omhullende  te  bepalen  van  het  stelsel  der  kettinglijnen 

s 
jT  =  m  ch  — , 
m 

waar  m  een  veranderlijke  parameter  is.         (Dr.  Z.  P.  Boum\n.) 

Opgelost   door  J.   A.  Barrau,    Dr.  Z.  P.  Bouman,    Dr.  H. 
Bremekamp,  G.  Hulsteede,  Dr.  F.  Schuh  ^  Dr.  A.  van  Thijn. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau. 
De  krommen  voorgesteld  door 


liggen   gelgkvormig  ten  opzichte  van  O  als  centrum;  hun  Otti- 
hallende  bestaat  dus  uit  de  raaklgnen  door  O  aan  de  kromme 

X        dx 
De  raakpunten  worden  bepaald  door  —  =^  -j-  =  sh  0. 

z       dz 

Daar  men  heeft  üIl^z  —  sh^  2r  =  1 ,  liggen  ze  op  de  kromme 
van  den  vierden  graad  voorgesteld  door  a^s^^x^'\-z^^  welke 
in  de  vier  quadranten  buiten  de  rechten  2^=  1  en  2^=  1  ligt, 
en  deze  tot  asymptoten  heeft;  O  is  een  geïsoleerd  punt. 

De  poolvergelgking  dezer  kromme  is  p  sin  20  s  2 ;  zg  is  dus 
de  inyersie,  voor  centrum  O,  Tan  de  ^rosace  k  quatre  branches*' 
voorgesteld  door  p  =  ^  sin  20. 

Oplossing  van  G.  Hulstebdb. 

X  z 

Door  differentiatie  naar  m  vindt  men  uit  —  =  ch  —  de  ver- 


X  z  z  . 

gelnking  —  =»  sh  — •    Door  eliminatie  van  —  wordt  hieruit 
z  m  m 
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a^         re*  xz 

verkregen  — r  =  1 »  dus  m  =  — -    Nu  vindt  men, 

door  eliminatie  van  m,  voor  de  omhullende 


Ze  is  dus  een  steldel  rechten  door  O.  Om  de  bestaanbare 
te  vinden ,  stellen  wij  z  ^  xtg^  en  sec  ^  =  \p^  dan  wordt 
th}p  ::=  ±}p-^.  Daar  (/^  en  th i/;  hetzelfde  teekeu  hebben ,  ver- 
valt het  onderste  teeken.     Wij  vervangen  de  vergelijking  door 

\L  -\-  1 
2^  —  %  1 1'    ^^^^   ^®    logarlthmus    reëel    moet  wezen ,   is 

\p  y>  l.      Door    beproeven    vindt    men    ^  =  1.0185  .  .  .,    dus 
«  =  ib  79^3'  .  .  • 

Opmerking  van  Dr.  Boüman.  Door  de  kettinglijn  te  be- 
schouwen als  meiïdiaankromme  van  een  rotatieminimaaloppervlak 
begrensd  door  twee  evenwijdige  gelijke  cirkels,  kan  de  richtings- 
coëfficiënt  der  raaklijn  proefondervindelijk  bepaald  worden  (verg. 
C.  E.  XCII). 


Vraagstuk  CXLII. 

O  5  L  Op  een  willekeurig  oppervlak  beschouwt  men  een  stelsel 
geodetische  lijnen.  Door  elk  punt  van  het  oppervlak  trekt  men, 
in  het  osculatievlak  der  geodetische  lijn,  een  rechte,  die  een  con- 
stanten hoek  maakt  met  de  normaal  van  het  oppervlak.  Men  vraagt 
aan   te  toonen,   dat  deze  rechten  een  normalencongruentie  vormen. 

(Dr.  Z.  P.  BouikiAN.) 

Oplossing  van  Dr.  Z.  P.  Boüman. 

Nemen  wij  als  parameterlijnen  u  en  o  het  stelsel  geodetische 
lijnen  (v  constant)  en  hunne  loodrechte  trajectoriën  (u  constant), 
dan  wordt  het  vierkant  van  het  lijnelement  van  het  oppervlak 
op  bekende  wgze  voorgesteld  door 

ds»  =  du^  +  Qdv\ 

Noemen  we  de  richtingscosinussen  van  de  lijn,  die  van  het 
punt  (u,  v)  uitgaat,  X,  Y,  Z,  en  maakt  de  rechte  een  hoek  a 


OPGAVEN.    N^  141— 140,  106 

met  de  normaal  «an  het  oppervlak^  dus  een  koek  (90^  —  cc)  met 
de  Ign  {v)  in  dat  punt,  terwgl  ze  natuurlijk  een  hoek  yan  90^ 
mét  de  Ign  {u)  maakt,  dan  is 

X   è»         T    èy        Z    dz 


Voor  de  laatste  rergel^ng  kMi  geaehreven  wordeo 

^S  +  ^^  +  ^^  =  °  •  •  •  •  •  n). 

Diflwentieeren  we  I)  naar  «  en  II)  naar  n,  dan  finden  we 

dX^      dT^^dZè«__        »g  »y  »g 

df      dii       d«    dti      dv    dtt^  ^udv  diidv  difdv  ^ 

^  .^  +  ^.^4.^.^*^_X-^  — Y-^-Z  — • 
du      dv      dii    dr      du    dv  dudv  dudv  dtidr 

Hieruit  Tolgt,  dat  de  beide  eerste  leden  gelgk  agn,  aoodat 
de  voorwaarde  Yoor  een  normalen-congruentie  Tervuld  is.  Want 
uit  de  ge?oiidea  gelijkheid  volgt,  dat  de  brandpuntea  der 
oongruentie  met  de  grenspuaten  samenyaUen.  (Verg.  b.v. 
Salmon-Fiedler,  Anal.  Oeom.  des  BaumesII,  1880,  pag.  229). 
Maar  als  grenspunten  en  brandpunten  samen  Tallen ,  staan  de 
brandvlakken  loodrecht  op  elkaar,  en,  aooals  bekend  is,  rormen 
de  brandoppervlakken  de  beide  mantek  van  het  oentra - 
oppervlak  yan  één  oppervlak,  waarvan  de  stralen  der  be- 
sohouwde  oongruentie  de  normalen  zgn. 


Vraagstuk  CXLIII. 

O  6  m.  Op  een  oppervlak  met  constante  gemiddelde  kromming 
H  voert  men  isometrische  coördinaten  langs  de  kromtelijnen  in. 
Bewijs,  dat  de  coëfficiënten  e  trx  g  der  afbeelding  op  den  eenheids- 
bol  het  constante  verschil  ±  H  hebben.        (Dr.  Z.  P.  Bouican.) 

WiBK.  Opo.,  Dl.  IX.  ao 
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OpUssing  rail  Dr.  Z.  P.  BoüiCAV. 

Het  Tierkant  rao  het  Igoelement  ten  opsiohte  Tim  de  kromte- 
Ignen  ala  u-  en  v-lgnen  wordt  voorgeetéld  door 

48>  =  Eiii*  +  CUp>. 

Door  toepMdng  der  grondrergelgkingeii  yan  Codassi  yiodt  men 

'*  Bg  de  opperTlakken  met  conetante  gemiddelde  kromming 
kan,  sooals  bg  alle  opperylakken  van  Weingarten,  één  der  hoofd- 
kromteeiralen  beeohouwd  worden  ala  functie  Tan  den  anderen. 
SohrgTen  we  de  eerste  der  bovenstaande  Torgelgkingen  aldus 

dlogKE  1         d 


d«       "*    1         1     d»  IrJ' 


r,        r. 


«.  b«l».w«.  «  -i  ^  fc..«.  ™.  i-,  d^i-.H-i-, 


dan  is 
dlogl/E 


r,  r^  rj  r, 


V^--hm-li-^M-B 


H- 
of 


A  («)  V^ 


Bvenioo  tindt  men 

/,(„)KG  = 


Door  anbttitatie  Torkrggt  men 


da*  = 


'•  •        •  ra 


1 /  rfw»         <to»  \ 

2  U»(«)  "•" /'a»  W 
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Voeren  we  langs  de  kromtelgnen  de  nieuwe  parametmi  tii  en 
«I  in  die  bepaald  zgn  door 

rfni  =r  — --  du    en    dvt  =  -77-:  dt , 
dan  wordt 

ds^= ^—z-idiH^  +  dv,^). 

De  cofifficienten  yan  het  yierkant  van  het  Ignelement  op  den 

eenheidsbol  worden  geyonden  door  r-  te  deelen  doorr^' 

H-- 

en  r,*.    We  Tinden  das  voor  het  Tenohil 


H^-^y-- 


Vraagstuk  CXLIV. 

O  2  f.  Een  veranderlijke  logarithmische  spiraal ,  waarvan  de  pool 
een  cirkel  doorloopt,  heeft  in  elk  van  haar  standen  een  vierpuntige 
aanraking  met  haar  omhullende.  Men  vraagt  die  omhullende  te 
bepalen.  (J.  van  ds  Griend  Ja.) 

Oplossing  van  J.  yan  db  Griend  Jr. 

Zg  PQ  (fig.  15)  de  ordinaat  van  de  gerectifieerde  der  ge- 
vraagde omhnllende  (/),  VP  haar  raaklgn,  zoodat  V  de  pool 
is  der  vierpuntige  logarithmische  spiraal  (5)*).  De  kromte- 
straal der  poolbaan  dezer  spiraal  valt  dan  langs  VN ,  als  N  het 
midden  is  van  PQ  (7a). 

Volgens  de  gegevens  van  het  vraagstuk  is  hy  constant  en 
wel  gelgk  aan  VM;   het  krommingsmiddelpunt  valt  dus  in  M. 


•)    De  Mmgehaalda  nammert  hebben  betrekking  op  mya  artikel  ^Beotafieerende 
;  Tenchenen  in  de  Yerslngen  der  K.  A.  y.  W.  XII,  414, 8  Ootober  1908. 

20* 
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Bg  CMnkeeriag  der  oonstraotie  ?aa  (7ft)  yiodt  mea  ait  dit  bekesde 
krommingsmiddelpunt  het  raakpuot  R  der  rechte  QY  deor  het 
sngpant  te  bepalea  yaa  MP  met  QY. 

Trekt  men  PP'  eyeawgdig  aaa  de  X-as,  daa  ia  PP'  de  ordinaat 
yan  de  reotifieerende  der  evolate  van  (/*),  en  P'A  J.  PB  de 
raaklijn  dezer  reotifieerende,  aizoo  Y'  de  pool  yan  haar  yier^ 
puntige  logarithmisohe  spiraal.  Na  liggen  de  punten  P',  Y', 
Pi  Y   op    een   cirkel,    waaryan    Y&i    een    raaklgn  is;    dua  ia 

MP  •  MY'  SS  MY'.  Maar  M  is  een  standvastig  punt  en  MY 
een  standvastige  lengte;  alzoo  beweegt  zich  de  vierpantige 
logarithmische  spiraal  der  evolute  zoodanig,  dat  haar  poolbaan 
de  inversie  is  van  de  door  de  spiraal  beschreven  omhullende 
ten  opzichte  van  het  vaste  punt  M.  Yolgens  de  theorie  der 
rectifieerenden  is  deze  omhullende ,  dus  de  evolute  der  gezochte 
kromme  (/*),  een  der  krommen,  waarvan  de  rectifieerenden  van 
den  tweeden  graad  zijn ;  deze  zgn  epi-  of  hjpooycloïden,  of  spiralen 
(a),  of  cirkelevolventen  met  M  als  middelpunt.  De  kromme 
(ƒ)  zelf  is  dus  een  evolvente  van  een  dezer  krommen. 

Als  de  kromtestraal  PQ  nul  wordt,  valt  PP'  langs  de  X-as, 

Y  en  P  vallen  samen  in  Q.  Daar  steeds  MP  .  M Y'  =  MY*  moet 
big  ven,  moeten  dan  ook  P  en  Y'  samenvallen,  dus  Q  moet 
een  der  toppen  der  kegelsnede  zgn.  Is  (/)  evolvente  eener 
cycloïde,  dan  gaat  zij  dus  uit  van  het  keerpunt  dezer  cycloïde. 
Om  de  mogelgke  gevallen  te  onderscheiden  en  den  invariant 
der  beweging  te  vinden,  bepalen  we  de  constante  grootte  van 
de  halve  groote  as  a  der  kegelsnede,  die  de  rectificerende  is 
van  de  evolute  (f).  Noemen  we  den  voerstraal  YQ  der  spiraal 
p,  zgn  hoek  met  de  raaklgn  a,  dan  is  van  deze  kegelsnede 
«'  =  p :  sin  a  de  abscis  (als  de  oorsprong  in  een  der  toppen 
Q  ligt)  en  y'  =  PP'  =  p  cos  a  :  sin^  a  de  ordinaat. 
Substitueeren  wg  deze  waarden  in  de  topvergel^king 

af^       2a?'       y'^ 
o»         a         6» 

der     kegelsnede,     en     gebruiken     daarbg      de     betrekking 
&^  » IU> :  (a  +  B),  die  uit  R  =  oA^ :  c^i  1)  volgt,  dan  vindt  men 

Rp 


2R  siu'  a  —  p  cos*  a 
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Derhalye  is  de  gezochte  iDvariant 

—  0in'  a  —  cos*  a. 
P 

Om  de  gevallen  te  oDdencheiden ,  laten  wg,  bg  oonttante/» 
en  a,  B  Tenchillende  waarden  doorloopen.  Daarbg  yerplaaitoen 
zich  M  en  Y'  op  den ,  om  P  draaienden ,  straal  M Y^ 

a)  Is  R—  00  (dus  de  gegeven  poolbaan  een  rechte  lijn)  dan 
valt  M  in  het  oneindige;  de  gerectifieerde  van  den  tweeden 
graad  wordt  cycloïde;  de  hier  beschouwde  omhullende  das  evol- 
vente  der  cycloïde,  uitgaande  van  het  keerpunt;  de  bovenge- 
noemde invariant  is  oo.  Invariant  der  beweging  wordt 
p  :  sin'  a  =  2a  =£  8r  (r  straal  van  den  rollenden  cirkel). 

De  beschrgvende  logarithmische  spiraal  verandert  periodisch 
van  een  punt  {a « 0)  tot  een  cirkel  (a  =  00^)  en  weer  terag 
tot  een  punt  (a  =s  1 80^).  Dé  punten  waarin  de  spiraal  ontaardt, 
liggen  op  gelQke  afstanden  op  een  rechte  (basis  der  cycloïde). 

b)  Ligt  het  punt  M  in  lf|  buiten  M2  (snijpunt  van  PMa 
j.  X-as  met  MY)  en  is  R  >  ^  p  cos^  a  :  sin'  a ,  dan  wordt  de 
gerectifieerde  van  den  tweeden  graad  epicycloïde ,  de  omhullende 
dus  evolvente  der  epicycloïde ,  uitgaande  van  het  keerpunt.  De 
invariant  is  positief.  De  spiraal  wordt  ook  periodisch  punt  en 
cirkel;  de  punten  liggen  op  den  basiscirkel  der  epicycloïde. 

c)  Ligt  M  in  M2(R  =  YM^/^^pcos^a  :sin'a)  dan  is  de 
gerectifieerde   van  den  tweeden  graad  cirkelevolvente ;  de  om- 

. hollende  dus  evolvente  dezer  cirkelevolvente,  uitgaande  van  het 
keerpunt.  De  invariant  wordt  nul  (a  =  oo ).  De  hoek  a  groeit 
steeds  aan,  maar  bereikt  nooit  90^:  de  spiraal  wordt  nooit 
cirkel.  Oaat  de  beweging  naar  de  andere  zgde  vport,  dan 
neemt  de  spiraal  af  tot  een  punt  en  daarna  keert  de  vorige 
reeks  spiralen  in  omgekeerde  volgorde  terug. 

d)  Ligt  M  tuBschen  M^  en  Y  (R  <  }  />  oos^  a :  sin'  a)  dan  is 
de  gerectifieerde  van  den  tweeden  graad  spiraal  (a)  met  keer- 
punt ,  de  omhullende  dus  de  evolvente  dezer  spiraal ,  uitgaande 
van  het  keerpunt.    De  invariant  wordt  negatief. 

ê)  Ligt  M  in  Y  (RsQ),  dan  is  de  gerectifieerde  van  den 
tweeden  graad  logarithmische  spiraal,  rectificerende  QP';-de 
omhnlleade  de  evolvente  dezer  spiraal,  uitgaande  van  de  pool. 
De   invariant   wordt  — cos^a,   zoodat  a  onveraoderlgk  ia;*  de 
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pool   der   bewegende  spiraal  is  onbewegelgk  en  ligt  in  Y;  de 
spiraal  zelf  valt  samen  met  baar  ombullende. 

/)  Tusscben  Y'  en  P  kan  M  door  den  aard  van  ontstaan 
niet  komen;  evoWente  eener  spiraal  (b)  (eender  keerpunt)  kan 
de  omhnllende  das  niet  worden.  Gaat  M  door  Y'  ?erder ,  tns- 
sohen  Y  en  N ,  en  is  B  negatief  maar  >  ^  ^pinaa,  dan 
komt  N  ten  opiichte  van  Y'  en  P  weer  op  dezelfde  wgze  te 
liggen  als  in  (Q,  dus  buiten  YT  aan  de  zgde  Tan  Y'.  De 
omhullende  is  weer  een  evolvente  yan  een  tak  eener  spiraal  (a). 
Maar  P'  is  een  punt  der  hyperbool  op  den  tak ,  waarop  de  top 
Q  niet  ligt ;  dus  gaat  de  ev olvente  niet  uit  yan  bet  keerpunt , 
maar  heeft  daar  een  kromtestraal  gelgk  aan  de  refiele  as  2a 
der  hyperbool. 

g)  Yalt  M  in  N  (R^  —  ^pzëina)  danvattookY'inP,  de 
raaklgn  PT'  van  de  reotifieerende  der  OTolute  dus  in  PT;  de 
gerectifieerde  (spiraal  (a))  gaat  oyer  in  een  rechte  Ign  (gedeelte 
buiten  het  begrensde  stuk  PQ,  P  en  Q  keerpunten);  De 
eTolvente  (uitgaande  van  Q)  is  dus  het  punt  Q.  De  invariant 
is  —  1.  Bij  de  beweging  van  de  pool  Y  der  spiraal  langs 
cirkel  (N)  blgft  de  spiraal  steeds  door  dat  punt  gaan  en  houdt 
er  denzelfden  kromtestraal  PQ ;  deze  beweging  komt  dus  overeen 
met  de  ligging  van  het  beschrgvende  punt  der  evolnte  in  P. 
Komt  de  pool  in  Q,  dan  wordt  de  logarithmische  spiraal  een 
punt  Q,  met  on  bepaalden  kromtestraal;  deze  ligging  Tan  de 
pool  Y  in  Q  komt  overeen  met  het  doorloopen  van  het  be- 
schriJTende  punt  P  Tan  de  rechte  buiten  PQ  van  P  naar  het 
oneindige  en  overspringend  buiten  Q ,  dan  naar  Q  en  daar  terug- 
keerend denzelfden  weg  terug  tot  in  P  (want  in  elk  der  gedeelten 
van  de  rechte  buiten  PQ  zijn  twee  takken  der  spiraal  (a)  samen- 
gevallen).  Gaat  Y  verder  langs  den  cirkel  tot  P,  dan  blijft 
het  beschrgvende  punt  der  spiraal  in  P  en  de  kromtestraal 
der  spiraal  is  gelgk  aan  PQ.  Als  grensgeval  van  h)  heeft  de 
spiraal  dezelfde  beweging,  alleen  wordt  de  rechte  PQ  langs  N 
doorloopen. 

h)  Ligt  M  buiten  N  (R  <  —  ^  p :  sin  a ,  invariant  <  —  1) 
dan  valt  Y'  tusschen  Pen  R  (in  de  figuur  in  teekening  gebracht); 
de  gerectifieerde  van  den  tweeeen  graad  wordt  hypocycloide; 
de  omhullende  dus  evolvento  der  hypocycloïde  ^  uitgaande  van 
een  keerpunt.  De  logarithmische  spiraal  wordt  weer  periodisch 
punt  en  eirkel. 
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Vraagstuk  CXLV. 

O  2  f.  Een  veraDderlijke  cirkel  verplaatst  zich  £0O,  dat  hij  in 
in  e&en  stand  een  driepuntige  a^raking  heeft  met  zijn  omhullende 
terwijl  zijn  middelpunt  M  een  gegeven  kromme  (M)  doorloopt.  Men 
bepale  het  krommingsmiddelpunt  van  de  omhullende  der  machtlijn 
van  den  veranderlijken  en  een  vasten  cirkel 

Q.  VAN  DE  Griend  Je.) 

Opgelost  door  J.  van  de  Griend  Jr.  m  W.  Mantsu 

m 

f  t        •    ' 

Oplosaing   t^an  W.  Mantel» 

Het  middelpunt  O  van  den  vasten  cirkel  nemen  wij  tot  oor- 
sprong Tan  een  rechthoekig  ooördinatenstelseU 

Zg  P  het  punt,  waar  de  bewegelijke  cirkel  zijn  omhullende 
aanraakt;  M  is  dan  het  krommingsmiddelpunt  van  (P).  Zg  N 
het  krommingsmiddelpunt  van  (M),  B  en  8  de  projecties  van 
O  op  PM  en  MN;  Q  het  raakpunt  der  bedoelde  machtlgn  mei 
hare  omhullende;  a  de  straal  van  den  vasten  cirkel. 

Wg  geven  de  kromme  lijn  (P)  als  omhullende  der  rechte  Ign 

d?  C08  a  -h  y  sin  tt  =-  ƒ  (a). 

Door  zulk  eene  vergelgking  naar  a  te  differentieeren  gaat 
men  altgd  tot  de  omhullende  oven  Daardoor  overtuigt  men 
zich  licht,  dat  men  heeft 

RP  =  /(a);  OR  =  /'(a);  MR  =  OS  =  r^(a);  SS^Ti^) 

Door  :r  en  y  op  te  lossen  uit 

a;  cos  a  -r  y  sin  a  =  f{a) 
en 

—  «  sin  a  +  y  008  a  =  /(flf) » 

vindt  men  voor  de  coördinaten  van  P 
x=if{a)toëa  —f(a)ma;  y  =  /(a)8ina  +  /'(a)cosir. 
De  coördinaten  van  M  vindt  men  uit 

—  «8in€r  +  yco8a  =  f{a) , 

—  xcosa  —  y  sin  a  =  f^{a) ; 

a?  =  —  f(a) sin a  —  A«) «o» « »  y  =  A«) cos a  —  r^{a) ma. 
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De  a&tand  Tan  M  tot  P  wordt  naar  behooren  gelgk  aan 
f{a)  +  f  (cc).  Uit  de  Tergelgkingen  der  cirkels  vindt  men 
Toor  de  maohtl^n 

2  {x  sin  a  —  yoosa  +  O  ƒ+  2  («cos  a+y  sina— /)/*==/^+/'»— ci>. 

Om  hare  omhuUeade  te  Tinden,  diffiereotieere  men  naar  a\ 
men  vindt 

Boodat  het  raakpunt  Q   op   de  raaklijn  in  P  ligt.    Men  losse 
nu  de  coördinaten  yan  Q  op,  dan  komt  er 

9  =3  /oos  a  —  f  siaa  1-  P  sin  a , 

y  =  fma  +  /'cosa  —  Pcesdr, 

waar  ter  bekorting  is  gesteld 

De  kromtestraal  kan  nu  rolgena  de  formule 

(»« -r  y")"' 
f*      xY  —  y'x" 

worden  berekend,  wat  vrg  langdradig  is.    De  uitkonut  luidt 

^  2/'»(/'  +  0 

I^  komt  neer  op 

OP-a»   /0M\» 


•(■ 


- 


^         2MN      'VOR/  ' 
welke  Torm  gemakkelgk  te  oonstrueeren  is. 

Oplossing  van  J.  van  de  Griend  Jr. 

Het  raakpunt  F  yan  den  cirkel  ligt  op  de  raaklijn  aan  (M); 
het  raakl«unt  Q  Tan  de  machtlijn  op  de  raaklgn  aan  cirkel  (M) 
in  P;  Q  is  het  machtpunt  van  den  vasten  cirkel  O  en  de  twee 
standen  van  cirkel  (M).  Neemt  men  de  wentelingssnelheid  der 
raaklijn  aan  (M)  als  eenheidssnelheid  aan,  dan  ligt  het  snel- 
heidscentrum  van  M  in  het  krommingsmiddelpunt  m  van  (H), 
dat  van  P  in  M.  Het  snelheidscentrum  van  Q  als  punt  van 
PQ  valt  dus  ergens  op  MP;  dus  het 'snelheidseentrum  van  het 
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sngpunt  Q  yan  PQ  en  de  maohtlgn  in  het  snijpunt  q  van  MP 
met  de  loodlgn  Q;  op  de  machtlijn  *). 

De  rechte-  Qq  beweegt  zich  eyenwgdig  met  OM;  de  snel- 
heidsas  rm  OM  ia  Om',  als  m'  de  projectie  van  m  op  OM  is; 
alzoo  kan  de  beweging  van  Qq  voorgesteld  worden  door  een 
SDribeidsas  met  dezelfde  cursaalverhouding ,  die  insgelgks  met 
Q;  aelf  samenTalt  Het  raakpunt  X  van  Q;  (krommingsmid* 
delpunt  der  geaoehte  omhullende)  oTereenkomende  met  het  punt 
O  der  rechte  OM ,  wordt  dus  op  Og  geyonden  met  behulp  van 
de  evenredigheid  Qq  :qX  =  Mm' :  m'0. 

Eeo  tweede  oplossing  vindt  men  door  de  raaklgn  aaa  (M) 
aaar  den  anderen  kant  te  trekken. 

a)  Het  punt  q  valt  in  P.  Dus  de  omhullende  der  machtlgn 
van  den  osculatiecirkel  van  een  cirkelevolvente  en  een  i^^illè- 
keurigen  cirkel,  concentrisch  met  den  basiscirkel,  is  een  evol- 
vente  dezer  cirkelevolvente.  Wordt  cirkel  (O)  de  basiscirkel 
zelf  y  dan  gaat  deze  evolvente  uit  van  het  keerpunt  der  cirkel- 
evolvente. 

b)  Daar  m'  valt  in  M,  valt  X  in  q.  En  daar  hoek  Q;M 
constant  is ,  wordt  (M)  een  schee ve  evolute  van  (q) ;  (q)  is  dus 
een  spiraal  (a)  of  (()  en  (Q)  een  evolvente  dezer  spiraal.  Dus 
de  omhullende  der  maohtlgn  van  den  osculatiecirkel  van  eeo 
evolvente  (P)  eener  logarithmische  spiraal  en  een  cirkel,  die 
de  pool  dezer  spiraal  tot  middelpunt  heeft,  is  een  evolvente 
van  een  spiraal  (a)  of  (6). 

Is  de  spiraalevolvente  (P)  zelf  logarithmische  spiraal,  dan 
wordt  de  omhullende  (Q)  een  spiraal  (a);  cirkel  (O)  is  haar 
basiscirkel  (bevat  het  keerpunt).  Wordt  bovendien  cirkel  (O) 
het  punt  O,  dan  valt  q  midden  tusschen  M  en  P;  (9)  vfoirit 
een  logarithmische  spiraal ,  (Q)  insgelijks.  Is  de  spiraalevolvente 
(P)  een  met  p  verlengde  of  verkorte,  dan  zal  (q)  een  loga- 
rithmische spiraal,  dus  (Q)  de  evolvente  dezer  spiraal  worden 
als ,  in  volstrekte  waarde ,  p^r^  (straal  van  cirkel  O)  want 
dan  deelt  qa  (kromtestraal  van  (q))  OM  rechthoekig  middendoor; 
^o<P  {^^^  o<>k  aIb  o  een  punt  wordt)  geeft  voor  (Q)  de 
evolvente  eener  spiraal  (a)  ^  Vq  "^^p  die  eener  spiraal  (6).  Toor 
rQ<ip   heeft   het   keerpunt   van   (q)  (spiraal  (a))  een  afstand 


*)    Zie  JSnelheidflaaaen*'  7 ,  N.  A.  t,  Wisk.  VX ,  278. 
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(p'  —  To^  oot  a  yan  O  (a  hoek  tuwcben  spinud  en  Toentraal); 

het   besohrijvende   punt  Q   een  afstand  -7-^- ±  — =^  (al 

smacosa      eosa 

naarmate   de   spiraaleToWente  (P)  Terlengd  of  yerkort  is)  van 

dit   keerpunt.    Is   de   spiraaleyoWente  (P)  verlengd,   dan  kan 

(Q)   geen   keerpunt  hebben,   omdat  Q  niet  met  {  kan  samen- 

▼allen  (11  mag  O  niet  voorbggaan).    Is  het  een  verkorte  met 

ro<pcos€r,   dan   sngdt  eirkel  (11)  cirkel  (O)  in  2  bereikbare 

punten  en  (Q)  heeft  2  keerpunten  op  cirkel  (O).  Yoor  ro^rpcosa 

vallen   dese   samen,   (Q)   is  de   evolvente  uitgaande  van  het 

keerpunt   van   (q).    Yoor  r^^Cp  heeft  het  punt  van  grootste 

kromming  van  (q)  een  afstand  Vrf^  —  f^  van  O;  het  bes<Arg- 
vende  punt  Q  heeft  een  afstand  pseca  van  dit  punt.  De 
kromme  (Q)  heeft  altijd  een  keerpunt,  gelegen  op  cirkel  (O). 
Op  de  rectifieerende  hyperbool  vindt  men  in  alle  gevallen 
het  punt  van  uitgang  der  beschouwde  evolvente  als  het  punt 
der  X-as  dat  een  afstand  p  van  de  asymptoten  heeft. . 


Vraagstuk  CXLVI. 

02  b.  Een  kromme  is  bepaald  door  een  vergelijking  s  =  /(/S) 
tusschen  den  boog  en  den  hoek ,  welken  de  voerstraal  met  de  poolas 
maakt.   Is  ^  de  hoek  tusschen  voerstraal  en  raaklijn,  dan  heeft  men 

(Dr.  W.  Kaptsyn.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  Dr.  H.  BniBfEKAMP,  J.  van  dk 
Griend  Jr.,  G.  Hulsteede,  Mej.  Dr.  E.  van  de  Kamer,  Dr. 
W.  Kaï»teyn,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven— Wuthoff  ,  Dr.  J.  G. 
RVTGERS,  Dr.  F.  ScHtJH,  Dr.  C.  Stolp  m  Dr.  A.  van  Tb^tn. 

Oplossing. 

Stelt  r  den  voerstraal  voor,  dan  heeft  men 

.    ,       rde         r 


ds        f  (ö) 
Hieruit  vindt  men 

dr 

d^        dB        rfie)       dr       fiB)    .    , 
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Du  is 

en  hieruit  volgt  terstond 

dB  —  f  (9)^^ 


Vraagstuk  CXLVII. 
H  2  e.     Men  imuigt  de  vetgdijking 

te  herleiden  tot  de  gedaante 

X|  en  X,  sijn  functies  van  x.  (Dr.  W.  Kapteyn.) 

Opgelost  dóor  Dr.  H.  Brsmekamp,  G.  Hulstskde,  Dr.  W. 
Kaftxyn,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven— WijTBOFf  en  Dr.  J.  G.  Rutgers. 

Oplossing  van  Mevr.  A.  G.  Kbrkhoveh— WuTfion*. 
Door  de  substitutie  y  =  tg  ^  gaat  de  velPgélgking  over  in 

g  =  l  +  X.tg^. 

I 

Yergelijken  wij  dit  met  de  uitkomst  van  het  vorige  vraagstuk  • 
dan  blijkt,  dat,  als  wg  ons  een  kromme  denken,  waarvoor  x 
gelgk  is  aan  den  hoek  tusschen  voerstraal  en  poolas  en  s  gelgk 

aan  je'J^^dx  is,  ^  dan  den  hoek  tusschen  voerstraal  en  raaklgn 

voorstelt 
Stellen  wg  den  voerstraal  dier  kromme  door  z  voor,  dan  is 

De  substitutie I  die  wg  moeten  uitvoeren,  is  derhalve 
y=  « :  —  en  Xa  blokt  te  njn  «-»/"»*. 
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Vraagstuk  CXLVIII. 

H5g.     Zij^FH =  5cn«»H =y.    Men    vraagt  een 

lineaire,  homogeene  differentiaalvergelijking  der  tweede  orde ,  waaniit 
de  betrekking  tusscfaen  y  tn  m  kan  afgeleid  .worden. 

'  (Dr.  W.  Kapteyn.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Kaptsyn  en  Mevr.  A.  G.  Kkrkhovkn— 

WiJTHOFF. 

OploBsiog  van  Dr.  W.  Kaptsth. 

Stelt  men  x^z^    dan  wordt 

zss2coBU  en  y»2co8 nu. 


Nu  is 


-y^r  ==  ""  2»*  008  nti  SS  —  n^ , 


du^  ^  \du)   dzr^       di^  dz 


Derhalve  is. 


dar  dz 


of 


Neemt  men  voor  ^^=2  de  waarden  y»2  en  -^^n\  zoo 
vindt  men  de  betrekking  die  verlangd  wordt. 


Vraagstuk 
D  6  9*    Te  bewijzen ,  dat 

'        «         sr        x^        or 
de  asymptotizcbe  pptwikkeÜng  is  van  de  functie 
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•<<— t 


waar  x  positief  is. 


(Dr.  W.  KAPltefH.) 


Opgelost  di>or  Mevr.  A.  G.  KioaucarBN— W^thofp ,  Dr.  W. 
Kaftbvn  €m  Dr.  L  6.  Kimoas. 

*  '  .  ..  •  , 

Oplossing  van  Dr.  J.  G.  RutaERS. 


Zg     8,  =  —  + 


_    IL    ^  (*»  — 0> 

S^  S^  X^  Qf^ 


dan  Talt  slechts  aan  te  toonen,  dat  men  heeft 

Urn.  (I~Sir)a^=0, 

«  =  00 

want  bg  genoegaaam  groote  waarde  Tan  x  is  dan 

(I  — 8.)«»<«. 

■ 

Men  Tindt  nu  bij  substitutie 


lim.  (I  —  8.)  X" 


>itoi_^l<teikM^*A 


«-=00 


^  -  1  •  (w— 1)1       JU    -f 


•  — : 


--r 


■•  =  1 


aj* 


Znv: 


•1=1 


a^TX 


ne* 


«•        rp*^^ 


«=«» 


•  '1 


1  ^^    m!  ^^    Hl! 


M»l 


«MOO 


X 


«•-1 


1-^ 

o; 


=  0, 


«MOO 


hetgeen  te  bewgzen  was. 
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Vraagstuk  CL. 
H  2  O.    Uit  dke  Togelijkuig 

waar  a,  t^  c  ftmcdea  van  x  zijn,  kan  een  lineaire  differentiaalver- 
gelijking der  eerste  orde  worden  afgeleid.  Welke  betrekking  moet 
tuaschen  a^b^e  bestaan,  opdat  deze  vergelijking  homogeen  zij? 

(Dr.  W.  Kaptbvm.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Kaptsyn,  Mevr.  A.  G.  BLutKHovEK— 
WijTHOfF,  Dr.  F.  Schub  ch  Dr.  J.  db  Vriü. 

Oplossing  van  Dr.  J.  ds  Yribb. 
Uit 

(ay  +  6)»  =  6«  —  ac  =  A 

volgt  door  logarithmische  differentiatie 

2(ay  +  6y^  A^ 

Deie  Tergelgking  ia  herleidbaar  tot 

2a  A/  +  (2a'A  -  aA^y  +  (26'A  —  6  AO  =  0. 

Zal  deae  lineaire  difbrentiaalvergelgking  homogeen  weaen ,  dan 
is  te  voldoen  aan 

26'A  —  ft  A'  =  0. 

De  gevraagde  voorwaarde  is  derhalve 

5»  =  *A, 
of 

ac 

-— -  =  Gonst. 
er 


Vraagstuk  CLX. 

H  2  6.    In  de  vergelijking 

dy       «  +  A^+0^ 
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zijn  0y  if  Cf  1  functiea  vaa  x,    Aan  te  toonen,  dat  deze  yerge- 
lijking  geïntegreerd  kan  worden,  als  voldaan  is  aan 

d  —  acX-A^  —-  =  o. 
dx 

(Dr.  W.  Kaptkyn.) 

Opgelost  dMfr  Dr.  H.  Bumskamp,  G.  Hulstskdb,  Mg,  Dr. 
E.  VAN  DE  Kamer  ,  Dr.  W.  Kaptevn  ,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven — 
WqTHOFF,  Dr,  J.  G.  RuTGBRS  tft  Dr.  F.  Schuh. 


Oplossing  van  Mej.  Dr.  £.  tak  de  Kamer. 

De   differentiaalyergelgkiiig   iidx  +  Kdy -=  O  besii  een  inte- 
greerenden fisctor  /£  =  fix)  9  als 


m       dN\ 


een  fonotie  van  x  is. 

De  gegeven  vergdgking  zou  dos  moeten   voldoen  aan  de 
voorwaarde 

d\ 
ft  +  2cy  +  — r  =  (X  +  y)#(«). 

Hiertoe  is  noodig,  dat  men  heeft  f  (x)  =2c,  en,  dien  ton  gevolge, 

dX 
dx 


Oplossing  van  Dr.  3.  G.  BüTaKBS. 
Door  de  sabstitatie 

gaat  de  gegeven  vergdgkii^,  na  eenige  herleiding,  over  in 


dx 
dx 


=^2cz  +  2ia—  b\  +  e\^)  +  2  Ib  —  2c\  +  ^\ ^. 


2Sg  is  dus  lineair,  en  daardoor  intograbel,  wanneer  men  heeft 

b  —  2eX  +  -^=Q. 

dx 
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Vraagstuk  CLII. 

CIO.  zi,  ».-.  ^^.  «a=-j^,,  «n-^.  *"  =  è;5;' 

fl«  =  ^^  en  D»  =  «„»  -  fl„fl„. 


dy» 


Welken  vonn  verkrijgt  de  differentiaalTetgelijking 

èD\  .    èD  dD 


=  3 


è. 


^.(01 


«anneor  men  O,  en  ƒ  als  onafhanket.^k  Terandeifijken  neemt? 

(Dr.  W.  BLaptew.) 

Oplossing  mm  Dr.  W.  Eaptstv. 
Stel  0]  =  S,  dan  is 

d>D\      d>D     ds   .  d>D    d$     d£      dD     d>g 


+ 


+ 


Vè«èy)~ 
/d»Dx     »D  /dS\»     d«D  d»D     dS 


d5èy '  da;      05»  *  è*  '  dy       è5  *  èardy' 

d»Dx      d»D  / d? \»  .  d»D   _  d»D     dS  .  dD    ^ 

d€*dy» 


+ 


Stel  nu 


dD  _        dD 


^-D      — ^ 
dp         " '  d5dy 


d»D       _      d»D       _ 


V 


dan  is 


l^j  =  öii*i>ii  +  «lil  A . 
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Nu  Tindt  men 

—  2«„D»D„  +  2e„üDM  +  3e„D»D,»  -  8d„Da>  + 

+  2DD.  [Mm  -  2«,,9„a  +  Ö„«,«l  =  0. 
Nu  volgt  echter  uit 

zoo  men  naar  x  differentieerti 

2DDi6||  =  26,20na  —  ^iiiöaa  —  ^ii^iaa- 
Voert  men  dit  in,  dan  komt  ten  slotte 

2D*D„  -  2DDia  +  D'D,»  +  SDj»  =  0. 

Vraagstuk  CLIII. 

H  8  f.     X,  en  X,  zijn  functies  van  4p,  Y,  en  Yj  functies  van  y. 
Zij  AsXiY)  —  X3Y,.    Men  vraagt  de  algemeene  integraal  van 


^-^-^^Hf-^'h")-^ 


(Dr.  W.  Kaptiyn.) 

Oplossing   van  Dr.  W.  Kapteyn. 

Xa 

Een  particuliere  integraal  is  9,  =  — ;  stelt  men  nu 

dan  komt  men  tot 

Wux.  Opa.  ,  01.  IX.  31 
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Stelt  men  hierin  ir=:  A  :  9,  dan  gaat  de  voorgaande  verge- 
Igking  over  in 

Dese   vergelgking   bezit  de  particuliere  integraal  z^  =  YfY,; 
men  stelle  daarom 

dan  komt 

dii  bu  Xa   èYa  ^^ 

'  dy  dx  Ya     èy 

Wanneer  men  nu  nog 

u  =  Ya'^ 
stelt,  zoo  verkrijgt  men 

d/  dl 

vraaruit  volgt 

zijnde/eene  willekeurige  functie  van  het  argument /X2cb;4-/Ya''y. 
Derhalve  is  de  algemeene  integraal  der  gegeven  diiferentiaal- 
vergelgking 


Xa  A 


of 


Ya"  Y,(Y,+Ya/)' 


Y,+Ya/- 


Vraagstuk  CLIV. 
C  1  e*     Als  gegeven  is 

vraagt  men,  welken  vorm  de  vergelijking 
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aanneemt,  wanneer  v  en  9  als  onafhankelijk  veranderlijken  worden 
ingevoerd.  (Dr.  W.  Kaptsyn.) 

Opgelost  door  G.  Hulstesdb  en  Dr.  W.  Kaptsyn. 


Oplossing  van  G.  Hülstbbdb. 

Wanneer  we  hot  differentieeren  naar  u,v,Xj^,  met  constant 
houden  van  o,  u,  y,  x,  door  toevoeging  van  de  indices  ly  2, 
3 9  4  aanduiden,  krggen  we  door  z^f{x^  y)  partieel  naar  u 
en  V  te  differentieeren , 

«22  =  «^8«aa  +  «ly»  +  «33^*  +  2«84a?2y,  +  «44ya*. 

Uit  dese  vergelgkingen  aouden  we  ^3,,  2^,  044  moeten  op- 
lossen en  substitueeren  in  de  gegeven  vergelgking,  als  het  in 
dit  bijzonder  geval  niet  voor  de  hand  \^  x^f  z^^  z^,  z^^  z^ 
te  elimineeren  met  behulp  van  de  vergelijking 

—  M  :=  «33H  +  2^4K  +  ^44L. 

Men  verkrggt  dan  de  vergelgking 


«1 

a?i 

yi 

0 

0 

0 

»t 

Xi 

y» 

0 

0 

0 

«Il 

«II 

yii 

«,» 

2*,y, 

yi' 

«ia 

«ia 

y» 

«i*a 

*iya  +  «ayi 

yiya 

«b 

Xn 

ya» 

«.» 

2a-aya 

ya» 

-M 

0 

0 

H 

2E 

L 

0. 


Uit 


volgt 


Oplossing  van  Dr.  W.  Eaptkyk. 


il 
du 


da; 


en 


de 
dr 


dsB 


dy 


^d7  +  «dr 


21' 
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waann 


P  = 


dz 

dy 

d» 

du 

d« 

by 

do 

do 

:D 


?  = 


D  = 


Uit 

/  ö*  \'  ■  „    ö*    dy    , 


da; 

ds 

du 

d« 

ds 

èz 

dr 

do 

d« 

öy 

du 

du 

d:r 

dy 

do 

do 

Êï 


:D, 


+^d;r»+ï 


è^; 


dudr 


=  r 


dj?    dd; 
du 


^^  -L    ^  ^"^    dy        da?     dy  \ 
dr  \  du    dr         dr    du  / 


+ 


dudo  ' 


do» 


/d*\»  .   „    d*     dy    ,   ,/dy\*  ,      d», 


X 

5" 


d*y 
«d^ 


volgt,  Koo  men  stelt 


dM> 


A  =  — c-r+pT-5  +  3 


dl*» 


d^a;  da?  dop 

du*  du  dr 

d^  dy  dy 

du»  du  dr 

d*-?   d«  da? 

du»  du  de? 


:D, 


8--,^+,^+,*''' 


dud<9         dudp 


dudr 


dudt^ 
dV 

dude? 
d^^ 

dudf 


dx  dx 

du  di? 

}v  ^ 

du  dl' 

d^  d^ 

du  dl' 


D, 
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C  = 


-^+1»^  +9 


df'  du  dv 

yy  dy  dy 

do'  du  do 

d*.z  dz  dz 

do'  du  do 


:D. 


'm'^-iï^'m^-'o- 


^1     (^  ^  . 


do?    dj? 


de;     du/  èu    dr 


+  B  =  0, 


(^^^-^^^'(^T--»- 


Yoegt  men  hierbg 

Hr  +  2Ks  +  L<  +  M  =  O , 
dan  komt  men  door  eliminatie  van  r,  9  en  i^  tot  de  vergelgking 


Uw' 

d^     dx 
di«     d& 


d« 
du 


du 


du 
dx 


do  "^  do 

t  dx    dy 
do     do 

2K 


dy 

dw 


du    do 


B 

C 
M 


=  0. 


Vraagstuk  CLV. 

H  9  a.     Bepaal  de  beide  intermediaire  integralen  van 

Hr +  aKJ  +  L/=o,• 
waa^ 

L  =  (I  -t-/*)  («  +  fp)  (*  4-  f?)  -  ^  («  +  ^/)». 

(Dr.  W.  Kaptbyn.) 

Opgelost  door  Mej.  Dr.  E.  vak  de  Kamer  ,  Dr.  W.  Kapteyn 
£n  Dr.  F.  Schuh. 
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Oplossing   ran  Dr.  F.  Sghuh. 

De   intermediaire  integralen  worden  gevonden  uit  de  verge- 
igkingen 

üdy^--2Kdxdy  +  Lobfl  =  0 l)i 

Udpdy  +  Ldqdx  =  O 2), 

dz  =  pdx  +  qdy 3)« 

Let   men   op  de  waarden  van  H,  K  en  L  zoo  kan  de  ver- 
gelgking  1)  als  volgt  geschreven  worden 

[(6  +  cj)dy  +  (a  +  cp)dap]n6pï  — a(l+^«)-cpJrfy- 
—  \apq  -  6(1  +  p')-c<il  ds]  =  0. 

Aan   deze  vergelijking  kan  op  twee  wgzen  voldaan  worden, 
óf  door 
\bpq  ^  a (l+q^)  —  epl  dy  —  \apq^b{l+p^)  —  cq\dx  =  0..\a), 

óf  door 

(b  +  cq)dy  +  {a  +  cp)dx  =  0    .     .     .     .     \b). 

Is  aan  la)  voldaan,  dan  levert  vergelijking  2) 

(b  +  cq)dp  "(a-^-cp^dq^O   .     .     .     .     2a); 
is  daarentegen  aan  16)  voldaan  ,  dan  vindt  men  uit  vergelgking  2) 
\bpq  -   a(l+3«)- cp|dfp +{ap}- 6(1 +p»)  —  cj}  dj  =  0.. 26). 

Uit  vergeljjkiog  2a)  vindt  men  door  integratie 

^  =  C 2«)' 

6+  cq 

Voor  vergelijking  la)  kan,  wegens  3),  gesebreven  worden 

{6p  —  ay)  rfa?  —  (a  +  cp)  </y  +  (6  +  cj)  dx  =  O, 
of 
J6  (a  +  qp)  -  a  (6  +  cq)l  dz  — c{a  +  cp)dy  +  c{b  +  cq)  dx, 

of  met  het  oog  op  2a)' 

(6C  --ojdz--  cCdy  +  cdx^O. 

Door  integratie  verkrijgt  men  hieruit 

(6C  —  a)z  —  cCy  +  c»  =  D , 


OPGAVEN.    N».  166.  827 

of,  als  men  Toor  C  de  waarde  ait  2ay  substitueert , 

{hz  —  cy)  .  ^— J  —  CI2?  4-  ca;  =  D. 
o  'T  cq 

Men  krijgt  een  intermediaire  integraal  als  men  D  door  een 
willekeurige  functie  van  C  Tervangt    Zoo  vindt  men 

g(6 4-  c})  -  y  (g  -f  cp)  +  g(ip  —  aq)  ^     /a  +  cpX 

6  +  c}  ^\b+cql   •  '  •     ^• 

De  tweede  intermediaire  integraal  moet  uit  de  Torgelijkingen 
16)  en  26)  worden  afgeleid.  Worden  iii  26)  als  nieuwe  ver- 
anderlgken  ingevoerd 

a  +  cp  =^  p'    en    6  +  cj  =  j', 

dan  gaat  deze  vergelgking  over  in 

I  bp'q '  —  ag  '^  —  (6»  +  c»)  p'  -f  abq' }  dp  + 

-|.  lap'q'  —  bp'^  —  (a«  +  c*)  ?'  -I-  ö6p'}  dq'  =  0. 

Door  de  substitutie  q'  =  vp'  gaat  deze  over  in 
\2abv  —  i»  -  c«  -  (a«  +  c»)f?a|  dp'  + 

+  \ab  —  (a»  +  c*)  v\ pdv  +  {av  -  6) p'^dv  =  0. 

Na  deeling  door  p'^  vindt  men  hieruit 

{(aa+  ca)r«-2a6p+6»+ca|d/--;)— Ka*f^c*)f— a6|/-W=(6  -aü)rf©, 
of 

\p^)  ^        (0^4  g»)p  — flfc         M  V b  —  av 

dv     ^(a»-(-c*)t?2— 2o6r+62+c*  \p7  "  (aHc»)r»— 2a6©+6*+c*' 


Van  deze  lineaire  diiFerentiaalvergelijkiog  is  de  oplossing 

av  —  6 
2a6ip+6»+c»{"'' 


-  =  {(aa+ca)p^-2a6r+6Hc*r/« 


De  hierin  voorkomende  integraal ,  die  we  door  I  voorstellen , 
herleiden  we  door  de  substitutie 

ab 


a^-^-c^ 
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Men  rindt  dUn 


j  ^  /•{a(a»+c')»~&<i«}(a«  +  c»)% 


Door  de  sabetitotie 


c  Va*  -f  6»  +  <ï» 


*  =  — ^TT^— *«♦ 


vindt  men  rerder 


1  = 


1 


—  1 


—  /  [a  K'a^  +  6^  +  (^  sin  ^  —  6c  C08  f  ]  d^  s 


—  [a  Va^  +  b^  +  c^coB  f  +  bc  %in  f], 


of  daar 

c  Va^  +  b^+c^  .  (a^  +  c^)z 

cos  é  =  j  sinf  =  — 

is, 

a  (a»  +  6*  -I-  <?)  +  ó  (a»  +(?»)« 


(aa+  fta  +  c»)  ]/  {(a»  +  c>)  [(a^^ c2)a«a  +  c*(a»  +  6a  +  c>J]( 

6r  +  ö 


De  oplossing  der  differentiaalvergeiyking  is  dns 


of  wegens  v  =^  q' :  p\ 

èq'  +  ap' 


1  =  EK(aa  +  ca)3'a-2a63y+(6a+c»)p'a  +  _^--J_^, 
c  «  6j  -  op  ^  j,  V/(cy  +  6)a  +  ((y+a)a  +  (aj-fcp)a, 


a«  +  6»  +  c» 
(cy+ty +(cp+a)H(a?-  bpf 


(c  -  69  —  ap)a  {a»+  b^+c^f  1? 

(^a  +  ^  +  ,>)  (1  4-  p'  +  g»)  ^  p  ^  ^ 
(c  —  i  j  —  ap)a  ' 


=  F, 
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(c  —  *j  —  op)* 

Dit  is  de  integraal  der  Tergelyking  (2ft)* 

Voor  de  vergelgking  16)  kan  men  met  het  oog  op  3)  sohrijyen 

Door  integratie  vindt  men  hieruit 

ax  -^  6y  4-  öB  =  H. 
De  tweede  intermediaire  integraal  is  dus 

1    +  P*   +   }»  /  I       L.        I  ^  TI\ 

(e-ig-ap)»=»^^^+^  +  ^^^   ....    II) 
waarin  f  weer  een  geheel  willekeurige  functie  voorstelt. 

Vraagstuk  CLVI. 

14  a.     Te  bewijzen ,  dat  5/1  geen  quadraatrest  is  van  bet  ondeel- 
bare getal  8«  —  5.  (W.  Mantel.) 

Opgelost  door  Dr.  H.  Brbmekamp,  G.  Hulsteede  ^W. Mantel. 

Oplossing  van  G.  Hulsteede. 

Maakt  men  gebruik  van  het  symbool  van  Legendre  I — j  dat 

geiyk  is  aan  +  1  of  aan  —  1 ,  naar  gelang  m  al  of  niet  quadraat- 
reat  is  van  bet  ondeelbare  getal  p,  dan  vindt  men  volgens 
bekende  regels 

/     5it    \  ^  /5«+n(8tt— 5)\  _  /   8w^  \  _  /    2w    \*  f     2     \  _ 
\8if— 5/'*(      8n— 5     /"■  \8n-5/ ^\8n  — 5/  \8n  — 5/~ 

=  (±  1)»  (—  l)è(8«^6-i)  =  (~  l)4«^«  =  —  1. 


Vraagstuk  CLVII. 

J 1  a*  Op  hoeveel  wijzen  kan  een  product  van  n  getallen  worden 
berekend ,  wanneer  de  Actoren  op  verschillende  wijze  gerangschikt 
en  samengevoegd  worden?  (W.  Mantel.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  G.  Hulstsbde  en  W.  Mantel. 
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Oplossing  van  W.  Mantel. 

Zij  Pa  het  aantal  manieren,  dat  men  vindt  zooder  verwiase- 
ling;  het  geheele  aantal  is  dan  P«xn!  Eene  betrekking  voor 
Pm  vindon  wij  door  op  te  merken,  dat  de  laatste  vermenig- 
vuldiging het  product  geeft  van  het  product  der  eerste  a  factoren 
met  het  product  der  (n  —  a)  volgende;  hierbij  kan  a  alle  waarden 
van  1  tot  {n  —  1)  hebben.  De  gedeeltelijke  producten  kunnen 
hier  op  P.  en  P.^a  manieren  worden  voorgesteld.  Dus  geldt 
de  formule 

P.  «  P.P.-,  +  PaP.-2  +  PjP— 8  +  . . .  4-  P.-iPi. 

Uitgaande  van  P,  =  1  kan  men  door  deze  formule  de  waarden 
van  P«  achtereenvolgens  voor  n  =  2 ,  3  . . .  berekenen. 

Eene  onafhankelijke  formule  kan  men  hieruit  afleiden  door 
de  reeks 

f(x)  =  P,x  +  P^  +  P,x»  +  . . . 

te   hulp   te   nemen.    Verheft   men  beide  leden  tot  de  tweede 
macht,  dan  vindt  men 

{ /(x)|»  =  P,  V  +  (P,P,  +  P,P,)  x>  +  (P.P,  +  P,P,  +  P,P,)ar*  +  . . . 

Wegens  de  herleidingsformule  is  dus 

{/(»)!"  =  fix)  -  P,«  =  fix)  -  X. 
Dus  heeft  men 

^,  X       .  c*      ,.      .  X..       ^         1      4V        1.3      4V 
f\  J      ïï        V  ;  i        22  ^  1.2      2»        1.2.8     2* 

zoodat 

1.3.6...(2n-3)    ^ 2.6.10... (4n— 6) 

* "  1.2.3...      n       '  2^^  ~  iTl 

Het  gevraagde  getal  is  dus  2.6.10...  (4n  —  6). 

Oplossing   van  G.  Hulsteedk. 

Onder  het  product  [i(ac)«|  {db)]  [....]  worde  verstaan,  dat  a 
vermenigvuldigd  wordt  met  c;  dat  product  met  ê;  dit  nieuwe 
met  het  product  van  d  met  b;  het  komende  met  weer  een 
ander  product.  Aan  bovenstaand  product  kan  men  onderscheiden 
de  permutatie  acedb ...  en  het  schema  [}(xx)x{  (xx)]  [xxx..]- 
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Daar  men  in  elk  schema  Tan  n  plaatsen  de  n\  permutaties  der 
n  letters  kan  plaatsen ,  zonder  dat  men  ooit  tweemaal  hetzelfde 
product  krggt,  is  a;«  =  n!y«,  als  men  onder  Xn  het  gevraagde 
aantal  producten  en  onder  y«  het  aantal  schema's  van  n  plaatsen 
Terstaat.  Elk  schema  Tan  n  plaatsen  is  het  „product* '  Tan  een 
Tan  p  met  een  Tan  n  — p  plaatsen  terwijl  j?=  1,  2,  8...n — 1 
kan  zijn.  Om  alle  schema's  Tan  n  plaatsen  te  krijgen,  neme 
men  dus  alle  paren  schema's,  die  samen  n  plaatsen  tellen. 
Men  Tindt  zoo,  door  alle  mogelijkheden  te  combineeren, 

y.  =  y,y.-i  +  yay.-9  +  yiy—s  + . . .  +  y— sya  +  y--iyi- 

Daar  yi  =  1  is,  heeft  men  alzoo 

ya  =  yi 

ys  =  yiya  +  y^ 

Vé  ^  yiya  +  y^2  +  Vs 

Vs  =  yiy4  +  yays  +  ysy»  +  Vé 


Yat  men  de  links  geplaatste  factoren  Tan  elk  product  als 
^onbekenden"  op,  dan  kan  men  deze  op  de  gewone  manier 
^oplossen".    Men  Tindt 


Vi  =  I  yi  I 


y3  = 


1 

0 

Vi 

Vt 

1 

y» 

y» 

Vi 

y* 

^4  = 


— . 

1 

Va 

y» 

y» 

1 

0 

0 

Vt 

y* 

1 

0 

y» 

y» 

Va 

1 

y* 

y* 

y» 

y> 

Vs 

enz. 


Wanneer  men  na  in  den  determinant  van  y»  de  rechterkolom 
naar  den  linkerkant  rerplaatBt,  wat  met  (n  —  1)  teekenwisse- 
lingen gepaard  gaat,  krijgt  men  de  , determinanten  van  gebro- 
ken functies."  Deze  hebben  (zie  Pascal  ,Die  Determinanten" 
§  41)  de  eigenschap,  dat  uit 

f(z)  =  1  +  ya«  +  ya**  +  y4i»  +  . . ., 

TOlgt 


1 


=  1  -  I  y,  U  + 


Va 

y» 


1 


e»- 


^2 

1      0 

^3 

y«   1 

y* 

y»    Va 

a'  +  . . .  . 
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In  ons  geval  ü  dos 
1 

=  1  ~ y.«  +  (- i)' yi«» - (- 1)» y,«» 4  .... 


♦  («) 

Hieruit  volgt 

'♦(«)  +  —r.  =  «r+  1  -  y,«=  1. 
♦  (*) 
Doe 

♦»(«)--♦(«)+ 7  =  0, 


Het  boTenste   teeken    vervalt ,   daar  f  (z)  geen  term  —  mag 
hebben. 

♦^*^=  i  J^  -  <*  -  ^*(^)  +  C* (4«)> -  C»4 (4«)»  +...)! 

=  Ci2  -  (?4  2»a  +  C»j2»2»  -  C*|2V  -I 

Door  vergelijking  der  twee  reeksen  voor  ^(e)  vindt  men 

y.==(_l)-  +  i2»^iC-4, 
of 

«.  =  (-  i).+i2*.-i  H-i)(-i)..-l  2~)r       2 

1  .  2  .  8     . . .    (h  —  1)  n 

Dus  ook 

/      2h  —  6\ 

1  .  2  .  8      ...(»—  1) 
Daaruit  volgt 

y,        4fi  —  6 

Dus  is 

Xn  « !  y» 

^"         =  4n  -  6. 


Xn-i      (n  -  l)!y»_i 
Daar  x,  =  1  en  o:,  —  2  is ,  heeft  men 

a:,  ;=  i  X  2  X  6  X  10  X  14  X  . . .  (4w  -  6). 
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Vraagstuk  CLVIII. 

N^  1  d.  Bepaal  de  meetkundige  plaats  der  middelpunten  van  de 
quadratische  oppervlakken,  welke  vier  gegeven  vlakken  aanraken 
en  drie  toegevoegde  middellijnen  van  gegeven  richting  bezitten. 

(J.  Neuberg.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  Dr.  H.  Bremekamp,  E.  D.  J. 
DE  JoNGH  Jr.  en  W.  Mantel. 

Oplossing  van  J.  A.  Barrau. 

Neemt  men  de  assen  van  een  coördinatenstelsel  evenwfjdig 
aan  de  gegeven  richtiogen  en  heeft  het  middelpunt  de  coördi- 
naten £,  i|,  (,  dan  is  de  vergelijking  van  het  quadratisch 
oppervlak  van  de  gedaante 

a(a:  — 5)^  +  6  (y-  ,)»+ c(«  -  O"- 1  =  0. 
Het  raakvlak  in  het  punt  (X,  T,  Z)  wordt  aangewezen  door 

Zal  dit  samenvallen  met  een  gegeven  vlak 

A,a:  +  Bjy  +  Cj«  -  1  ^  O 
of 

A|  (a?  -  £)  +  B,  (y  -  n)  +  C,  («-©  + A,?+B.i,  +  C,?:-  1«0, 
dan  moet  voldaan  zgn  aan 

a(X--g)^6(Y--»,)^c(Z~g)^         1 

A,  B,  C,  1- A,5-B,n-C,c' 

Lossen  we  hieruit  (X  —  S) ,  (Y  —  i|)  en  (Z  —  J)  op  en  sub- 
stitueeren  de  verkregen  waarden  in 

a(X-5)»  +  6(Y-,)^  +  c(Z-O'-l=0, 
dao  komt  men  tot 

abc 

lijnde  de  voorwaarde  welke  vervuld  moet  zijn  opdat  het  qua- 
dratisch oppervlak  aan  het  eerste  der  platte  vlakken  raakt. 
Denken   we  voor  de  andere  drie  platte  vlakken  de  overeen- 
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komstige  Toorwaarden  opgeschreven,  dan  geeft  eliminatie  van 
a,  6  en  c  de  vergelijking  der  gezochte  meetkundige  plaats.  Na 
vervanging  van  (£  i  9 ,  Q  door  loopende  coördinaten  vindt  men 


(A.ar  +  B,y  +  Q^z  -  If 

A.» 

B.» 

c.» 

(A^  4-  B^  +  (V  -  1)* 

A.» 

B,» 

c,» 

(A,»  +  B,y  +  C,»  -  1)« 

A,» 

B,« 

C,' 

(A,aj  +  B^  +  0,z  -  1)» 

A4» 

B4* 

C4» 

=  0, 


duB  weder  een  quadratiech  oppervlak* 


OploBBing  Win  W.  Mantkl. 

Zjj  ABCD  het  gegeven  viervlak.  Neem  een  punt  O  in  de 
ruimte  willekeurig  aan ,  en  bepaal  het  oppervlak  van  den  tweeden 
graad  met  O  tot  middelpunt ,  met  drie  toegevoegde  middellgnen 
in  de  gegeven  richtingen,  en  rakende  aan  de  vlakken  ABC, 
ACD,  ADB. 

Dit  oppervlak  zal  nu  wel  niet  aan  het  vlak  BCD  raken. 
Vergroot  of  verklein  het  dan  ten  opzichte  van  k  als  gelgk- 
vormigheidspunt ,  totdat  het  aan  BCD  raakt;  dit  kan  op  twee 
wijzen  gebeuren,  zooals  aansohouwelgk  blijkt  bg  de  ellipsoïde, 
die  aan  den  eenen  of  aan  den  anderen  kant  van  BCD  kan 
liggen. 

Op  de  Ign  AO  liggen  dus  twee  punten  P|  en  P,  van  de 
meetkundige  plaats;  zg  worden  gescheiden  door  het  vlak  BCD 
en  hun  afistanden  tot  BCD  zijn  evenredig  aan  hun  afstanden 
tot  A. 

De  gevraagde  meetkundige  plaats  is  dus  een  oppervlak  van 
den  tweeden  graad,  dat  ABCD  tot  poolviervlak  heeft. 


Vraagstuk  CLi:f(. 


N'  1  i.     Als   a,  /9  de  afetanden   voorstellen  van  een  rechte  tot 
twee  gegeven  punten,  vraagt  men  den  stralcncomplex  te  onderzoe- 


ken ,  welke  door  — r  4- 


^ 
*» 


=  I  is  bepaald. 


(J.  NCUBBRC) 
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Oplossing   van  J.  Neuberg. 

1.  De  bedoelde  complex  F  is  bestand  tegen  wenteling  om 
de  as  AB;  men  zou  hem  dus  een  omwentelingscomplex  kunnen 
noemen. 

Beschrgft  men  met  A,  B  als  middelpunten  bollen -waar?an 
de  stralen  a,  /3  aan  de  gegeven  yergelgking  Toldoen,  dan  be- 
hoort de  congruentie  gevormd  door  de  gemeenschappelijke 
raaklgnen  dezer  bollen  geheel  tot  F. 

De  raaklgnen  door  een  der  gelijkvormigheidspunten  S  dezer 
bollen  vormen  blijkbaar  den  complexkegel  (S)  van  S.  Men 
ziet  gemakkelgk  in,  dat  elk  punt  van  AB  slechts  voor  twee 
bollen  (A,  a),  (B,  /3)  gelgkvormigheidspunt  is.  Derhalve  is 
F  een  quadratische  complex. 

Voor  öf  4-  /3  =  AB  =  den  \  a  —  /3|=d  gaat  telkens  een 
der  complexkegels  (S)  over  in  een  dubbel  te  tellen  vlak  lood- 
recht op  de  as;  zulk  een  punt  worde  bisingulier  genoemd,  ter 
onderscheiding  van  een  singulier  punt,  waarvoor  de  complex- 
kegel uit  ttvee  stralenbundels  bestaat 

Voor  a  =  /3  =  ai  :  Via^  -f-  6*)  =  R  heeft  men  een  complex- 
cylinder  behoorende  bij  bet  oneindig  ver  gelegen  uitwendige 
gelgkvormigheidspunt 

2.  De  doorsnede  van  twee  bollen  (A,  a)j  (B,  j3)  is  een 
cirkel  y  waarvan  de  raaklijnen  complexstralen  zgn.  De  meet- 
kundige plaats  dezer  parcUMcirkels  is  een  bol. 

Bepaalt  men  nl.  op  AB  een  punt  O ,  zoo  dat  AC  :  GB  =  a^ :  6' 
is ,  dan  levert  het  theorema  van  Stswabt  voor  elk  punt  P  van 
een  parallelcirkel  de  betrekking 

a*d      — s         t^d       — 2  — =a  a^6^d^ 


a*  +  6*  a«  +  6»  (o*  +  b^T 

Nu  is  evenwel 

fl^  BP'  -)-  6*  .  AP*  =  a^6^ 
Dus  wordt 

^a_a«6'(a'4-^-rf')_   , 

eo  C  is  het  middelpant  Tan  een  bol ,  die  alle  parallelcirkels  berat, 
dos  alle  complexstralen  aanraakt,  die  loodrecht  op  de  as  staan. 
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In  een  meridiaanTlak  worde  op  AB  als  schuine  sgde  een 
rechthoekige  driehoek  ABF  geteekend ,  zoodat  AF  :  BF  =  a  :  b. 
Dan  is  C  blijkbaar  de  projectie  van  F  op  AB. 

Neemt  men  nog  op  FA  en  FB  achtereen  volgens  de  panten 
A'  en  B'  aan,  soodat  FA'  ==  a  en  FB'  =  6  is,  dan  heeft  men, 
als  C'  het  sngpunt  Tan  A'B'  en  FC  aanwgst, 


¥C  =  abd:  (a»  +  b^)=p  en  FC'  =  ab  :  Va»-hi»  =  R. 

Wg  kunnen  nu  drie  soorten  van  complexen  onderscheiden: 

a)  complex  Fi ,  waar  </^  <  a^  +  &'  is.  Er  zijn  bestaanbare 
parallelcirkels I  gelegen  op  een  bol,  met  straal  r  =  VR^  —  P*i 
die  de  as  in  twee  bisioguliere  punten  D,  E  snijdt.  De  punten 
der  as  buiten  DE  hebben  bestaanbare  complexkegels; 

b)  complex  Fj  met  cP  ^=  a^  -{-  b^.  Bol  (C)  is  in  een  bisin- 
gulier  punt  C  overgegaan;  alle  overige  punten  der  as  hebben 
bestaanbare  complexkegels; 

c)  complex  F,  met  cP  <  a^  +  i^  Er  zgn  geen  parallelcirkels 
en  alle  punten  der  as  hebben  bestaanbare  complexkegels. 

3.  Door  C  leggen  we  een  vlak  fi  dat  in  het  pnnt  Cq  lood- 
recht staat  op  den  willekeurig  gekozen  complexstraal  g. 

De  projecties  van  A  en  B  op  /u  noemen  we  A|  en  B|. 

Stelt  men  CCo  =  79  Z  (^9  <^)  =  A,  en  bedenkt,  dat  AiCo'^^a, 
B|Co  =  ^  is ,  dan  heeft  men  vooreerst 

Wegens  AiC :  CB,  ss  a'  :  £2  levert  verder  het  theorema  van 
Stbwart  voor  driehoek  A,B,Co  de  betrekking 

a» .  BiCo' +  i« .  a;Co' =  (a»  +  *»)  y»  +  -^-—^  A^B,». 

Cr  "T  V 


Daar  A|B,  =  ABsin A  =  dsinX,  vindt  men  uit  de  laatste 
twee  vergelijkingen 

Deze  vergelijking  kan  als  bepaling  van  F  dienen ,  als  men  7 
en  X  als  veranderlijken  beschouwt.  Uit  haar  blijkt,  dat  G  als 
middelpunt  van  F  is  te  beschouwen. 


:i> 


/ 


/ 


De  volgende  vroeger  verschenen  uitgaven  zijn  tegen  de  daarbg 
aangegeven  prijzen  te  ontbieden  bij  den  Ondervoorzitter,  Dr.  D. 
Coëlingh  ,  Amsterdam  ,  Mauritskade  58 ,  bij  wien  men  ook 
klachten  inbrengen  kan  over  eventueele  onregelmatigheden  in  de' 
toezending  der  uitgaven  van  het  Genootschap. 

Feestgave  van  het  Wiskundig  Genootschap  ter  gelegenheid 
van  zgn  honderdjarig  bestaan,  bevattende  de  herdruk  van  twee 
zeldzame,  merkwaardige  HoUandsche  werken  [(Corte  onderrich- 
tinghe  dienende  tot  het  maecken  vande  reductien  van  de  tacx- 
custingen  tot  gereede  penningen,  om  dien-volgende  te  eysschen 
en  ontfangen  den  veertichsten  penning  op  alle  vercochte  of 
vervreemde  onroerende  goeden,  volgende  tplacaet  der  Heeren 
Staten  van  den  xxii  Decembris  1598)  en  (Waerdye  van  Lyf-renten 
naer  proportie  van  Los-renten ,  geteekend  Johan  de  Witt,  1671)] 
in  den  handel  /6,00 voor  de  leden  /3,00. 

Register  naar  eene  wetenschappelijke  verdeeling  op  de  werken 
van  het  Wiskundig  Genootschap,  Amsterdam,  1885 

in    den   haftdel   fSfiO     ....     voor  de  leden  /1,50. 

Grondslag  van  een  bibliographisch  repertorium  der  wiskundige 
wetenschappen  (naar  den  franschen  tekst  bewerkt),  Amsterdam,  1892 
in   den   handel   /*2,Ü0     ....     voor  de  leden  fifiO. 

Vooridrachten  over  den  Grondslag,  per  vel 

in   de.n   handel   /0, 80     ....    voor  de  leden  f  0^15. 

Nieuw  Arc^Jiief  voor  Wiskunde,  eerste  reeks,  twintig  deelen, 
tweede  reeks,  rfeel  1  en  2,  per  deel 

in   den   han^Jel  ƒ4,00     ....     voor  de  leden  /2,00. 
(De  volgende  dvjelen  per  deel 

in   den   handel  ƒ6,00     .     •     .     ,     voor  de  leden  ƒ3,00. 
en  per  overcompleet^  aflevering 

in   den   handel  /l,50     .     .     .•    ,     voor. de  leden  ƒ0,75). 

Wiskundige  Opgaven  met  de  oplossingen ,  nieuwe  reeks , 
deel  1—8  per  deel 

in   den   handel  ƒ6,00    ....     voor  de  leden  /3,00. 
en  per  overcompleete  aflevering 

in   den   handel   ƒ1,00     ....     voor  de  leden  /0,50. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques ,  deel 

1  — 10,  van  elk  twee  stukken  h  ƒ4,00  en  bij  overcompleete  stukken, 
per  stuk  ƒ2,00. 

Tables  des  matlères  ies  volumes  I— V.    .    .    .    ƒ2,00. 
„  »  »  w  j»     ^' — A. ,     .     .     ,    ƒ3,00. 


De  volgende  vroeger  verschenen  uitgaven  zijn  tegen  de  daarbij 
aangegeven  prijzen  te  ontbieden  bij  den  Ondervoorzitter,  Dr.  D. 
CoELiNGH  ,  Amsterdam  ,  Mauritskade  58 ,  bg  wien  men  ook 
klachten  inbrengen  kan  over  eventueele  onregelmatigheden  in  de 
toezending  der  uitgaven  van  het  Genootschap. 

Feestgave  van  het  Wiskundig  Genootschap  ter  gelegenheid 
van  zijn  honderdjarig  bestaan,  bevattende  de  herdruk  van  twee 
zeldzame,  merkwaardige  Hollandsche  werken  [(Corte  onderrich- 
tinghe  dienende  tot  het  maecken  vande  reductien  van  de  tacx- 
custingen  tot  gereede  penningen,  om  dien-volgende  te  eysschen 
en  ontfangen  den  veertichsten  penning  op  alle  vercochte  of 
vervreemde  onroerende  goeden,  volgende  tplacaet  der  Heeren 
Staten  van  den  xxii  Decembris  1598)  en  (Waerdye  van  Lyf-rentcu 
naer  proportie  van  Los-renten ,  geteekend  Johan  de  Wïtt,  1671)] 
in  den  handel  ƒ  6,00 voor  de  leden  /'3,00- 

Register  naar  eene  wetenschappelijke  verdeeling  op  de  werken 
van  het  Wiskundig  Genootschap,  Amsterdam,  1885 

in   den  handel.  / 3,00    ....     voor  de  leden  ƒ1,50. 

Grondslag  van  een  bibliographisch  repertorium  der  wiskundigp 
wetenschappen  (naar  den  franschen  tekst  bewerkt),  Amsterdam,  1892 
in   den   handel  /2,00     ....     voor  de  leden  ƒ1,00. 

Voordrachten  over  den  Grondslag,  per  vel 

in   den   handel  /0,30     ....     voor  de  leden  /"OjlS. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde ,  eerste  reeks ,  twintig  deelen . 
tweede  reeks,  deel  1  en  2,  per  deel 

in   den  handel  /'4,00    ....     voor  de  leden  /2,00- 

(De  volgende  deelen  per  deel 

in  den   handel  /6,00    ....     voor  de  leden  ƒ  3,00. 

en  per  overcompleete  aflevering 

in   den  handel  /1,50     .     .     .     .     voor  de  leden  /OjTö). 

Wiskundige   Opgaven    met    de    oplossingen ,    nieuwe    reek? . 
deel  1 — 8  per  deel 

in   den   handel  /*6,00    ....     voor  de  leden  /8,00. 

en  per  overcompleete  afl<    v . 

in   den  handel   /1,(  '        we  leden  ƒ  0,50. 


Revue  semestrielle  «.^   ;  il : 

1 — 10 ,  van  elk  twee  stuk  .  '• 
per  stul^  f2fi0» 


»^e 


•«  matlères 


»  • 


» 


*  ^  xu  ithématiques ,  do 

l  •  ' )  *  •  iroompleete  stukke  u  , 

^  '  .     .    .    /2,00- 

ï  .     .    •    •    /3,0öö, 
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2i|ii(tontaiiiHQ]i  M^  bMeTeB^de  groothedeii  'Il  en^  g^geTéaV. 
daa:ik«a.  OAim  kblBkbfttr.  "oneindig  Tele  pnntenpam  A,  B  yittdmi'- 
Trekt  men  n.L  CF  =  j>  loodrecht  op  dé  as ,  maakt  0^=» B >, 
ei^. leg^.4oor.)(y  eea. wreekte  eTenwgdigiaan  de  a»,  daa  BaQdéa 
twee  door  F  getrokken /onderling  loodrechte ,  lgnaB:de*a0>in 
twee«  punten  A^  B,  tea  opsichte  waarvan  r  deor  een'Tergee. 
Igking  Tan  den  Torm  b^a*  +  a^/3^  =  'a^tf^  wordt  bepaald. 

4.  De  betrekking  tusschen  y  en  X  leyert  terstond  de  gedaante 
der  complezkégelsnede  in  een  meridiaanylak. 

Vooi'  r,  is  n.1.  . 

7*  =  R«co8»A4-ra8ini«X; 

dos  raken  alle  complexstralen  Tan  een  meridaanylak  aan  een 
ellips  met  centmm  C ,  groote  as  2R  en  kleine  as  2r ,  welke  de' 
bisinguliere  punten  D  en  E  tot  toppen  heeft,  terwijl  F  (§  8)  een 
der  brandpunten  is. 

Door  wenteling  om  DE  beschrijft  deze  ellips  een  ellipsoïde, 
welke  alle  complexkegels  omhult ,  waarvan  de  toppen  op  de  as 
van  den  complex  liggen. 

Voor  r^  ïs  r  =  O ;  de  meridiaanellips  wordt  dus »  als  omhul- ' 
lehde  vat»  complexstralen ,  vervangen  door  het  punt  F  en  2^ u' 
spiegelbeeld  F'^'  t.  o.  v.  AB.  In  een  meridiaanvlak  vormen  de 
complexstralen  dos.  twee  stralen  bundels.  Alle  complexkegets 
met  toppen  op  AB  hebben  den  cirkel  (F)  gemeen,  die  C  tot 
centmm  en  |>  =  B  tot  straal  heeft. 

Voor  r,  is  de  meridiaankromme  een  hyperbool  met  brand- 
punten F ,  F'. 

5.  Daar  y  constant  is   voor  de   stralen  van  een  gegeven 
richting,  vormen  deze  stralen  een  omwentelingscylinder ,  die  bg  , 
weateling  om  AB  complexcylinder  blgft. 

In  Fi  en  r^  behoort  bg  elke  richting  een  bestaanbare  com- 
plexcylinder.  Voor  de  richtingen  loodrecht  op  AB  is  in  r, 
desce  cylinder  tot  zgn  as  ingekrompen. 

In  F,  is  de  cylinder  slechts  dan  bestaanbaar  als  de  rechte 
door  C 9, in  de  gegeven  richting  getrokken,  binnen  den  asymp- 
totenkegel  der  omwentelingshyperboloïde  valt. 

6.  Wij  beschouwen  nu  de  complexstralen  g  in  een  wille- 
keurig vlak j ir.  Zij  g^  de  projectie  van  de  as  d  op  ir,  Ci  de 
prijectie  van  G  op  ^i ,  C'  de  projectie  van  C  op  g.  Stelt  men 
verder    CC'  =  7,    CC,  =  71 ,     dC' :=  7',     ^(g,d)=c\, 

Wnx.  Opo.  DK  el  23 
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^  (9)  9\)'^^'y  ^(ff\^  ^  "=*  ^1 )  ^<^  lerert  een  drievlakkenhoek, 
waarTan  de  ribben  efenwgdig  sgn  met  jr,  jf,  en  d,  de  betrek- 
king 008  X  s=  008  X^  008  Xi . 

De  yergelgking  7^  =  R^  —  p^  8ia^  X  levert  na  eenige  herieiding 
de  betrekking 

y**  =  (R«  -  ;^  8in>  X,  —  7,»)  008»  X'  +  (R»  — 1>>  —  y,*)  sin*  X' 

tu88oben  de  veranderlgken  7'  en  X^  welke  de  omhullende  der 
stralen  g  doet  kennen  als  een  kegelsnede  met  oentram  Cf 

Onderzoeken  we  nu  de  drie  soorten  yan  den  complex  F. 

Complex  Ff    a)  Is  g^  zelf  complexstraal ,  dus 

y^^  =  R^^p^  sin^Xi, 

dan  heeft  men  y'*  =  —  p»  cos*  Xj  sin*  X'- 

Staat  nu  g^  loodrecht  op  d ,  zoodat  cos  X,  =  O  en  y'  =  O  in « 
dan  kan  X'  alle  waarden  yerkrijgen.  Maakt  g'  geen  rechten 
hoek  met  d,  dan  is  noodzakelijk  7'  =  O  en  X'  ^  0.  IL  a.  w. 
een  raakvlak  aao  de  meridiaanellipsoïde  bevat  slechts  één  be- 
staanbaren straal,  n.1.  zgn  doorgang  met  het  overeenkomstige 
meridiaanvlak.  Daarentegen  bevatten  de  raakvlakken  in  de 
bisinguliere  punten  D.en  E  elk  een  bundel  van  complexstralen ; 
deze  vlakken  kunnen  dus  bisingulier  genoemd  worden. 

6)    Voor  R*  —  p*  —  7,*  =  O ,  of  7|  =  r ,  vindt  men 

7'ï»  =  p»co8*XiCOS»X'. 

Het  vlak  ir  raakt  in  Ci  aan  den  ^parallelbor*  (C).  Trekt 
men  in  ir  door  C,  een  loodlgn  op  g^  en  neemt  daarop  de  pun- 
ten G  en  Gj  aan,  waarvoor  C,G  =- C^G' =  poo8X|  is,  dan  is 
elke  rechte  door  G  of  G,  complexstraal.  Elk  raakvlak  aan  den 
parallelbol  is  derhalve  een  singulier  vlak  voor  F,. 

Verplaatst  men  n-  zoo  dat  het  loodrecht  op  hetzelfde  meridi- 
aanvlak  v  en  tevens  raakvlak  'aan  den  parallelbol  blijft,  en  in 
N  de  projectie  van  C|  op  e2,  dan  volgt  uit  C|N  =  rcosX|  en 
C|G  =  pcosX, ,  dat  G  in  het  vlak  blijft,  dat  v  in  d  ondereen 
hoek  x//  sngdt,  die  bepaald  is  door  tg  i/f=:CiG:  Ci^  =p:r. 
Maar  G  ligt  ook  op  den  omhuUingscylinder  vao  bol  (G),  die  v 
loodrecht  sngdt.  Dus  beschrijven  de  punten  G  en  G'  twee  ellipsen 
c  en  t'  met  assen  DE  =  2r  en  2R. 

Dus  is  de  meetkundige  plaats  der  puntenparen  in  de  raak- 
vlakken aan  den  parallelbol  een  omwenteliDgselIipsoïde  met 
as  DE. 
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e)  Ifl  het  Tlak  ir  willekearig,*  g^  een  raaklijn  aan  de  meri- 
diaanellips (v)>  eyenwgdig  aan  ^|  getrokken/  7,  ^^^^^  afttand 
Tan  O  9  dns  y^  »  R^  — jp>  sin'  Aj ,  dan  heeft  men 

y^  =  (y,a  _  7,a)  COS»  X'  +  (r*  —  7i»)  sin»  V. 

Is  7i  >  7a  >  ^  I  dan  Snijdt  ir  de  ellips  (v)  niet ,  en  beyat  geen 
bestaanbaren  complexstraal. 

Is72>r>7i,  daa  sngdt  r  den  parallelbol,  en  de  com- 
plezkromme  is  een  ellips. 

Is  7a  >  7i  >  ^ )  dan  sngdt  ir  wel  de  ellipsoïde ,  maar  niet 
den  bol,  en  de  complexkromme  is  een  hyperbool. 

Complex  Fa*    Daar  fi=p  is,  heeft  men 

y'*  =  (j>*  cos*  A,  —  7,*)  cos»  A'  —  7,»  sin*  A'. 

Ook  hier  onderscheiden  we  yerschillende  gevallen. 

a)  7,»  =  j>»co8?A,.  De  rechte  gi  gaat  door  P  of  F'.  De 
eenige  bestaanbare  oplossing  is  7'  =  O,  A'sO.  Elk  door  een 
punt  van  cirkel  (F)  gelegd  vlak  bevat  dus  slechts  één  bestaan- 
baren  straal. 

b)  Is  7i  =  O ,  dan  gaat  v  door  het  centrum  C.  Trekt  men 
in  r  door  C  een  loodlijn  op  gi-en  neemt  daarop  twee  punten 
6  eu  G'  aan ,  op  afstanden  p  cos  Ai  van  C ,  dan  is  elke  rechte  door 
een  dier  punten  in  ir  getrokken  een  complexstraal ,  ir  dus  een 
singulier  vlak. 

Laat  men  in  (v)  de  rechte  g^  om  C  wentelen,  dan  doorloo- 
pen  G  en  G'  op  de  rechte ,  die  v  in  C  loodrecht  sngdt,  een 
segment  van  de  lengte  2p. 

c)  Is  7,»  <  p^  cos*  A^  dan  liggen  F  en  F'  ter  weerszgden  van 
^i.    De  complexkromme  is  een  hyperbool. 

d)  Is  7i»  >  jt'cos*  A',  dan  bevat  ir  geen  bestaanbaren  straaL 
Complex  r^.    Stelt  meo,  ter  bekorting,  R*  —  p*=  —  r*,  dan 

wordt 

y'^  =P  (Ra  —  p2  siaa  A,  -  7,»)  cos*  A'  -  (r*  +  7,»)  sin»  A'. 

a)  Is  gi  complexstraal ,  du9  R*  —  p*  sin*  X^  =  71* ,  dan  vol- 
doet slechts  A'  =  0,7'=:09  zoodat  w  enkel  den  straal  ^| 
berat 

b)  Is  dit  niet  het  geval,  dan  volgt  uit  de  schrgfwgse 

7«  =  {y\  —  7^»)  cos»  A'  —  (r»  +  7,*)  sin^  A' , 
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dat  dé  oomplezkromme  een  hyperbool  of  onbestaanbuur  is,  naar 


gelftog.  ng^,  Jb^eeft  .>«  >  yi  of  7^<  ^^  èaa>'imnwiaaÉ6iiH  db 
wfpit^ii|igab7perboloIde  al  dan  niet  rngdt  .^<   -n     <  .•    <«  «l^  ^«^ 

7.  Wg  nemen  O  tot  oorsprong  Tan  een  stelsel  reehthoeUge 
coördinaten,  AB'tot'^-as.^  '      >    ^        ^\)      '  \ 

Zgn  P  (x^  y ,  0)  en  P'^,  y',  ^  twee  ponten  Tan  een  straal* 
en   stelt  men  CP  =  p,  CP'^p',  PP»^^  i/*POP'c»^,'^k»* 
loTj^rt  de^^  inhoud  Tan  driehoek  OPP'  de  befrekl^ng  ^    *^ 

/>Vwn^#  =  7*S*- * 

Nu  is 

pp'cos^ss^  +  yy'  +  ^t    dus 

of 
fiesohouwt  men  als  coördinaten  Tan  den  straal  de  grootheden 

Pl=X^X,  p^z^y  —  y^  p^=z  —  sf, 

i>4  =  y«'"-y'«>  Pö  =»«»?'—«'«»   ft=«y'  — *yi 

dail  heeft  men  dus 

Daar  Terder  S  cos  X  =  (2;  —  ^')  ^  Ps  >  ^^ 
•      8»Bin»X  =  Car-aO»  +  (y^y7=|),»  +  ft^    is, 
gaat  de  Tergelgkmg 

7»  =  R*oos?X±:r»Bin*A 
Tan  den  complex  OTor  in  de  Tergelgking  in  stralenooördinaten 

bm  den  complexkegel  Tan  een  punt  P'  te  óndersoekeo 
leggen  we  eenToudigshalTO  het  Tiak  XOZ  door  P'.  De  door- 
gang Taita  4ien  kegel  'met  XOY  heieft'  dan  iöt  Vergét^king' 

Complex  r,.    Meo  heeft 
(«'«  —  f*)  «•  +  («'»  +  /*  ^  r»)  y»  +  2r»«'«  ==  RH"*  +  r***». 
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a)    /^  —  r'  =s  0.    P'   ligt   in  een  der  bisinguliere  ylakken  , 
en  de  complezkeffel  snndt  XOY  in  een  parabool 

.  b)  «'> -f  2'>.  -  r*  ^  Q.  F  Ügt  op  den  parsUelboL  Men 
vindt,  na  een  eenTovdige  herleiding, 

»'*  =  r» :+:  2' Kr»  -  R»; 

dus  bestaat  de  cjunplexkegel  .uit  twee  onbestaanbare  Ylakken, 
die  tot  doorsnede  hebben  een  raaklgn  in  P  aan  den  parallelbol ; 
de  ponten  Tan  dezen  bol  zijn  dus  singulier, 

c)    De  rergelgking  Tan  den  doorgang  kan  in  den  yorm 

gelwaoht  wordenl 

Mep  Mdt  uit  haar  af:         ^     '       .   * 
'    Ligt  P'   buiteii   het   door   de   bisinguliere  Ylakken  sf^=zf^ 
begrensde  deel   det  ruimte ,    dan   is  de   doorgang  een  ellips. 
Ligt   F'  tussohen   deze  ylakken ,  maar  buiten  den  parallelbol » 
dan  !««'•<  r*  'en  «"  -f'  ^'^  >  ^  5  ^®  doorgang  is  een  hyperbool. 

Ligt  P  binnen  dien  bol ,  dan  is  de.  fomplexkegel  imaginair. 

Complex  Ta*    üit  de  yergelgking  van  den  doorgang  Tan  den 
complexkegel  >  ,  , 

;s'»ar"  +  (««  +  y*)y*=R»;5^, 

▼elgl  y  dat  de  kegel  in  het  algemeen  het  XYylak  yolgens  een 
ellips  sngdt 

Toonrüf  ^  O  Tindt  onen  OTenwel  de  rechte  OP',  Toor  x'  =  0 

den  cirkel  rf^-yi^=E^ 

» 

Complex  P,.    Men  heeft  nu 

(*''+'^('  -  ^r^)  +  (««  +  ^  +  r») y. -  «'»(r-^ï^) • 

HAemii'^Tolgt, <datt  F  een  enkelen  straal,  een  bestaanbaren 
kegel  of  een  onbestaanbaren  kegel  draagt,  naar  gelang  P^  op, 
buiten  of  binnen  de  meridiaanhyperbololde  ligt 
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Vraagstuk  CLX. 

IP  1  g  a.  Gegeven  sijn  een  puntenveld  en  een  daannede 
reciprook  verwant  stralenveld.  Ondenoek  de  congraentie  der 
loodlijnen  uit  elk  pant  van  het  eente  veld  neergelaten  op  den 
overeenkomstigen  straal  van  het  tweede  veld. 

(J.  Neuberg.) 

Opgelost  door  J.  Neuberg  en  Dr.  J.  de  Vries. 
Oplossing  van  J.  Nbubbrg. 

De  vlakken  der  beide  velden  wgzen  we  door  y  en  y'  aao , 
hun  doorsnede  door  d  of  d' naar  gelang  4eae  rechte  tot  het  eerste 
of  tot  het  tweede  veld  behoort,  het  overeenkomstige  punt  worde 
door  D'  of  D  aangeduid. 

De  stralen  der  congruentie ,  welke  in  y  of  7'  liggen ,  sullen 
achtereenvolgens  door  A  en  V  worden  aangewezen. 

1.  Wanneer  het  punt  X  de  rechte  d  besohrgft,  wentelt  de 
overeenkomstige  rechte  x'  in  y  om  het  punt  D^  De  punten- 
reeks  d  (X)  is  projectief  met  den  waaier  D'  (x').  dus  evenseer 
met  de  puntenreeks  V^  (Pq^  ),  welke  de  loodlgn  V  uit  X 
naar  x'  op  de  oneindig  ver  gelegen  rechte  X^  van  y  aftee- 
kent.  Bijgevolg  omhult  K  een  parabool  (A"),  die  d'  raakt  in 
het  punt  Xq  dat  overeenkomt  met  den  loodrecht  op  cf  ge- 
richten  straal  x\  uit  D'.  Du%  is  y  een  singulier  vlak  van  den 
tweeden  graad. 

Het  voetpunt  X'  van  den  straal  A'  beschrgft  de  voetpnntenlgn 
van  D'  ten  opsiehte  van  de  parabool  {h'\  dus  een  rationale 
kubische  kromme,  welke  in  D'  een  dubbelpunt  heeft  en  daar 
raakt  aan  de  rechten,  die  loodrecht  sgn  op  de  uit  U  aan  (A') 
getrokken  raaklijnen. 

2.  Om  het  samenstel  der  stralen  h  te  ondersoeken, 
beschouwen  we  in  y'  een  waaier  M'{x')^  waarvan  de  top  M' 
op  d'  ligt.  Het  met  x'  overeenkomende  punt  X  beschrgft  op 
de  rechte  m  een  puntenreeks  m  (X) ,  die  met  dezen  waaier 
projectief  is.  Het  vlak  5 ,  dat  x  in  M'  loodrecht  sngdt ,  door- 
loopt een  vlakkenbundel  en  bepaalt  op  m  een  puntenreeks  ffi(Y), 
die  dus  projectief  is  met  m  (X).  Zijn  Z| ,  Z,  de  coïncidenties 
dezer  coUocale  reeksen ,  dan  zullen  WZ^  en  M'Z,  twee  stralen 
h  wezen. 
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Daar  (sie  §  1)  d  een  straal  der  congruentie  is,  yolgt  hieruit, 
dat  de  in  7  gelegen  stralen  een  kromme  der  derde  klasse 
omhullen.    Dtis  ü  y  een  singulier  vlak  van  den  derden  graad. 

De  overeenkomstige  rechten  x'  omhullen  ook  een  kromme 
der  derde  klasse ,  want  van  elk  punt  op  d'  gaan ,  behalve  (f 
zelf,  twee  zulke  stralen  uit.  De  puntenparen  Z|,  Z2  liggen 
op  een  kubisohe  kromme;  immers  elke  door  D  getrokken 
rechte  iti  draagt  een  paar,  en  D  behoort,  als  uitgangspunt 
▼an  een  loodrecht  op  d'  gerichten  straal,  tot  de  bedoelde  kromme. 

• 

3.  Doorloopt  X  de  willekeurig  in  7  aangenomen  rechte  a, 
dan  wentelt  xf  om  het  in  7'  gelegen  punt  A'.  Is  X',  de  pro- 
jectie van  X  op  7%  en  X'  de  projectie  van  X',  op  o/,  dan 
behoort  XX'  tot  de  congruentie.  Daar  X',  een  puutenreeks 
&'(X'|)  beschrgft,  die  projectief  is  met  de  reeks  a  (X),  dus 
met  den  bundel  A'  {ixf) ,  omhult  t  ^  X'|X'  een  parabool  {V) , 
die  V  tot  raaklijn  heeft.  Het  punt  X'  doorloopt  de  voetpunten- 
Ign  van  A'  ten  opzichte  van  dea^e  parabool,  dus  een  rationale 
kubisohe  kromme. 

Legt  men  door  a  een  vlak  w ,  dan  zijn  de  snijpunten  van  ir 
met  deze  kubische  kromme  de  voetpunten  van  even  zoovele 
stralen  der  congruentie ,  welke  hun  uitgangspunt  op  a  hebben. 
Dus  bevat  elk  vlak  ir  drie  stralen,  en  de  congruentie  is  van 
de  derde  klasse. 

Door  elk  punt  A'  van  7'  gaan  vier  stralen  der  congruentie, 
D.1.  twee  raaklijnen  der  parabool  {V)  en  de  beide  stralen, 
welke  uitgaan  van  punten  op  a  en  hun  voetpunten  in  A'  heb- 
ben ;  zg  staan  natuurlgk  loodrecht  op  de  raaklijnen  uit  A'  naar 
de  parabool  (Z^. 

De  congruentie  is  dus  van  de  vierde  orde. 

Yan  de  vier  stralen  uit  een  punt  X  van  7  raken  drie  aan 
de  omhullende  der  stralen  (h) ;    de  vierde  projecteert  X  op  sd. 

4.  Een  rechte  door  het  willekeurige  punt  P  snijdt  7  en  7' 
in  de  punten  Y  en  Y\  De  rechte  /  van  y\  die  met  het  punt 
Y  van  7  overeenkomt,  is  aan  Y^  toegevoegd  in  een  reciproke 
▼erwantschap.  De  punten  Y'  die  op  de  overeenkomstige  rech- 
ten f/  liggen,  vormen  dus  een  kegelsnede  a\  terwijl  de  rechten 
y'  een  tweede  kegelsnede  p  omhullen. 

Zgn  P|  en  Y|  de  project  es  van  P  en  Y  op  7^  dan  is  P|Y, 
loodrecht  op  y'  als  PY  het  is,  en  omgekeerd.    Doorloopt  Y  in 
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7  de  puntenreeks  a(Y),  dan  besohrgft  Y,*  io  y  een  daarmede 
projeetieve  pantoiireeks  Oi  (Yt) ;  derhalve  cjjn  eek  de  waaiera 
A'^0  <^  Pi(^i)  projectief,  hrengen  doe  een  kegdanede  (V) 
Yoort,  die  hun  sngpunt  Y'  bevat. 

Twee  door  A'  en  P,  getrokken  loodrechte  rechten  Bngden 
elkaar  op  een  cirkel  door  deze  punten,  welke  met(Y'),  behahre 
A'  en  Pt,  twee  punten  Vp  Y'^»  gemeen  heeft. 

Hierait  volgt,  dat  de  stralen  ƒ,  die  loodrecht  staan  op  de 
door  P  getrokken  rechten  PY,  een  kegelsnede  ^'  omhullen. 
De  vier  gemeenschappelgke  raaklgnen  van  ^'  en  /3'  zjjn  rechten 
if\  die  door  de  overeenkomstige  rechte  PY  loodrecht  worden 
gesneden.  Het  punt  P  draagt  dus  vier  stralen  der  congruentie, 
aoodat  op  nieuw  blgkt  dat  deze  van  de  pierde  orde  is* 

Neemt  men  P  oneindig  ver  op  de  normaal  van  het  vlak  y 
dan  is  de  kegelsnede  a'  de  meetkundige  plaats  der  prejecties 
Y'  welke  op  de  overeenkomstige  rechten  y'  liggen ;  deze  kegel- 
snede  is  dus  de  doorgang  van  een  door  stralen  der  congruentie 
gevormd  eylindervlak.  Het  oneindig  ver  gelegen  punt  der  ncfr- 
maal  van  y  is  dus  een  singulier  punt  van  'den  tweeden  graad, 


Vraagstuk  CLXI. 

K  18  e.  Als  D,  het  snijpunt  is  van  het  vlak  ABC  met  de  rechte 
door  D  naar  het  middelpunt  van  den  in  bet  viervlak  ABC  be- 
schreven bol,  dan  is 

_  adcy^rin  S  b  sinS  4  8in(2A— S)  -f  8in(2B-->S)  -fwnUC^] 
'  bc sm  A  '\-  ca saxB-^-a^siuC 

waar  a  =  D A ,   ^  =  DB,  r  =  DC ,  A  =  ^  BDC ,   B  =  Z.  CDA , 

C  =  L  ADB  en  aS  =  A  +  B  +  C  is.  (Dr.  F.  Schüh.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau  ,  Dr.  H.  Brembkamp  ,  J.  van  db 
Gribnd  Jr.,  G.  Hulsteedb  ,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven — Wijthoff  , 
T.  van  Lohvizen  ,  Dr.  J.  G.  Rutgers  ,  Dr.  F.  Schuh  ,  Dr.  C. 
Stou>  en  C.  Wafelbarrbr. 

Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

Men  verdeele  het  viervlak  in  drie  andere  DiDBC,  D|DGA, 
'D^DAB  en  late  uit  den  gemeenschappelgken  top  D,  loodlgnen 
neer  op  de  zg vlakken  DBG,  DÜA,  DAB.   Met  deze  zg vlakken 


I 
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'  maakt  DD,  denzelfden  lioek  r;  de 'uit  D,  getrokken  hoogte- 
lijnen   hebben   dus   de   lengte   DD,  sin  r.    De  'ihhóuden    der 

'  genoemde  'Tierylakken  zijn  gelgk  aan  ibc  sin  A.  DDj  sin  r'enz. 
Voor  den  inhoud  yan  ABGD  vindt  men  dus 

1=  i{bc  sin  A  +  ca  sin  B  -h  ob  sin  C)  DDi  sin  r. 

Bekende   trigonometrisofae  fbrmulee   geven  verder,   als  ter 
bekorting 

sin  (8  —  A)  sin  (8  ~  B)  sin  (8  —  P)  =  N 

gesteld  wordt, 

I  »  I  Q&c  V  N  sin  8  en  tg  r  =  1/    .        , 

f    sm  8 


TN+si] 


dtft    sin  r  —  «,  ^^  .    .    ^ 

sin  8 

Desè  wëatiëh  Van  I  en  sin  r  in  bovenstaande  vergeï^king 
substitueerende  krjjgt  men  een  vergèlgking,  w&aruïtine^  Vindt 

_._.  2abcV(S  +  sin  8)  sin  8 

DDf  SS  -  ■  ■  '       • 

&c  sin  A  +  ^  sin  B  -f  a&  sin  C 

Zal  deze  uitkomst  in  overeenstemming  zgn  met  die  van  de 
opgave-,  dan  moet  4 (N  +  sin  8)  gelgk  zgn  aan  dé  tusschen  vier- 
kante baken  gephiatste  som.  Dat  dit  werkeigk  het  geval  is, 
toont  men  gemakkelgk  aan  met  behulp  van  de  bekende  identiteit 

4  sin  j)  sin  g  sin  r  =  sin  (9  +  r  ^  p)  -I-  sin  (r  +p  —  q)  + 

+  sin  (p  +  j  —  r)  —  sin  ip+q  +  r). 

8telt  men  hierin  p  =  S- A,  3  =  8-8,  r  =  8-C,  dan 
is|)  +  j+r  =  8,  —p  +  q  +  r  =  2A.  —  8,  enz,  en  de  verge- 
lijking wordt 

4  N  =  sin  (2A  -  8)  +  sin  (2B  —  8)  +  sin  (2C  —  8)  —  sin  8. 

Aan  weersÉgden  4  sin  8  optellende  krijgt  men  ten  slotte 

4(N+sini3)  =  8Biiï8+sin(2A  — 8)  +  8in(2B  — ÖJ  +  8in(2C-8). 


Vraagstuk  CLXII. 

K  18  e  7.     In  viervlak  ABCD  zij  /j,  de  doorsnede  der  vlakken 
door  de  ribben  van  deit  drievlakkenhoek  A  welke  de  overstaande 
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vlakke  hoeken  middendoor  deelen.  Op  overeenkomstige  wijs  be- 
hooren  4,  /o,  /d  tot  de  overige  drievlakkenhoeken. 

Zij  verder  m^  de  doorsnede  der  vlakken  welke  de  vlakke  hoeken 
van  drievlakkenhoek  A  loodrecht  middendoor  deelen. 

a)  Gaan  de  vier  rechten  /  door  óén  pont  P,  dan  zijn  de  pro- 
ducten  der  paren  overstaande  ribben  van  het  viervlak  even  groot. 

b)  Gaan  de  vier  rechten  m  door  één  punt  Q,  dan  zijn  de  som- 
men der  overstaande  ribben  even  groot. 

c)  Is  aan  a)  en  b)  voldaan ,  dan  is  ABCD  een  r^elmatige  drie» 
zijdige  pjrramide. 

d)  Vallen  P  en  Q  samen  dan  heeft  men  een  regehnatig  viervlak. 

(Dr.  F.  ScHUH.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Barrau,  Dr.  H.  Br»- 

MEKAMP,    J.    VAN    DE    GRISND    Jr.,    G.    HULSTEEDB,     E.    D.    J.     DB 

JONGH  Jr.,  Mevr.  A.  G.  Kerkhoven— Wijthoff  ,  A.  W.  Kloos, 
T.  VAN  LoHUizEN ,  Dr.  J.  G.  Rutgers  ,  Dr.  F.  Schuh,  Dr.  A.  van 
Thijn  en  C.  Wafelbakker. 

Oplossing. 

■ 

a)  Als  /a  ^d  'b  elkaar  snijden,  liggen  ze  met  AB  in  een 
vlak»  dat  de  hoeken  CAD  en  CBD  middendoor  deelt.  Sogdt 
CD  dit  vlak  in  E,  dan  heeft  men  dos  AC :  AD  =  CE  :  ED  en 
BC :  BD  =  CE :  ED ,  derhalve 

ACxBD  =  ADxBa 
Op  dezelfde  wgze  vindt  men 

ACxBD  =  ABxOD. 

De  producten  der  paren  overstaande  ribben  zijn  dus  even 
groot. 

b)  Q  ligt  op  gelijke  afstanden  van  de  ribben,  is  dus  het 
middelpunt  van  een  bol,  die  alle  ribben  raakt.  Is  a  de  af- 
stand van  A  tot  de  raakpunten  op  AB,  AC,  AD  enz.,  dan  zgn 
de  drie  sommen  AB  +  CD,  AC  +  BD  en  AD  +  BC  elk  geigk 

aan  a  +  3  +  7  +  8 ,  dus  onderling  gelijk. 

c)  Zgn  a,  &,  c  de  ribben  in  het  vlak  ABC,  d^  «,  f  de  over- 
staande ribben ,  dan  heeft  men ,  als  aan  a)  en  b)  voldaan  wordt, 

ad^=^    be    =cf. 
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Hieniit  Tolgt 

a  «  d  =  ±:  (6  —  c)  =  ±:  (c  —  /)• 

Het  yiervlak  yoldoet  dan  aan  een  der  volgeDde  Tier  yooiw 
waarden : 

2)     a  =  «  =  ƒ ,     d  =  J  ==  c ; 

8)6  =  d==/,    a  =  c  =  e; 

4)    c=d  =  «,    a=J=^/. 

In  elk  geTal  is  het  dus  een  regelmatige  driezijdige  pjramide. 
De  punten  P  en  Q  liggen  op  de  loodlijn  uit  den  top  naar  het 
grondylak  getrokken. 

d)  Vallen  P  en  Q  samen,  dan  is  elke  rechte  Z  teyens  een 
rechte  m,  zoodat  elke  drieylakkenhoek  gelgksijdig ,  het  vier* 
ylak  dus  regelmatig  is. 

Vraagstuk  CLXIIL 

H'  5  e  7.  Zij  ^3  een  kubische  ruimtekromme ,  O4  haar  raaklijnen- 
oppervlak  en  ^^  de  kegelsnede ,  welke  O4  gemeen  heeft  met  het 
osculatievlak  van  een  punt  F.  Te  bewijzen  dat  de  quadratische 
kegel  Q2  welke  c^  uit  een  van  haar  punten  projecteert ,  in  P  slechts 
twee  punten  met  c^  gemeen  heeft.  (Dr.  W.  A.  Vsrslvys.) 

<      ■  < 

Oplossing   van  Dr.  W.  A.  Vsbsluyb. 

Het  osculatievlak  van  c^  in  den  top  T  van  Q,  is  een  ge- 
meenschappelijk raakvlak  der  oppervlakken  Q2  en  O4,  langs 
de  raaklyn  t  van  C3.  In  het  snypunt  vaó  t  met  c,  raakt  c, 
dus  aan  Q,.  Derhalve  kan  c^  in  P  nog  slechts  twee  punten 
gemeen  hebben  met  Q,. 

Hieruit  volgt  nog,  dat  C3  in  P  slechts  twee  punten  met  c^ 
gemeen  heeft. 


Vraagstuk  CLXIV. 

K  18  e  7-    Van  viervlak  ABCD  is  gegeven  AB  =  BC  =  CD  en 
AC  =  BD.    Aan   te   toonen ,  dat  het  middelpunt  van  den  omge- 
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schreven  bol  gelegen  is  op  de  rechte,  welke  de  middens  van  AD 
en  BC  verbindt ,  en  samenvalt  met  het  middelpunt  van  den  cirkel , 
die  AB ,  BC  en  CD  middendoor  deelt.  (Dr.  J.  db  Vmis.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allxrsma  ,  J.  A.  Barkau  ,  Dr.  H.  Brxt 

MIKAMP I  J.  VAN  DB  GrIBND  Jr.  ,  K  D.  J.  DB  JONGH  Jr.  ,  Mcj.  Dr. 

£.  VAN  DB  KLamer,  A.  W.  Kloos,  T.  van  LbHUiZBN,  Dr.  J.  G. 
RuTGBRS ,  Dr.  F.  ScHUH ,  Dr.  C.  Stolp  ,  Dr.  A.  van  Thijn  ,  Dr. 
W.  A.  Verslxtys  ,  Dr.  J.  de  Vribs  en  C.  Wafblbakkbr. 

Oplossing  vQHfi  J.  A.  Bakbiu  en  Dr.  A.  tak  Thun. 

üit  de  gegevens  blgkt,  dat  men  het  yiervlak  soo  kan  ver- 
plaatsen, dat  de  punten  A,  B,  C,  D  de  plaatsen  der  ponten 
D,  O,  B,  A  innemen.  Daar  de  middens  E  en  F  van  AD 
en  BC  hun  plaats  behouden,  kan  de  bedoelde  verplaatsing  ge- 
schieden door  een  wenteling  van  ISO'^  om  de  rechte  EF  ala  as. 
Daar  het  middelpunt  M  van  den  om  ABCD  beschreven  bol  niet 
verplaatst  kan  zijn,  moet  het  op  de  as  EF  liggen. 

De  middens  der  gelijke  koorden  AB,  BC,  CD  liggen  met  EF 
in  een  vlak,  dus  is  M  het  middelpunt  van  den  cirkel ,  die  door 
die  middens  gaat. 

OPMBRKiKeEK.  De  as  EF  is  blgkbaar  de  rechte  welke  AD 
en  BC  loodrecht  sngdt.  Ze  bevat  tevens  het  middelpunt  van 
den  ingeschreven  bol. 

Is  BC  niet  gelijk  aan  AB  en  CD  dan  ligt  M  toch  op  EF, 
maar  is  dan  niet  meer  het  middelpunt  van  den  door  de  mid- 
dens van  AB,  BC>.CD  gelegden  cirkel. 

Heeft  men  BC  =  AD ,  zoodat  elke  ribbe  gelgk  is  aan  de 
overstaande  ribbe,  dan  bezit  het  viervlak  drie  n^entelingaassen, 
die  elkaar  snijden  in  een  punt,  dat  middelpunt  der  om-  en  in- 
geschreven bollen  en  teyens  zwaartepunt  is. 


Vraagstuk  CLXV. 

Q  4  a.  De  zijden  van  twee  volledige  vierzijden  met  gemeen- 
schappelijken  diagonaaldiiehoek  snijden  elkaar  in  zestien  punten, 
die  twee  aan  twee  met  elk  hoekpunt  van  den  diagonaaldriehoek  in 
één  rechte  liggen.  <Dr.  J.  dx  Vries.) 

Opgelost   door   C.   van   Allbr  ,  J.   A.  Barrau  ,  J.  van  db 
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i      :  i      i      .  I   .  T>'^ 

GftmfD  Jr.,  Mej.  Dr.  E.  van  db  Kamkr,  A.  W.  Kloos.  W. 
MktML\  «r.  P.  fScktiH,D*;^t;.'STOLp;^r;  X.  ^AN^tkijfe  <n 
Dr.  J.  DB  VwES.-*''      "^*^  ^     •^'     '    ■'"    •'     "^    **    ^^   •'•^i     *'* 

Op  lossing  vcm  O.  rks  AuiBE  en  W^  ICantbl. 

:^    -■'   .   •  '-^    •-.     --.  '.  ••   , 

Als   men  nit  een  centrum  O  de  beide  vjerzgden  projecteert, 
op  een  vlak  dat  erenwijdig  is  aan  *het  viak/door  O  en  0en  d^  ^ 
sgden   van   den   diagonaaldriehoek ^   di^i   Yorkrygt  men  'twee' 
pacftllelogrammeh  met^emeensohappelgke  diagonalen,  welke  de. 
projecfies  sgn  'yan   de   OYorige  zgden  yan  de^  di$gonaaldrie- 
hoek. 

De  yier  zgden  yan  het  eerste  parallelogri^m  snijden  de  yier 
sgden  yan  het  iweede;  in  zestien  punten.  Tr^kt^  men  uit  een 
dier  snijpunten  een  rechte  door  het  middelpunt  of  eyenwgdig 
aan  een  der  diagonalen,  ^dan  gaat  zulk  een  feoht;i9  steeds  nog 
doar^  een  ander  sngpunt.    Hiermee  is  de^  stelling  bewezen. 


Vraagstuk  CLXVI. 

W  1  e.  Men  snijdt  een  kubisch  oppervlak  met  een  vlakken- 
buodel  en  -projecteert  de  snijkrommén  uit!  een  willekeurig. 'punt  op 
een- -dier  vlakken.'  Bepaal  denr  gfaad  der  meetkundige  plaats  der 
buigpunten  en  de  klasse  van  de  omhullende  der  buig^raaklijpen  in 
het  aldus  verkregen  vlakke  stelsel.  (Dr.  J.  db  Vries.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  A.  Verslüvs  <»  Dr.  ƒ.  de  Vries. 

.  •    *<     -  » 

Oplossing  van  Dr.  W.  A.  Vbrslüts. 

1.  Zg  O"  een  willekeurig  algebraïsch  opperylak  van  deo 
graad  n ,  zonder  knoop-  of  keer-kromme ;  zg  {  een  willekeurige 
as ,  Y  een  willekeurig  vlak ,  en  P  een  willekeurig  punt.  Zg 
p"  de  projectie  uit  P  op  Y  van  een  sngkromme  van  O*  met 
een  vlik  dort  li  •      '•       •''•    '    "  ••    -  '  '••    ^ 

ledere  buigraaklgn  van  een  kromme  p«  is  de  projectie  van 
een  hoofdraaklgn  van  O»,  die  {  ontmoete  De  graad  van  de 
meetkundige  plaats  der  buigpunten  der  krommen  -p^  is  het  aantal 
deW)^ -tiMgpünten  gelegen  bp  een  rechte  r  van  V.   Deze  buig- 


•  f»«#.  '*! 
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punten  sgn  de  projecties .  yan  punten  op  O" ,  gelegen  in  het 
vlak  (Pr),  wMUTToor  een  hoofdnaklgn  {  ontmoet 

De  hoofdraaUgnen  Tan  O*  in  de  punten  van  het  vlak  (Pr) 
vormen  een  regelvlak  van  den  graad  n  (8fi  —  4)  (sie  J.  db  YBin 
yEenige  kenmerkende  getallen  van  een  algebraïBoh  opporrlak.** 
Yersl.  E.  A.  y.  W.  XIII ,  753).  Er  bestaan  dus  n  (Sn  —  4) 
hoofdraaklgnen  van  0«,  die  Z  ontmoeten  en  waarvan  de  raak- 
punten in  het  vlak  (Pr)  liggen.  De  gezochte  meetkundige 
plaats  is  dus  van  den  gnuid  ti  (Sn  —  4).  Deze  graad  verandert 
niet  als  V  door .  {  gaat.  Is  O"  een  kubisch  oppervlak ,  dus 
n  s  8 ,  dan  is  deze.  graad  15. 

2.  De  klasse  van  de  omhullende  der  buigraaklgnen  is  het 
aantal  der  buigraaklgnen  van  krommen  j?'  die  door  een  wille- 
keurig punt  Q  van  Y  gaan.  ledere  buigraaklijn  van  een 
kromme  ffi  gaande  door  het  punt  Q  is  de  projectie  van  een 
hoofdraaklgn  van  O'  die  de  Ignen  PQ  en  {  ontmoet.  En  om- 
gekeerd projecteert  zich  iedere  hoofdraaklgn  van  O*  die  l  en  PQ 
ontmoet ,  als  een  buigraaklijn  van  een  kromme  ji^ ,  die  door 
Q  gaat,  als  tenminste  P  niet  gelegen  is  op  een  hoofdraaklgn 
van  O'  die  l  ontmoet.  De  hoofdraaklgnen  van  O'  vormen  een 
congruentie  van  den  graad  6  en  van  de  klasse  9.  De  rechten 
die  PQ  en  l  ontmoeten  vormen  een  congruentie  (1,  1).  Het  aantal 
gemeenschappelgke  stralen  der  beide  congruenties  is  dus 
9  +  8  SS  15 ,  m.  a.  w.  de  omhullende  der  buigraaklgnen  van 
de  krommen  p^  is  van  de  klasse  15.        ' 


Vraagstuk  CLXVII. 

■^  9  e.  De  punten  van  een  rationale  ruimtekromme  worden  in 
de  paren  van  een  involutie  gerangschikt.  Deze  puntenparen  verbindt 
men  door  kubische  ruimtekrommen  met  vier  gegeven  panten. 
Bepaal  den  graad  vAn  het  door  deze  krommen  gevormde  oppervlak. 

(Dr.  J.  DB  Vries.) 

Opgelost  dcor  Dr.  W.  A.  Versluvs  en  Dr.  J.  de  Vries. 
Oplossing  van  Dr.  J.  de  Vries. 

»        •  *   • 

1.  Wg  zullen  de.  doorsnede  bepalen  van  het  bedoelde 
oppervlak    met    het    vlak    a^   dat    drie   der   gegeven    punten 
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A| ,   A) ,    A,   beTat.    Deze  beetaat  natuurlgk  uit  kegelaneden 
en  rechten ,  als  deelen  van  samengeBtelde  kubiéche  Ignen. 

Ib  P  een  der  sngpunten  Tan  a^  met  de  gegeven  ratiooale 
raimtekrommé  p*,  P"  het  door  de  gegeven  involntie  aan  P' 
toegevoegde  punt  en  S  het  sngpuot  van  a^  met  de  rechte  die 
P'^  met  het  vierde  gegeven  punt  A4  verbindt ,  dan  behoort  het 
aamenatel  van  de  rechte  A4P''  en  de  kegelanede  A|A2A^P'S 
tot  de  gevraagde  meetkundige  plaats.  Deze  heeft  dus  met 
ai  reeds  n  kegelsneden  gemeen. 

2.  De  vlakken  door  A,A4  bepalen  op  p*  de  groepen  Tan 
een  involude  van  den  graad  n ,  welke  met  de  gegeven  invo- 
lntie (n  —  1)  paren  Q',  Q'^  gemeen  heeft.  Sngdt  het  ylak  door 
A)A4  en  Q'Q'^  de  rechte  AjA,  in  R,  dan  vormt  de  kegelanede 
A9A4Q'Q'^B  met  AfA,  een  lijn  van  het  bedoelde  oppervlak  O. 
De  rechte.  AjA)  ia  dus  een  (n  —  l)voudige  rechte  van  O, 
en  hetzelfde  geldt  voor  de  overige  vijf  rechten  AitAi. 

De  doorsnede  van  O  met  a^  bestaat  derhalve  uit  drie 
(n  —  l)voudige  rechten  en  n  kegelsneden ;  O  is  bggevolg  een 
oppervlak  yan  den  graad  (5n  —  8). 

8.  Een  rechte  door  A|  en  in  a^  snijdt  O  nog  in  (2n  —  1) 
buiten  A,  gelegen  punten ;  dus  is  A|  een  (Sn  —  2)voudig  punt. 

Elk  der  punten  A^  draagt  drie  (n  —  l)voudige  rechten ,  3n 
kegelsneden  en  n  enkelvoudige  rechten;  de  laatsten  vormen 
elk  met  een  der  in  het  vlak  at  gelegen  kegelsneden  een 
kubische  lijn. 

Opmerking.  Vervangt  men  de  quadratische  involntie  door 
een  kubische ,  dan  vindt  men  ,  op  oyereenkomstige  wgze ,  yoor 
den  graad  van  de  meetkundige  plaats  der  kubische  ruimte- 
krommen ,  die  de  drietallen  der  involntie  met  drie  vaste  punten 
A  verbinden,  het  getal  (5n  — 6)  Het  oppervlak  heeft  nu 
drie  (Sn  —  4)voudige  punten ,  drie  (n  —  2)voudige  rechten , 
n  kegelsneden  en  6  (n  —  1)  enkelvoudige  rechten. 


Vraagstuk  CLXVIII. 

N^  1  i.  De  rechten  van  een  kubisch  regelvlak  zijn  gerangschikt 
in  de  paren  van  een  involulie.  Te  onderzoeken  de  verzameting 
der  transversalen  dezer  paren.  (Dr.  J.  de  Vries.) 


862,  ^i^UNmp?, 

* 

o  p  1  o  B  8  i  n  p  van  Dr.  J.  di  Vbisb. 

1»  Aan  elke  .reidite  yaii  het  gegeren  regeWlak  p'  kan  men 
de  rechte  toevoegen  welke  haar  op  de  dubbellgn  d  sngdt^  de 
daardoor  bepaalde  inxolntie  heeft  met  de  g^OTeh  involotie  een 
paar  Iq^  i^'  gemeen.  Elke  rechte  door  het  snijpunt  D^  van  4 
en  Zq',  bfhQort  tot  den  bedoelden  stralencomplex ',  CTeiiBoo  elke  -* 
rechte  in  hnn  TerbindingsTlak  j^-  A>  ®n  ^  ^gn  dns  een  hoofd^  - 
punt  en  een  hoofdvlak  van  den  complex. 

De  beide,  dnbbelstralen  der  gegeven  involntie  sgn  aaaen  van 
tw^e  bgsondere  lineaire  complexen;  deie  znilen  hier  buten 
beschouwing  blgven. 

Een  vlak  f  door  de  enkelvoudige  richtlgn  0  sngdt  />'nog(ii^> 
tw^  rechten   {   en  m.    Zgn  V  en  m'  de  rechten  welke  ind^  > 
gegeven  involntie  met  hen  overeenkomen»  dan  behporen  tot  den  . 
complex  allj»  stralen  van  ^,  die  een  der  doorgangen  van  {'  en 
m'  bevatten..    De  in  f  gelegen    complexstralen  vormen   due 
tw.ee  waaiers,  soodat  de  <:amplex  quadratitdi  is^). 

2.  De  doorsnede  van  f>'  met  een  willekeurig  vlak  ^  is  een 
ki^bische  kromme  met  dub^punt  D,  op  d.  De  in  ^  gelegen 
complexstr^eq  omhullen  een  kegelsnede  ^'  die  2^  aanraakt; 
de  rasJdgnen  welke  sg  door  D  sendt,  verbi|iden  de  beide  in  D 
gelegen  doorgangen  van  beschrijvende  Ignen  met  de  doorgan- 
gen der  toegevoegde  rechten... 

Gaat  f  door  Dq  dan  liggen  in  Do  de  doorgangen  der  aan 
elkaar  toegevoegde  rechten  l^  en  Iq]  dus  is  D^  de  top  van.  een 
waaier  van  complexstralen  en  de  complexkegelsnede  ontaardt  in 
twee  waaiers* 

Dit  geschiedt  ook  als  ^  door  een  rechte  l  gaat  Dan  is  de 
doorgang  van  V  de  top  van  een  der  waders;  de  andere  top  is 
het  centrum  der  involutie,  welke  de  rechten  van  p'  op  de 
door  ^  ingesneden  kegelsnede  bepalen;  hg  ligt  blgkbaar  in  2^ 
Eik  raakvlak  van  p'  is  dus  een  singulier  vlak. 

S.  De  complexstralen  door  een  punt  P  vormen  natuurlgk 
een  quadratischen  kegel,  die  door  Dq  gaat    Dese  ontaardt  in 


^)    Doe  oomplaz  biykt  reeds  door  Wiilu  (Zeitaebr.  f.  IC.  a.  Pb. » 87 ,  U  879 
gevonden  te  syn.    ^^e.SrüBK,  Liniengeometrie.m,  bl.  4S91  » 
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twee  conoeiitriaohe  waaien ,  wanneer  P  op  p\  dus  op  een  rechte 
l  Ugt.  Een  der  waaien  beataat  dan  uit  de  atralen  door  P 
naar  ?• 

Verder  ontaardt  de  kegel  als  P  in  het  hoofdrlak  8^  ligt. 
Het  smgtiUerê  oppervlak  beataat  dna  uit  p'  en  Sq,  De  complex 
is  in  sich.  zelf  duaal,  daar  dit  met  p'  het  gcTal  is.  Hg  bezit 
Tier  dabbelstraleni  nJ.  de  rechten  c(,  $,  l^^  Toi  deze  zgn  toch 
singnlier  voor  elk  hunner  punten  en  vlakken. 


Vraagstuk  CLXIX. 

B  4  g.  Men  beschouwt  de  beide  stralenpaien ,  die  met  betrekking 
tot  de  rechthoekige  assen  OX,  en  OX^  bepaald  worden  door  de 
vergelijkkgen 

«»«i*  +  ^1*1*2  +  «o«*a*  =  o  en  /j^,»  +  a/„*,Xj  +/t^  =  o. 
Welke  is  de  meetkundige  beteekenis  der  voorwaarde 

(Dr.  J.  DB  Vriss.) 

Opgelost  dpor  C.  van  Aller,  J.  van  db  Grond  Ja., 
Dr.  J.  6.  RirroBRA,  Dr.  F.  Schuh  en  Dr.  J.  db  Vribs. 

Oplossing  van  Dr.  F.  Sohüh. 
De  loodlgnen  in  O  op  het  stralenpaar 

worden  vooi^esteld  door  de  vergelgking 
waarin 

^aD  *"  /<n >  *ii  ^^      /Il  >  *oa  =  /» 

is.    De  gegeven  voorwaarde  kan  dus  vervangen  worden  door 

Kn  is,  aooals  gemakkelgk  is  aan  te  toonen,  /^  een  simultane 
invariant  der  beide  quadratische  vormen 

A  ^  OjoOPi*  -h  2a|,a?,a;2  +  a^^^  en  B. 
De  voorwaarde   A  =  0   stelt  dus  een  betrekking  tussohen  de 

Wub  Or«.  9  01.  IX.  U 
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atnlttipAMa  A  s*  9  ea  B  ^s.O  ^obt  ,.  dis  tootjod  w  ti^§»B 
jtoÜMV  teMfioimatM.  Ds  bêèMkeoM  disr  i«or«iMrd^  kui 
men  vinden  door  het  aasenstelBel  bijzonder  te  kiezen,  fhmmm 
we  de  pMOE  \tmgê  «de  etmles  vn  A  =  A,  dMi  ^WÊtèkiim  ver- 
get^jjoag  «an  dit  etnJenfAar 

Na  gaat  de  ▼oowwmHfe  A  a»  .0  «ver  m 

soodat  het  stralenpaar  B  ^  O  tot  Tergétyking  heeft 

'Hieruit  'leest   men  af,   dat  de  stralenparen  A  =  O  en  !B  =  O 
elkaar  harmonisch  scheiden. 
Hieruit  volgt  dan  verder  dat  de  voorwaarde 

voor  da  alralanparen 

beteekent  dat  het  eene  paar  hanniniaDh  ^esolnidaa  {wondt  daar 
de  loodlgnen  op  het  andere  paar. 


Vraagstuk  CI^X. 

H*  5  h*    Men   vraagt   aan    te   toonen   dat  een  vlakke  kubische 
kromme  kan  vooigestdd  wordan  door  de  vei^dijking 

jp,  X  yz 

y^  y  %x 

z^  s  xy 

^>**'i^  ^11  y\^  't    ^^   coördinaten  sijn  «aa  een  ^uillakevng  pnnt 
dier  kromme.  .(£•  vaa  èaaim) 

Opgelost  door  C.  van  Aller  ,  H,  B.  Bo>ïE  Jr.  ,  W.  H  I^.  Janssen 
VAN  Raat,  Dr.  F.  Schuh,  De.  C.  Stolp  .^  Dr.  J.  db  Viuas. 


=  o» 
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OplasBittg  van  Dr.  S.  Di  Trikb. 
De  kdbkwhé  kroame^  die  ^kkor  de  Tei^ti|kNig 
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=  0 


wordt  voorgesteld,  ia  bestand  tegen  de  quadratische  tranafor- 
matie  zt/  t^y^  ^  zal..  2y  gaat  door  4e  invariante  punten 
s^sz^zs,z^^  welke  een  vierhoek  vormen ,  waarvan  de  neven- 
hoekpunten  ook  op  de  'kromme  liggen  en  tevens  hoekpunten 
van  den  coördinatendiiehoek  zjjn. 

üit  de  vergelijking  blgkt  terstond  dat  de  kromme  de  meet- 
kundige plaats  is  van  de  door  de  transformatie  gekoppelde  pun- 
tenparen  waarvan  de  verbindiogri^n  door*  het  pntitPi  (oHi  yi  >  ^i) 
gaat.  Derhalve  is  Pj  het  tangeotiaalpunt  der  vier  invariante 
punten ,  kan  dus  nooit  een  buigpunt  wezen ,  terwgl  de  kromme 
geen  singulier  punt  kan  hettben. 

Is  nu  een  kubische  kromme  van  het  geslacht  één  gegeven, 
dan  kan  men  ,  met  uitsluiting  van  haar  buigpunten ,  voor  P^  een 
willekeurig  op  haar  gelegen  puot  nemen.  KiesÉ  men  dan  als 
ooSrdinatendriehoek  den  diagonaaldriehoek  van  den  viedioek 
der  antitangealiaalpttniea  vao  P| ,  dan  kan  de  kromme  door 
een  veq;elgking  van  den  voorgesohreven  vorm  aangaweien 
worden* 

Oplrssing  van  Dr.  F.  Schith. 
U    De  kafciaehe  kioinnie  voorgesteld  door  «de  vetgelgkoig 
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gaat  door  de  hoekpunten  A,  B,  C  van  den  coordinatendriehoek^ 
door  hét  punt  P(a:i ,  ^, ,  zi)  en  door  het  punt  P'(yi^i ,  ZiXi ,  a:,jf|). 
Sb&k  ]^imt  lp'  is  bepaald  als  P  niet  in  een  der  hoekpunten  van 

23* 


856 


WISKUNDIGE 


den  ooördinatendrieboek  ligt.  Voor  yi  =  O ,  ^  ss  O  b.Y.  is  P' 
een  willekeurig  punt  op  de  as  op  =  O ,  terwgl  de  kromme  in 
de  lijn  BC  {x  =  0)  en  twee  door  A  gaande  rechten  (y^  =  2^) 
ontaardt;  dit  geval    sluiten  we  in  het  volgende  uit 

De  vergelijking  der  raaklgn  in  het  punt  A  (1 , 0, 0)  is  yiy  —  z^z^^Q. 

Dese  raaklgn  gaat  dus  door  P'  en  hetzelfde  geldt  natuurlgk 
voor  de  raaklijnen  in  B  en  G. 

De  coördinaten  van  een  punt  der  lijn  PP  zijn  Xx^  +  ^yi^i  ^ 
^yi  +  M^i^i )  ^^i  +  f^iVi ;  ^®  sngpunten  van  PP'  met  de  kromme 
worden  gevonden  uit 


Ui 


^«1  +  f^iVi 


=  O, 


dus  uit 


a?. 


Vi 


M«i*i     Vyi  («1*  +  »i') 


«i       fi^iVx       Mi(a?i*4-yi") 


=  0, 


of 


Hieruit  blgkt,  dat  de  raaklgn  in  P  door  P'  gaat  Zgn  echter 
twee  der  drie  grootbeden  x^,  yi',  z^^  onderling  gelgk»  b.v. 
y^  =  z^ ,  dan  wordt  aan  de  laatste  vergelgking  door  alle  waar- 
den van  X  en  /u  voldaan,  zoodat  dan  PP'  tot  de  kromme 
behoort.  We  zullen  daarom  Xi^^  y,'  en  z^  pnderling  verschil- 
lend onderstellen. 

Men  vindt  gemakkelgk ,  dat  in  deze  onderstelling  A ,  B ,  C 
en  P  geen  dubbelpunten  der  kromme  zgn ,  zoodat  uit  het  punt 
P'  vier  eigenlijke  raaklijnen  P'A,  FB,  PC  en  PT  aan  de 
kromme  kunnen  getrokken  worden,  welke  dus  van  de  zeede 
klasse  is.  Daar  P  en  P'  blijkens  de  gemaakte  onderstelling 
verschillen ,  vallen  niet  meer  dan  twee  sngpunten  met  PP'  in 
P  samen,  zoodat  P  geen  butgpunt  der  kromme  is.  De  in  de 
opgave  bedoelde  eigenschap  ^eldt  dus  niet  voor  iedere  kubische 
kromme  en  niet  voor  ieder  puDt  {x^  i  yi  9  ^'i)  op  zulk  eene  kromme. 

2.     Is  eene  kubische  kromme  van  het  geslacht  één  eo.  P  geen 
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yao  haar  buigpunteD ,  dan  kan ,  zooals  blijken  zal ,  haar  verge- 
Igking  in  den  yerlangden  rorm  gebracht  worden.  De  raaklijn 
in  P  snydt  de  kromme  dan  in  een  yan  P  yerschillend  punt  P^ 
Uit  P'  kunnen,  behalve  PP',  nog  drie  raaklijnen  aan  de 
kromme  getrokken  worden ;  hun  raakpunten  noemen  we  A ,  B , 
en  C.  Deze  punten  nemen  we  nu  als  hoekpunten  yan  den 
coördinatendriohoek ,  terwijl  we  het  eenheidspunt  (1,1,  1)  zoo 
kunnen  kiezen,,  dat,  als  ^i,  yn  24  de  coördinaten  yan  P  zgn, 
de  coördinaten  yan  P'  door  yiZi ,  ZiXi ,  a;,yi  worden  yoorgesteld. 
Ligt  P  niet  op  een  der  zijden  yan  den  coördinatendriohoek 
(m  a.  w.  ia  P  geen  sextactisch  punt  der  kromme),  en  zgn 
ëi  f  iii  t  Ki  ^Q  S/>  11/9  Zi'  de  yerhoudingsgetallen  der  afstanden 
▼an  P  en  P'  tot  de  zgden  yan  dien  driehoek,  dan  heeft  men 
duB  als  eenheidspunt  een  punt  te  kiezen,  waaryan  de  yerhou- 
dingsgetallen der  afstanden  tot  die  zijden  V^l^fiV^^ii^JiS  I^Si?^/ 
zgn.  Daar  men  telkens  zoowel  den  eenen  als  den  anderen 
wortel  kiezen  kan,  krijgt  men  yier  punten  R,  die  men  als 
eenheidspunt  nemen  kan;  zij  liggen  ieder  in  een  der  vier 
deelen,  waarin  het  ylak  door  de  zijden  yan  den  coördinaten- 
driehoek  yerdeeld  wordt.  De  rechte  die  een  hoekpunt  A  yan 
den  cóördinatendriehoek  met  een  der  yier  punten  R  yerbindt, 
gaat  nog  door  een  tweede  punt  R,  zoodat  door  A  twee  zulke 
yerbindingslijnen  gaan ;  deze  liggen  harmonisch  zoowel  ten 
opzichte  yan  AB  en  AG  als  ten  opzichte  van  AP  en  AP  en 
zgn  dus  de  dubbelstralen  der  involutie,  die  door  de  stralen- 
paren  AB,  AG  en  AP,  AP'  wordt  bepaald.  Hiermede  zijn  de 
yerbindingslgnen  der  yier  punten  R  aangewezen,  dus  ook  de 
punten  R  zelf. 

S.  Het  is  nu  gemakkelijk  aan  te  toonen ,  dat  bij  deze  keus 
yan  het  coördinatenstelsel  de  vergelgking  der  kromme  den 
yerlangden  vorm  aanneemt.  De  vergelgking  van  een  kubische 
kromme  door  de  hoekpunten  A,  B,  C  van  den  coördinaten* 
driehoek,  waarvan  de  raaklijnen  in  A,  ü  en  C  door 

gaan,  heeft  den  vorm 

aafl  (yyi  —  zz^)  +  by^(zz^  —  xx^)  +  cz^  (a:x,  -  yjfi)  -f-  dxyz=0. 

De  voorwaarde ,  dat  de  kromme  door  P'  gaat ,  vordert  (2  =  0, 
zoodat   de  voorwaarde,   dat  P  op  de  kromme  ligt,  overgaat  in 

«*i*  (y.»  -  «1»)  +  *y,»  («.»  -  «,»)  +  c^,»  (ar,«  -  y,»)  =  0.  .  («) 
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De  yMrgelUking  der  rMklgn  i&  P  ib 

Dese  gaat  door  P^  als  voldaan  ia  aan 

üit  dë  yergelgkingen  (a)  en  (fi)  tolgt,  daar  we  re,',  yr'en  z^^ 
yerBcbiflend  ondersteld  kebben ,  a=^b  =  Cj  zoodat  in  reibaod 
met  d  =  0;  de  yergelijking  der  kromme  overgaat  in 

Biervoor  kan  men  schrgven 


Xt  9  fZ 

V\       y       ^ 

z^  z  xy 


=  0. 


4.  Uit  de  vergelgking  der  kromme  leidt  men  geinakkid|k 
al»  dat  ze  de  vier  ponten  (1 ,  1,  1) ,  ( —  1  y  1 «  1)^  (1 » —  ^  >  1) 
en  (1,  1,  —  1)  bevat,  die  men  ab  eeaheidapont  kas  kiazea, 
en  verder  dat  de  raaklgnen  in  die  ponten  deer  P  gaas. 
Hierdoor  krggen  de  punten  R  ook  voor  het  geval,  dat  P  een 
sexiactisch  punt  is  en  dus  op  ees  zgde  van  den  ceordinatoa- 
driehoek  ligt,  een  eenvoudige  beteek^iis^ 


Vraagstuk  CLX^I. 

H^  5  k.  Als  men  uit  een  pnnt  D  in  het  vlak  van  een  gegeven 
driehoek  kKNÜijnen  neerlaat  op  de  zijden  van  dien  driehoek ,  worden 
deze  elk  in  twee  stukken  verdeeld.  Onderzoek  de  meetkundige 
plaats  van  het  punt  D,  waarvoor  het  produkt  van  drie  niet  aan 
elkaar  grenzende  stukken  gelijk  is  aan  het  produkt  der  over^  dife. 

Opgelost  door  C.  van  Aller  ,  H.  B.  Bone  Jr  ,  W.  H.  L, 
Janssen  vanRaav,  Dr.  F.  Schuh,  Dr.  C  Stolp,  Dr.  A.  Toxopeüs, 
H.  J.  VAN  Vnk  m  C.  Watblbakk». 
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Oplossing   van  W.  H.  L.  Jakssbk  yjtm  Rmmt. 

Men  kan  met  betrekking  tot  de  beide  producten  twee  onder- 
utellingeni  maken »  en  et  zijn-  voor  Iwt  p«at  D*  dam  ook  twee 
?er8cliillende  meetkundige  plaatsen  aan  te  wijzen ,  naarmate  de 
▼oetpunten  der  losdlgnen^,  uit  D*  op  de  sijdeQ  nm  den  driehoek 
neergelaten,  in  eenè  rechte  lijn  liggen,  of  wel,  met  de  over- 
staAadë' hocdÉpuirtèn  rerbonden,  l^nem  geren ,  die  door  één  punt 
gMin*;  andcm  gezegd,  naarmate  op  die  roetpunten' Het  theorema 
▼an  Cevn  tït  ^t  ran  Mtnelaus  toepasBelgk  is. 


L.  Ihv^êti9%mtm  lifgm  ovêrmnkomsUji  hei  theortm^  vem  Catm. 
Voor  het  geval ,  dat  de  ToetpiBten  in  eene  reehle  !§&  liggut , 
ia  de  meetkundige  plaats  reeds  bekend,  en  omdat  beyendien 
de  uitkomst,  in  verband  met  het  voorafgaande  vraagstuk,  tot 
het  vermoeden  noopt,  dat  bij  de  opgave  in  de  eerste  plaats 
gedacht  is  aan  voetpunten,  die  overeenkomstig  het  theorema 
van  Cevü  gelegen  zijn,  ral  dit  laatste  geval  thans  het  eerst 
beschouwd  worden. 

Kiest  BW  den  Mehoek  ABC 'tot  assendriehoek ,  en  laat 
moD*  ui^  ket  pmit  D  de  loodlifnen  x,  y  ea  2r  op  de  zi|den 
BC,  GA,  en  AB  neer,  dan  zijn  de  segmenten  van  deze  zijden, 
to'  heginnen  bg  bet  punt  C,  en  gaande  over*  het  puntr  B, 
achtereenvolgens  gei^k  aan 

g  cosec  C  -|-  o;  cot  C ,    z  ooseo  B  4-  x  cotB,    x  coseo  B  +  ar  cot  B , 

ff  cosec  A  +  ^cot  A,    ar  cosec  A+  y  cot  A,    a?  cosec  C  +  y  cotC, 

zoodat  de  gevraagde  meetkundige  plaats  wovdt  voorgeflfeld^daor 
de  vergelijking 


[^  -H  »09é€)  {x  ooseo  B  +  «  oot  B)  (;r  cosec  A  4* j^ ootA)=: 

•  _  

=  (z  cosec  B  +  X  cot  B)  (y  cosec  A  +  z  cot A)  {x  cosec  C  +  ycot  C) . .  1) 

of,  na  vermenigvuldiging  van  de  beide  leden  met  sin  A  sin.  B 
sin  C,  door 

{y  +  x  cos  C){x  +  z  cos  B)  (^  -f.  y  cos  A)  = 

^{z  +  X  cos  B)  (y  4-  £;  cos  A)  (« -f-  y  cos  C) 2) 
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of  eindelgk   in   detenmaantvorm,   orereeiikoinatig   het  vorige 
vraagfltttky  door 


008  A  —  cosBcoaC  x  yz 

9 

oosB — oosOooflA  y  2x 

008  C  —  008  A  008  B  z  «y 


=  O  .  .  .  .  S) 


De  gezoohte  kromme  is  dos  Tan  den  derden  graad ,  gaat  door 
de  drie  hoekpunten  en  bevat  uit  den.  aard  der  zaak  hun  tegen- 
punten  op  den  omgesohreven  cirkel ,  de  middelpunten  der  in- , 
aan-  en  omgeschreven  cirkels,  benevens  het  hoogtepunt.  Dat 
zg  verder  de  loodlgnen  op  de  middens  der  zgden  tot  asymp- 
toten heeft  blgkt  op  de  volgende  wgzen. 

a.  Noemt  men  de  segmenten  der  zgden  a^  en  a,,  (|  en  &2, 
C|  en  Oji  dan  kan  de  gestelde  voorwaarde  vervangen  worden 
door 


ÈL 


=  1 


4) 


Ligt  nu  het  punt  D  op  groeten  a&tand  van  den  driehoek, 
dan  moet  toch  een  der  voetpunten  op  eene  zgde  liggen, 
de  beide  anderen  daarentegen  op  het  verlengde  eener  zgde; 
stel  dat  het  eerste  geval  zich  bg  de  zgde  a  voordoet ,  dan  kan 
voor  de  betrekking  (4)  geschreven  worden 


^      _ 


=  1 


0^:110 


6) 


zoodat,  als  de  segmenten,  behoorende   bg    de   zgden  6  en  e 
oneindig  groot  worden, 

De   loodlgn   op   het   midden   van   a  is  dus  een  asymptoot; 
evenzoo  zgn  dit  de  beide  andere  middelloodlgnen. 

b.    De  middelloodlijn  van  BG  heeft  tot  vergelgking 

y  sin  B  —  2?  sin  C  +  o;  sin  (B  —  O)  =  0.    .     .     .    6) 
In  verban^  met  de  betrekking 


y  sin  B  +  2f  sin  C  +  a?  sin  (B  +  C)  sa  — 


7) 
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waarin  I  den  inhoud  ?an  den  asaendriehoek  en  B  den  straal 
Tan  den  daarom  beaohreTen  cirkel  voorstelt,  volgt  daaruit  voor 
elk  punt  dier  loodlgn 

jf  +  «ooaO  =  -j- 8) 

b 


z  -|-  X  OOB  B  =»  ^~* 9) 

c 

Ter   bepaling  tan   hare   angpunten   met  de  kubisohe  kromme 
Tooi^esteld   door  de  vergelgking  (2)  heeft  men  dus  de  betrek- 


0inG(ar+2;coBB)(04-ycoBA)=8inB(y-{-}sco8A)(x+ycoBO). .  10) 

Daar  deae  vergelgking  nog  slechts  van  den  tweeden  graad 
isy  ligt  een  der  sngpunten  op  oneindigen  afstand,  zoodat  de 
beschouwde  loodlgn  in  ieder  geval  met  eene  asymptoot  even- 
wgdig  is.  Door  vervolgens  y  uit  de  verg.  (8),  z  uit  de  verg. 
(9)  op  te  lossen  en  de  daarvoor  verkregen  uitdrukkingen  in  (10) 
te  substitneeren ,  verkrggt  men  eene  vergelgking  in  o?,  die 
Tan  den  eersten  graad  is,  zoodat  de  loodlgn  met  de  kromme 
nog  een  tweede  punt  op  oneindigen  afstand  gemeen  heeft ,  dus 
eese  asymptoot  is.  De  waarde  a;  =  R  cos  A ,  die  ten  slotte 
overblgft,  wgst  het  middelpunt  M  van  den  omgeschreven 
cirkel  aan.  Daar  M  het  tangentiaalpunt  der  drie  oneindig  ver 
gelegen  punten  is ,  moet  het  een  buigpunt  wezen.  Daar  verder 
de  harmonische  pooUgn  van  dit  buigpunt  oneindig  Ter  ligt,  is 
M  toTens  middelpunt  der  kromme. 

OPMSREiNeBK.  1.  De  elementen  der  eerste  kolom  Tan  den 
determinant  (8)  moeten  Tolgens  het  Toorafgaande  Traagstuk 
eTenredig  zgn  met  de  coördinaten  Tan  een  punt  der  kromme. 
Dit  is  het  hoogtepunt  Tan  den  driehoek,  die  ontstaat  als  door 
de  hoekpunten  Tan  den  gegoTeo  driehoek  lijnen  eTcnwgdig 
met  de  zijden  worden  getrokken;  de  afstanden  van  dat  hoogte- 
punt tot  deze  zgden  worden  Terkregen  door  de  bedoelde 
elementen  Tan  den  determinant  te  TcrmenigTuldigen  met  2R. 

2.  Wanneer  de  driehoek  gelgkbeenig,  dus  b.T.  b^c  en 
B  =  C   is,   dan   gaat  de   Tergelgking  (3),   al9  men   in   den 


Me 
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éi»tenmDaDÉ  de   ondimfèe  i*g  met  de  rown/^ftmnéè'  retuêvimt^ 
•eter '  «• 


008  A  —  008  B  008  C 

ooe  B  —  008  G  008  A 


X 


yz 


9X 


O 


~(y-«)    «(y--«) 


=  0...  11) 


valt  dtt8  uitoen  in  do  twee  verg elyikingeft 

y  ^21=0    .      . 


12) 


008  A  —  C08  B  008  C 
008  B  —  008  C  008  A 


X 

y 
1 


yz 

zx 


=  o  ...  19) 


xoodat  de   kromme  uiteeovalt  in  de  hoogtelgn  yan  den  gelgk- 
beenigen  driehoek  en  eeoe  hyperbool* 

Ib   de   driehoek   gelijkzgdig,    dan    be8taat   de  meetkundige 
plaat8  enkel  uit  de  drie,  onbepaald  verlengde ,  hoogtel^nen. 

IL  De-  voetpmtUn  der  lo^^diijnm  Uggm  in  emèêr$chtB  lifn. 
Men  weet  dat  de  gevraagde  meetkundige  plaate  in  dü  geval 
de  omgeeehreven  oirkel  van  den  driehoek  is  (sïe  bijvoorbeeld 
Cae^ ,  Sequel  to  Eudid,  blz.  34  of  Rouchi  et  de  Cimiber^mtBê, 
Traite  de  geometrie,  1U91 ,  I,  bis.  97.)  In  verband  mei  het 
voorgaande  bl||kt  dit  analytiaoh  al8  volgt. 

De  reeds  gevonden  uitdrukkingen  voor  de  aegmeatatt  der 
zijden  Uijyen  deaelfden  behoudens  sommige  veraaderiayn-  in 
de  teekens.  Dit  laatste  heeft  ten  gevolge  dat  men  ra.  eene 
derdegraadsvergelijking  vindt,  die  uiteen  valt  in  de  beide 
volgenden : 

ap  sin  A  +  y  sin  B  +  «  sin  C  =  O   .     .     .     .     14) 

■ 

ysBin  A  +  ^^sinB  +  a?y.sin'G=0   ....    16) 

Hiervan  stelt  de  eerste  de  Ign  in  het  oneindige  toot,  dë  tweede 
den  omgeschreven  cirkel. 

Oplossing  van  Dr.  C.  8¥olp: 

1 .  Tot  de  meetkundige  plaats  behoort  vooreerst  heft  middel- 
punt O  van  den  om  driehoek  ABC  beschreven^oirkel ,  dkar  het 
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mh  Qf  de  sgdeii  io  de  middeiis  daarran  projecteert.  Zgn  nu 
D  en  D'  twee  pvnAen ,  die  symmetrisch'  liggen  ten  opzichte  van 
O,  dan  zijn  ook  de  projectiee  yaii  D  en  D'  op  elke  zijde  yan 
den  driehoek  symmetrisch  gelegen  ten  opzichte  van.  het  midden 
dier  zgde.  Ztjn  Terder  A| ,  Bi ,  Ci  de  projecties  van  D  op 
BC,  CA,  AB  en  Jk^\  B/,  Ci'  de  ofaseenkomstige  projecties 
Tan  D',  dan  yerdeelen  de  projecties  yan  D  en  IX  op  ééne  zg 
die  zgde  in  omgekeerde  reden.    Stellea  wg  namelgk 

CAi  =  XBA,,    ABi  =mCB,,    BC,  =*AC, 1) 

dan  is  CA/  :=  BA/ :  A ,  enz. ,  zoodat 

CA,      AB,:      BC,      ,  CA,'      AB,^      BG,'        1 


lA^  ^  CB,       AC,       '^       BA,'      CB,'      AC,'      X^iv 

Zal  nu  een  der  punten  D  of  D'  tot  de  meetfcandige  plaats 
behooren ,  d)WK  moet  het  product  yaa  drie  aan  elkaar  grenzende 
stukken  gelijk  zijn  aan  dat  der  oyerige  drie,  dus  zal  men 
moeten  hebben* 

Afiy=  1- 2) 

Hei  blgklr  nu^  *dat  D  en  D'  slechts  geUjktgdig  aaii>  deze 
▼eerwaarde  kunnen  voldoen  en  dat  de  gezochte  kromme  bijge- 
volg O  tot  middelpunt  heeit. 

WaBoeer  de  puntea  D  en  ly  der  kromme  in  't  oneindige 
komen ,,  wordi  de  rechte  OD  asymptoot.  Yan  de  drie  pn^- 
ties  van  D  moeten  er  nu  minstens  twee  op  oneindigen  afotand 
liggen,  isoodat  ook  minstens  twee  van  de  drie  verhoudingen 
A  y  /i ,  V  de'  waaide  —  1  moeten  hebben.  Maar  dan  heeft 
volgens  2)  de  derde  verhouding  de  waarde  +  1  >  zoodat  de 
projectie  van  D  op  de  derde  zijde  het  midden  dier  zgde  is. 
Hieruit  volgt  onmiddellgk,  dat  de  asymptoten  der  kromme 
de  zijden  des  driehoeks  rechthoekig  middendoor  deelen. 

2  Ten  einde  tot  de  vergehjking  der  kromme  in  afstands- 
coSnKnaten  te  geraken ,  zullen  wij  beginnen  met  X  ,  /u ,  v  uit 
te  drukken  in  de  afstanden  DA,  =-  x ,  DB,  =  y ,  DG,  =  z  van 
een  punt  D  tot  de  zijden  des  driehoeks.  Daartoe  laten  wij 
uit  A|.  de-loodlijnen.  A,E  en  A,F  neer  op  AB  en  AC  »  waardoor 
de  hoeken  DA, E  =  B,  en  DA,F  =  C  verkregen  worden.  Be- 
sehouwt  men  A,E  beurtelings  als  z^de  van  driehoek  AjBE  en 
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als  sgde   Tan   het  rechthoekig   trapeuam  A|ECiD,  dao  Tindt 
men  door  gelgkstelling  dor  waarden  ran  AfE 

BA,  un  B  =  0  +  '  oos  B. 
Op  gelijke  wgse  handelende  met  A,F  krggt  men 

GA,  sin  G  »  y  +  ^  ooB  C» 
en  wordt 

X  «  CA, :  BA,  =  (y  4-  a?  cob  C)  sin  B  :  («  4-  «  cob  B)  »in  C. 

Dé  OYereenkomstige  uitdrukkingen  Yoor  ^  en  y  worden  door 
cyclische  permutatie  yan  letters  yerkregen. 

Door  de  waarden  van  A,  /i*  v  in  2)  te  subBtitueeren  kan 
men  natuurlgk  de  yergelgking  der  kromme  yerkrggen.  Alyorens 
hiertoe  over  te  gaan,  willen  wg  de  yerkregen  yergelgkingen 
afzonderlijk  in  oogenschouw  nemen.  2iOnder  breuken  kan  men 
ie  aldus  sohrgven 

(y  +  a;  COS  G)  sin  B  =  X  («  +  ^ cos  B)  sin  G, 

(;e  +  y  COS  A) sin  G  =  M(^  +  y  COS  G)Bin'A,       ....  3) 

(«  +  ^  cos  B)  sin  A  =  V  (y  +  ^  cos  A)  sin  B. 

Beschouwt  men  X,  /u,  y  als  willekeurige  standyastigen ,  dan 
stellen  de  yergelgkingen  rechten  voor,  die  de  sijden  BU,  CA, 
AB  rechthoekig  in  gegeyen  yerhouding  yerdeelen.  Ze  gaan 
oyer  in  die  der  asymptoten ,  als  men  de  yerhoudingen  =  l 
stelt.    Op  nul  herleid  worden  se  in  dit  bgsondere  geyal 

IJ  =  a?  sin  (B  —  G)  -f  y  sin  B  —  2?  sin  G  =  O, 

V  =  — a?BinA  +  ysin(G-A)  +  ar8inC«=0,  |  ....  4) 

W  ^  xsin  A  —  y  sin  B  -h  ^  sin  (A  —  B)  =»  0. 

In  yerband  met  de  lijn  in  het  oneindige 

T  ^  X  sin  A  +  y  sin  B  +  ^  rin  C  =  O .     .     .     .    5) 

geyen  zij  de  punten  in  't  oneindige  ( —  1,  cosC,  cos  B)»  enz. 
Stelt  men  nog 

U  + V  +  W  =  D, 6) 

dan  ?indt  men  door  optelling  yan  de  drie  yergelgkingen  4} 

D  =  «  sin  (B  -  C)  +  y  sin  (C  —  A)  +  «  sin  (A  —  B)  =  O , 


OPGAVEN.    N«.  171.  365 

d  i.  de  Tergelgking  Tan  de  bekende  middellijn  yan  Broeafd, 
welke  hier  yermeld  wordt  wegens  de  beteekenia,  die  hg  voor 
onse  kromme  besit 

8.  Na  deze  uitweiding  gaan  we  er  toe  over,  de  Tergelgking 
der  kromme  in  yerschillende  gedaanten  af  te  leiden.  De  yer- 
menigyuldiging  yan  de  yergelgkingen  8)  geeft  in  yerband  met  2) 

(y  +  «  obB  0)(«  +  y  cob  k)(x  +  z  oee  B)  = 

=  (a  +  a?co8B)(a?  +  ycosC)(y +  0COB  A)  .    .    .7) 

Deze  yergelgking  kan  bij  behoorlgke  aamenyoeging  der  termen 
aldus  geschreyen  worden 

(cosA— ^  oosBooBC)flp(y'  —  2?")  + (cosB  —  cosCooBA)y  («*—»•)-!- 

+  (cos  C  —  008  A  cos  B)  2?  (o?»  —  y*)  =  0. 

AJyorens  deze  in  determinantenyorm  te  brengen ,  willen  wg 
de  beteekenis  nagaan  yan  de  goniometrische  uitdrukkingen, 
die  in  de  yergelgking  yoorkomen.  Na  yermenigyuldiging  met 
de  middellijn  2R  des  omgesohreyen  cirkels  stellen  zg  de 
abtanden  yan  zeker  punt  H]  tot  de  zgden  des  driehoeks  yoor 
en  wel  x,  =  2R  (oos  A  —  cos  B  cos  C)  den  afstand  tot  BC.  De 
afstand  X2  yan  het  hoogtepunt  H  tot  dezelfde  zijde  is 
2fi  cos  6  oos  C ;  derhalye  is  ^  (d^i  +  ^)  =  R  cos  A ,  d.  i.  de  afstand 
yan  O  tot  BC.  Zoo  yoortgaande  besluit  men,  daf  Hi  het 
punt  der  kromme  is,  dat  diametraal  tegenoyer  H  ligt.  De 
coördinaten  yan  H|  (04  ,  y, »  z^)  inyoerende  kan  men  de  yer«> 
gelijking  ook  in  dezen  yorm  schrgven  (zie  het  yorige  yraagstuk) 


«1  Vi  «I 

X  y  z 

yz  zx        xy 


=  0. 


Yan  de  kromme ,  die  blgkbaar  door  de  hoekpunten  yan  den 
driehoek  ABC  gaat ,  kan  nu  ook  deie  bepaling  gegeven  worden, 
dat  zij  is  de  meetkundige  plaats  der  isogonaal  toegeyoegde 
punten  P(x^  y,  <)»  P'iyz^  ex,  xy)^  welke  met  H]  op  één 
rechte  liggen. 
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4.    !■   een  geheel  «nderaa  ▼orm  ymib  mm  é»  leigeljjfc  ing 
der  kfomme  op  de  vel^eode  wqm.    Mea  .«teUe 

l  —  l  1  _«»  1  _„ 


l+r'^         1  +  1»'  1+jl 

ea  Bobatiioeere  dem  «aarden  ia  8).,  .«aaadeor  om»  «i 

s  nn  (B  —  C) +^  sin  B  —  «  «ia  C  «  ^(«flia  A  +  |Mia  ft  yI- s  nn  C) , 

a 

eai.  of  in  sTmboliiclien  verm ,  jiaar  é)  .eo  .üi) , 

U  =  rr  ,  V  =  mT  ,  W  =■  «T. 
Yoor  de  Tei^elglciog  2),  die  overgaat  ia 

1^1     1  — m     1  — a 

1  +i  *  1  +•»  '  i-T»*^   • 

kan  men  na  herleiding  sohrgyen 

bim  +  l  +  m  +  m=^% 

en   de  eliminatie  yan  /,  m,  n  levert,  met  gebruÜBinakiiig  va» 
6) ,  de  volgende  vergelgking  op 

Uit  deze  yergelijkiag  bl||kt  niet  atteea,  dat  U's* O,  T«^» 
W  =  0  de  asymptoten  der  kromme  zga ,  maar  ook ,  dat  de 
diameter  smn  Broccmd  D » O  de  kromme  in  het  ImigpMt 
(middelpant)  O  raakt.  Hieraan  «kan  een-  tweede  opme^kiiig 
^yastgeknoopt  worden.  De  isogonaal  toegevoegde  ^mn  dt 
kromme  is  de  kromme  zelve ,  die  van  den  diameter  van 
Brocard  is  de  hyperbool  iran  Kiepert ,  'liet  aan  O  isogonaal 
toegevoegde  punt  is  het  punt  H.  Derhalve  heeft  de  kromme 
met  de  hyperbool  van  Kiepert  in  het  hoogtepunt  een  driepun- 
tige  (Mfiraking, 

OPMBRKiNeEN.  I.  Yorvaugt  men  de  voorwaarde  2)  door 
Xp(v  =  k ,  vraacin  k  een  wdllekenrtge  atandf«ilige  btfkeekent , 
dam  krggt  men  ia  plaaAi  van  7)  de  veigeljjkuig  VMi.een  b«adril 

(y  +  «  cos  C)(z  +  y  cos  A)  (a?  +  «  cos  B)  — 

—  fc (2  +  a? cos  B)  (« -}-y  cos  C)  (y  +  5?  cos  A^  =»  0. 


Van  de  negen  basispunten  liggen  er  zes  op  den  omgeschre- 
ven oiiM,  ttanelgk  de  hdèkfwitm  A  ,  B ,  G  «a  de  diMMiraal 
ev  tegenover  liggende  ponten  A',  B\  C-,;  de  overige  drie  zgn 
de  aan  A',  B',  (T  isogonaal  toegevoegde  punten,  die  in  het 
oneindige  Iqi^gen. 

Bijzondere  waarden  van  k  zgn ,  behalve  de  reeds  behandelde 
waarde  k-sti^l  ,  de  waaiden  O,  oo ,  —  1. 

IFeor  ^  «e  9  ^n^  'jb  s  oo  tindl  nen  drie  feotaten.  fnfaet^gevrf 
kxn^  l  laat  lich  4iet  eeM*e  Itd  d«r  la«iete  ^ergèigkiBg^  m 
twee  &ctoren  splitsen ,  die  afzonderlgk  gelijk  aeii  *iitil  geMeKL , 
de  Ign  in  het  oneindige  en  den  omgeschreven  cirkel  Tan  drie- 
hoek ABC  opleveren.  Deze  uitkomst  was  .te  voorzien ;  want 
Toor  punten  op  oneindigen  afstand  is  in  't  algemeen  A=fisv=  —  1 
en  dus  X^v  =  -^  1 ,  terwijl  voor  punten  van  den  omgeschreyen 
cirkel  hetzelfde  product  de  waarde  —  1  heeft ,  omdat  de  pro- 
jecties van  D  op  één  rechte  (Ign  van   Wallacé)  liggen. 

II.  De  meetkundige  beteekenis  der  voorwaarde  Xfiw  ==  1  is , 
dat  de  jrefihten  AAt »  B^.,  CGi  elkaar  in  één  punt  S  sngden 
(Ceva).  Aan  elk  punt  D  van  de  kubische  kromme  (D)  van 
ons  vraagstuk  beantwoordt  doe  een  punt  S  eener  tweede 
kubische  kromme  (S)  en  met  twee  diametraal  tegenover  elkaar 
gelegen  puntee  B  en  D^  der  eerste  komen  twee  isotoom  toege^ 
Toegde   punten   S   en    S'  der  tweede  kromme  overeen.     Stelt 

n  ?  £ 

men  \^=z-— ,  fi=s-—  ^  vs=  —  ,  dan  komt  dit  eenvoudig  neer 

i  l  tl 

atf  de  tevoesing  vw  de  bavyoentrische  eoordinaten  van  'M 
ptaaA  8.  Dear  ie  in  (te  i^oeren  in  de  vergel^kingen  3} ,  ad 
men  deze  aldus  kilnaen  aohfy/^en 

^(ifCotB  —  JcotC)  —  y(ScosecC)  +  «  (iï  cosec  B)  =0, 

enz.  Men  kan  nu  verder  :c,  y  en  2;  elimineeren  en  krggt 
dan  de   vergelgking  der  kromme  (8)  allereerst  in  dezen  Torm 


X)    Aan  de  Tergetijking  kan  men  dan  dese  gedaanten  geven : 

Taf*  (1  +  cos  A  cos  B coB  G)  +  tf^  (yi  +  «")  Bin  B  sin  G  i- y  («*  +  «;*)  sin  Cain  A  + 

•f*(««-l"^?»J«mA  sin  B-O,         (VW  +  WU+UV)T  +  T»  =  0. 
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iiootB — ^(ootC         — CooaooC  «oomoB 

Z  ooteo  O  C  cot  C  —  (  cot  A  —  C  ooseo  A 

9  00860  B  C  00860  A      (  OOt  A  —  l|  oot  B 


»0. 


Door  gepa8t6  h6rl6iding6n ,  di6  bier  aoht6rw6g6  mo6taB 
blyyon ,  kan  aan  d6  laatste  Torgelgking  6en  eenroudigo  gedaante 
gegeven  worden.  Met  yerandering  van  Zt  n»  K  i^  ^9  9 i  ^ 
wordt  ag  ten  slotte 


ootA        ootB 


I    y« 


ootC 


zx 


xy 


=  0. 


Men  boude  in  bet  oog»  dat  «,  y  en  is  bier  baryoentrisebe 
coördinaten  zgn ,  zoodat  men  voor  bet  boogtepunt  H  heeft 

a;:jf:«stgA:tgB:tgO 

en  voor  bet  isotoom  daaraan  toegevoegde  punt  H^ 

o; :  y :  2r »  oot  A :  cot  B  :  oot  C. 

In  verband  hiermede  kan  men  van  de  kubisobe  kromme  (8) 
aeggen ,  dat  zg  is  de  meetkundige  plaats  der  isotoom  ve^ 
wante  puntenparen»  welke  met  Hg,  het  zoogenaamde  reciproke 

punt  van  het  orthooentrum ,  op  één  rechte  liggen. 


Vraagstuk  CLXXII. 

K  7  d.  Gegeven  zijn  de  homogene  coördinaten  at,  ht  a,  '1 
(i  =  1 ,  2  ,  3)  van  vier  punten.  Bepaal  de  vergelijkingen  van  de 
verbindingslijnen  der  diagonaalpunten  van  den  voUedigen  vierbod» 
welke  de  gegeven  punten  tot  hoekpunten  heeft.    (C,  vak  Aller.) 


Opgelost  d(k^  C.  van  Allkr,  T.  J.  Allersma  en  Dr.  F.  Schuh. 


OtÖA-VÊN.    No.  Itè. 


m 


Oplossing  van  Dr.  F.  Sohuh. 

Zg  A  het  sngpunt  ^an  <id  met  bCy  B  het  sngpant  Tan  ae 
met  bd  en  G  het  sngpant  7an  ab  met  cd.  De  yergelgking 
▼an  ad  h 


'2 


«I 


J 


^« 


«8 


d]        d!}        ^3 


=  0, 


of  in  afgekorten  Yoraif 

(»ad)=»0. 

De  yergelgking  yan  bc  is 

(xbe)  =  O , 

soodat  yoor  de  yergelgking  yan  AB  gesohreyen  kan  worden 

(«ad)  +  A(a?6c)  =  0, 

waarin  X  zoo  bepaald  moet  worden,  dat  de  Ign  door  het  sng- 
pant  B   yan  ae  en   bd   gaat    De  yoorwaarde,  dat  de  lijnen 

(awd)  +  X (arftc)  =  O ,  (a?ac)  =  0  en  (a?6d)  =  0, 
door  één  pant  gaan ,  is 


h^d^ — ^8^  ,  *8^i  —  *i^3 »  i|da~  Ml 


+  X 


V2""*8^  )  Vl-"*!^  »  *1<^-"  Vl 
Ma— M2  >  *8^1— *l^2  »  *i^2-^2^ 


o, 


waaryoor  we  ter  afkorting  schrgyen: 

Aj  +  XAa  =  0. 

De  yoorwaarde  A|  =  O  beteekent ,  dat  de  Ignen  ad^  ac  eubd 

door  één   punt    gaan.    Daaraan   is   yoldaan  als  a,  ft  en  ({  op 

één  rechte  liggen,  das  als  (a6d)  =  0  is,  en  ook  als  a,  c  en  ({ 

op  één  rechte  liggen ,  dus  als  (acd)  =  O  is.    Hieruit  blijkt ,  dat 

Af    het  product   yan  (abd)  en  {acd)  met  een  getallenfactor  is. 

Door   één   term    yan  A|    met  den  oyereenkomstigen  term  yan 

(abd)  (acd)  te  yergelgken,  blijkt  dat  die  getallenfactor  —  1  is, 

waaruit  yolgt 

A|  =  —  (abd)  (acd). 

WuK.  Opo.  Dl.  IX.  %i 
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Eyensoo  vindt  men 

Aa  =  (abc)  (bed) , 

waaruit  Tolgt 

_{abd)(aed) 
~  (abc)  {bed)  * 

De  yergelgking  yan  de  rechte  AB  wordt  dos 

(xad)  (abc)  (dbc)  +  (xbc)  (bad)  (cad)  =  0. 

Ook  kan  die  vergelgking  in  den  Yolgenden  Torm  geBchreven 
worden 

(xae)  (abd)  (cbd)  -f  (xbd)  (boe)  (dac)  =  0. 

Voor  de  yergelgking  der  rechte  BC  Tindt  men  OTenzoo: 

(xac)  (adb)  (cdb)  +  (xdb)  (doe)  (bac)  =  O , 

of: 

(xab)  (ode)  (bdc)  +  (xdc)  (dab)  (cab)  =  O, 

en  voor  de  yergelgking  der  rechte  CA 

(xab)  (acd)  (bed)  -f  (xcd)  (cab)  (dab)  =  O , 

of: 

(xad)  (acb)  (dcb)  +  (xcb)  (cad)  (bad)  =  0. 


Vraagstuk  CLXXIII. 

K  2  d.  In  het  vlak  van  driehoek  ABC  liggen  de  ponten  P  en 
P|.  Door  P|  trekt  men  rechten  evenwijdig  aan  AP,  BP,  CF, 
welke  CA  ^  AB ,  BC  in  A, ,  B, ,  C,  en  AB ,  BC ,  CA  in  A^,  B,, 
Cj  snijden.  Als  P,  een  vast  punt  is  en  A| ,  B, ,  C|,  en  A^,  B^, C, 
coUineaire  drietallen  zijn,  vraagt  men  te  bepalen 

i)    de  ligging  van  P, , 

2)  de  meetkundige  plaats  van  P, 

3)  de  omhullenden  der  rechten  A|B|C|  en  AfiJC^^ 

4)  de  meetkundige  plaats  van  het  snijpunt  deser  rechten. 

(T.  J.  Allxrsua.) 

Opgelost  d(for  T.  J.  Allersma  en  Dr.  F.  Schuh. 


Ot^OAVÉN.    N«.  173. 


Sfl 


Oplossing  van  Dr.  F.  Sohuh. 

Zgn  p^q^rée  baryoentrische  coördinaten  Tan  P ,  l^i  >  ïi  >  ''i 
die  Tan  Pf  en  x ,  y,  ^  de  loopende  baryoentrische  coördinaten , 


dan  is  vooreerst  de  yerirelijkinff  yan  AP :  -^  s  — . 

q        r 

De  coördinaten  yan  het  punt  in  het  oneindige  yan  AP  sgn 
—  (?  +  »■)»  ?  I  »■;  do  rechte  P|Ai  door  P|  eyenwgdig  aan  AP 
heeft  dus  tot  yergelijking 


I     X 


Pt 


?i 


—iii-r)   q 


=  0. 


De  coördinaten  yan  het  snijpunt  Ai  yan  P|  A|  met  CA  (y  =  0) 

Door  cyclische  letterverwisseling  vindt  men  de  coördinaten 
yan  B,  en  C|.  De  voorwaarde,  dat  A|,  B,  en  Qi  collineair 
zgn,  luidt  dus  , 

Pi?  +  JiJ  +  9i^  O  rif  —  g,r 

Ptr^Tip  Jir  +  r,r  +  r,p  O  =0. 

O  iiP—Pi9        r^p+ptp+p^q 

Hiervoor  kan  geschreven  worden 
(ft  +  ïi  +  n)  (P  +  3  +  r)  (pqpir^  +  qrq^p^  +  rpr^qx)  ~  0. 

Ligt  F  of  P,  in  het  oneindige  dan  zijn  dus  A| ,  B,  en  G| 
ooilineair,  zooals  ook  onmiddellgk  is  in  te  zien.  Liggen  P  en 
Pi  in  het  eindige ,  dan  wordt  de  voorwaarde  voor  de  collineaire 
ligging  van  A, ,  B,  en  C| 

MPtn  +  Ï^JiPi  +  rP^iJi  =  O- 

Evenzoo  vindt  men  voor  de  voorwaarde,  dat  A^,  B,  en  C, 
ooilineair  zgn 

Pï9in  +  i^iPx  +  rPPiJi  =  0. 

24» 
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1)  Wil  er  Tan  een  meetkundige  plaats  Tan  P  sprake  sgn, 
dan  moeten  deie  beide  Tergelgkingen  deselfde  Ign  Toorstellen; 
hierToor  is  de  Toorwaarde 

ïi  '^  n       p/ 

Is  P|  bestaanbaar  dan  volgt  hieroit  p^:=iq^=zr^  j  m.  a.  w. 
P,  is  het  zwaartepunt  van  driehoek  ABC. 

2)  De  meetkundige  plaats  van  P  heeft  dan  tot  Torgelijking 

pq  +  qr+rp  =  0, 

m  9L,  w.  de  meetkundige  plaats  van  P  is  de  ellips  van  Stbutbr  , 
d.  L  de  ellips  door  A. ,  B  en  G ,  die  het  zwaartepunt  G  Tan 
den  driehoek  als  middelpunt  heeft. 

8)    De  rechte  A|B,C,  heeft  tot  Tergelgking 

X  ff  z 

2q  +  r       O        g-r     =0, 

r  —  p    2r  +  p      O 

of ,  na  herleiding  met  behulp  Tan  pq-^qr  ^rpssO^ 

(2p  — ï  +  2r)a?  +  (2p  +  29  -  r)tf  +{-  p  +  2q  +  2r)z  =  0. 

Zijn  p\  q\  r'  de  coördinaten  Tan  het  punt  P'  dat  op  de 
ellips  Tan  Steihbr  diametraal  tegenoTer  P  ligt»  dan  is 

;>' :  j' :  /  =  (—  ^  +  2f  +  2r) :  (2p  —  j  +  2r) :  (2p  +  2f  —  r). 

De  Tergelgking  Tan  A|B|C|  wordt  nu 

q'x  +  r'v-^p'z^O, 

waaruit  blgkt  dat  de  rechte  A^BsC,  door  het  punt  P'  gaat  Dasr 
P^  op  de  ellips  Tan  Stbiheb  ligt,  kunnen  we  Toor  de  coördi- 

p 

naten  Tan  P'  schrgTen  p\ ,         ,  1 ,  waardoor  de  Tergelg- 

j>  +  1 

king  Tan  AiB|C|  OTorgaat  in 

waarin  p'  een  parameter  is.  Hieruit  Tindt  men  Toor  de  om- 
hullende Tan  A,BiC,  (— «  +  y  +  «)*  —  4y0  =  O|  of 

x*+  y*  +  «*  —  2a?y  —  2a?2r—  2y2r  =  0. 
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Uit  de  STmmetrie  dier  vergelgking  blgkt.,  dat  dit  tevBDS  de 
omhullende  der  rechten  A^B^Ca  is.  Verder  blgkt  uit  de  Ter- 
gelijking,  dat  de  gewieenschappelifke  omhullende  der  rechten 
AiB^Ci  en  A^B^C^  de  ellips  ie^  die  de  zijden  van  driehoek  ABC 
in  de  middens  dier  zijden  aanraakt.  Dese  ellips ,  ook  wel  de 
tweede  ellips  ysd  Stsinbb  genoemd,  heeft  eyeneens  het  zwaarte- 
punt G  Tan  den  driehoek  als  middelpunt  en  dezelfde  punten 
in  het  oneindige  als  de  ellips  yan  Steutbr.  Hieruit  yolgt ,  dat 
de  meetkundige  plaats  yan  P  en  de  gemeensohappelgke  omhul- 
lende yan  AiBfOi  en  A2B2G2  concentrisch  zgn  en  gelgkyormig 
gelegen. 

4)  Voor  de  yergelgking  der  rechte  AaB^O,  yindt  men  op 
dezelfde  wgze  als  boyen: 

Boodat  AsBjCa  eyeneens  door  P'  gaat.  Hieruit  yolgt,  dat  AiB|C| 
en  AaBjCa  de  beide  raaklnnen  der  ingeschreyen  ellips  uit  het 
diametraal  tegenoyer  P  gelegen  punt  der  omgeechreyen  ellips 
xgn ,  en  yerder ,  dat  de  meetkundige  plaats  van  het  snijpunt  S 
van  A^BxC^  en  AJB^C^  de  ellips  van  Steihbr  is. 


Vraagstuk  CLXXIV. 

K  8  f.  Van  een  yierhoek  ABCD ,  die  een  ingeschreyen  en  een 
omgeschreyen  cirkel  bezit,  worden  de  hoeken  A  en  6  door  2a  en 
en  2/9  aangewezen ,  de  hoek  DEA  der  diagonalen  door  37.  Bewijs 
dat  men  heeft 

»in  («  +  jS) 

.*'         C08(a-/3) 

(J.  A.  Baiuiau.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  J.  A.  Bakrau,  H.  B.  BoneJr., 
Dr.  H.  Bremekamp  ,  W.  H.  L.  Janssen  van  Raay  ,  L.  de  Jong  , 
£•  D.  J,  DE  JONGH  Jr.,  A.  Keesing,  Dr.  J.  G.  Rutgers,  Dr.  F. 
ScHUH,  H.  J.  VAN  Veen  en  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Oplossing  van  T.  J.  Allbrsma. 

1.  De  raakpunten  der  zijden  AB,  BC,  CD,  DA  met  den 
ingeschreyen  cirkel  zullen  door  F,  G ,  H ,  I  aangewezen  wor- 
den.   Zg  E  het  sngpunt  yan  AD  en  BC. 
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Daar  ABGODI  kan  beschouwd  worden  ala  een  om  een  cirkel 
beechreven  seahoek,  gaan  AO,  BD  en  GI  door  een  pant  E, 
dat  dan  natuurlgk  ook  op  de  rechte  FH  ligt. 

Omdat  ABCD  een  koordenvierhoek  ia ,  heeft  men  Z.  AGB  == 
Z  ADB  of,  wat  hetselfde  is ,  Z  ECG  =  Z  IDE.  Verder  is 
Z  KGI  =  Z  KIG ,  of  Z  CGE  =  Z  DIE.  Uit  de  driehoeken 
EGC  en  EDI  vindt  men  dus  Z  GEC  =  Z  lED.  Maar  Z.  lED 
is  ook  gelgk  aan  Z  BEG,  soodat  men  heeft  Z  GEC  =  ZBEG, 
d.  w.  z.  dé  rechten ,  die  de  raakpunten  der  overstaande  zijden 
verbinden j  deelen  de  kodcen  der  diagonalen  middendoor. 

2.  Nu  ie  verder  Z  KIG  +  Z  KGI  =  Z  A  +  Z  B ,  dus 
ZDIE=ra  +  0,  en  daar  ZDEI  =  i  ZDEA^yis,  vindt 
men  uit  driehoek  DEI 

Dl :  sin  7  =  DE :  sin  (a  +  /3). 

Uit  2  Z  CHE  =  Z  A  +  Z  ADH  =  2a  +  (ItXP  —  20)  volgt 
ZCHE  =  90O  +  a— 0,  dus  Z DHE  ==  90® -  (a  — /3).  Daar 
Z  DEH  =  90O  —  ZDEI  =  GO®  —  y  is ,  vindt  men  uit  drie- 
hoek DEH 

DB :  cos 7 » DE :  cos {a—fi). 

Maar  DH  =  DI,  bggevolg  leveren  de  gevonden  evenredig- 
heden 

8in(a-f  0) 


tg  7 


cos  (a  —  fi) 


Oplossing  van  Dr,  W.  A.  Wijthopp  >). 

Stellen  wij  de  bogen  AB,  BC,  CD  en  DA  van  den  omge- 
schreven cirkel  achtervolgens  door  4f  i ,  4^^ ,  4^  en  4^4  voor, 
dan  is 

♦i+#a  +  f>  +  f4  =  90O 1) 

De  eigenschap  dat  de  vierhoek  ook  een  ingeschreven  cirkel 
heeft,  drukken  wij  uit  door  de  sommen  der  koorden  der  over- 
staande bogen  aan  elkaar  gelijk  te  stellen ,  dus  door 

sin  2^,  +  sin  2^3 »  sin  2^^  +  sin  2^4  .     .     .    .    2) 


^)    De  overige  oploanogea  komen  vry  wel  me|  deie  oploMbg  oTOten. 
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Door  de  hoeken  A ,  B  en  DEA  in  bogen  van  den  omgeeohroTen 
cirkel  uit  te  dmkken ,  vinden  we  y^rder 

«  =  #2  +  fs  'i *) 

0  =  #3  +  #4; 4) 

Uit  (3) ,  (4)  en  (6)  Tolgt : 

—  «  +  0  +  7  =  2^4; «) 

«-04-7  =  2#,; 7) 

«  +  /3-7  =  2f,; 8) 

uit  (8),  (4)  en  (6)  in  verband  met  (1) 

«  +  /3  4-  7  =  180^  —  2^, 9) 

Door   toepaanng   van   (6),   (7),  (8)  en  (9)  gaat  (2)  over  in 
8in(a-f0+7)  +  Bin(a+0— 7)=»8in(— a+0  +  y)+rin(a— /3+7). 
Dns  is 

2Bin  (a  +  0)oo87  »  28in7óOB(a  —  0), 
en  hieruit  volgt  ten  slotte 

^  sin  («  +  ff) 
^'^       oos(a  — /3) 


Vraagstuk  CLXXV. 

KIe.  Gegeven  is  een  driehoek  ABC.  Men  vraagt  een  punt 
in  zijn  vlak  te  bepalen ,  dat  het  centrum  kan  zijn  van  een  inversie , 
welke  A,  By  C  omzet  in  de  hoekpunten  van  een  driehoek  van 
gegeven  vorm.  (J.  A.  Barrau). 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  J.  A.  Barrau,  H.  B.  Bohb  Jr«, 
Dr.  H.  Br£mekamp,  E.  D.  J.  ds  Jongh  Jr.,  W.  Mantel,  Dr. 
F.  ScHUH  en  C.  Wafelbakker. 

Oplossing. 

Zij  O  het  centmm  der  inversie  en  stellen  we  OA,  OB  en 
OC  door  ({,  ^  en  ƒ  voor.    Is  verder  r  de  straal  van  den  in  ver- 
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teerenden  cirkel,  die  A>  B,  G  omset  in  A^  F,  C^  en  stellen 
we  OA',  OB'  en  OC'  door  i\  ^  m  f  voor,  dan  ia 

^  ^  ^ 

Uit  de  gelgkrormigheid  der  driehoeken  OBC  en  0'B'C'  Tolgt, 
als  a,  ft,  c  de  zijden  van  driehoek  ABC,  a',  h\  c'  de  zgden 
Tan  driehoek  A'B'C'  zijn, 

a  *"  ƒ  *"  de/  ' 
Eyenzoo  yindt  men 

b   "*  de  f*  c       de/ 

Dus  is 

af      b'     (f 
dl  eifss  —  :  — -:  — • 
abc 

De  verhoudingen  der  a&tanden  van  O  tot  de  hoekpunten 
van  den  gegeven  driehoek  zgn  dus  bekend. 

We   construeeren  nu  den  cirkel,  die  de  meetkundige  plaats 
is  van  de  punten,  waarvan  de  a&tanden  tot  B  en  C  zich  ver- 
ft' c' 
houden  als  -r-  tot  — ;  het  middelpunt  D  van  dien  cirkel  ligt 

o  c 

op  BC.  Een  dergelijken  cirkel  construeeren  we  voor  de  punten 
C  en  A.  De  beide  snijpunten  dier  cirkels  geven  dan  de  punten 
aan,  waarin  het  centrum  der  inversie  kan  gekozen  worden. 
De  derde  cirkel  (voor  de  punten  A  en  B)  moet  natuurlgk  door 
door  de  snijpunten  der  beide  genoemde  cirkels  gaan,  zoodat 
zijn  middelpunt  het  snijpunt  van  DE  met  AB  is. 

In  het  voorgaande  werd  ondersteld,  dat  gegeven  is  hoe  de 
zijden  van  de  beide  driehoeken  bij  elkaar  behooren.  Is  dit  niet 
gegeven  dan  kan  men  op  zes  manieren  een  correspondentie  tus- 
schen  de  zijden  van  de  beide  driehoeken  kiezen ,  waardoor  men 
dan  twaalf  punten  krijgt,  waar  het  centrum  der  inversie  gele- 
gen kan  zijn. 

Opmerking  vak  W.  H.  L.  Janssen  van  Raay.  In  Rouchi 
et  de  Comberousse ,  Traite  de  geometrie  ^  1891,  t.  I,  p.  450, 
vindt  men  de  oplossing  van  dit  vraagstuk.  De  beide  punten, 
die  aan  de  vraag  voldoen,  heeten  daar  de  metaharmanische 
centra  der  beide  driehoeken. 
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Vraagstuk  CLXXVI. 

•  K  18  O  7.  Aan  welke  voorwaarde  moeten  de  ribben  van  twee 
viervlakken  voldoen ,  sal  het  mogelijk  zijn ,  ze  zoo  te  plaatsen ,  dat 
de  hoekpunten  van  het  eene  viervlak  dobr  een  inversie  in  de  hoek- 
punten van  het  andere  omgezet  kunnen  worden? 

(J.  A.  Barrau.) 

Opgelost  door  J.  A.  Barrau,  H.  B.  Bone  Jr,,  Dr.  H. Brbme- 
KAMP,  W.  H.  L.  Janssen  van  Raav,  E.  D.  J.  de  Jongh  Jr.  en 
Dr.  F.  ScHUH. 

Oplossing  van  Dr.  H.  Bremekamp. 

1.  Zg  ABCD  een  der  viervlakken,  O  iiet  oentram  van 
inversie.  Stellen  we  BC  =  a ,  CA  =  b ,  AB  =  e ,  DA  =  d , 
DB  =  (?,  DC«/;  0A  =  «,  OB^y,  OC=^z,  OD  =  fi,  en  dui- 
den  de  overeenkomstige  grootheden  voor  het  tweede  viervlak 
door  accenten  aan,  dan  is 

&:c=^k^:xy    en    f:f=k^:zUj 

dus 

e' f :  efs=  i* :  xyzu. 

De  bedoelde  voorwaarde  is  dus 

a'd' :  ad  =  6 V  :  be  =  c'f :  cf. 

Is  hieraan  voldaan,  dan  kunnen  de  verhoudingen  van  x,  y,  z 
en  u  zoo  gekozen  worden  dat  ABCD  in  A'B'C'D'  overgaat. 
Het  punt  O  is  dan  een  der  snijpunten  van  drie  bollen. 

2.  Dezelfde  betrekking  bestaat  natuurljjk  tusschen  de  zijden 
van  twee  volledige  vierhoeken ,  die  door  inversie  samenhangen. 

Zg  nu  gegeven  ad-\'cf=sbey  zoodat  voor  een  door  inversie 
afgeleide  figuur  de  betrekking  a'd'  +  c-f  =  b*e'  geldt. 

Wij  stellen  6'  s  a'  +  c\  nemen  dus  aan ,  dat  A'.  B',  O'  in  een 
rechte  liggen.  Dan  is  o'd'  +  tf7  =  (a'+c')<j'  ïAa\d'—ii)^c\fl -f\ 
Hieraan  wordt  voldaan  door  te  stellen  d'  —  e'  ^c'  ^n  ef  —  f  ^  a\ 
zoodat  D'  op  de  rechte  A'B'C'  ligt. 

De  hoekpunten  van  den  gegeven  vierhoek  kunnen  dus  door 
inversie  in  vier  collineaire  punten  omgezet  worden;  zij  liggen 
derhalve  op  een  cirkel.  En  hiermee  is  het  omgekeerde  van 
de  stelling  van  Ptolemaeus  bewezen. 
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Vraagstuk  CLXXVII. 

N^  1  b.  Een  ellips  verandert  zoo ,  dat  haar  middelpunt  een 
rechte  doorloopt,  terwijl  twee  vaste  punten  de  uiteinden  van  twee 
toegevoegde  middellijnen  blijven.     Gevraagd  'wordt  haar  omhullende. 

(J.  A.  Barkaü.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allbrsma,  J.  A.  Barrau,  W.  H  L. 
Janssen  van  Raav,  W,  Mantel,  Dr.  P.  H.  Schoutb,  Dr.  F. 
ScHX7H|  H.  J.  VAN  Veen  en  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Oplossing  van  H.  J.  van  Yebit. 

De  veranderlgke  ellips  kan  beschouwd  worden  als  scheeve 
projectie  van  een  cirkel,  die  door  de  gegeven  punten  A  en  B 
gaat,  terwijl  ajjn  vlak  loodrecht  staat  op  het  vlak  door  A,  B 
en  de  gegeven  rechte  i.  Zgn  middelpunt  M  is  bepaald  door 
de  voorwaarde  HA  ±  MB,  de  projectiericbting  door  de  rechte 
uit  M  naar  het  middelpunt  der  ellips. 

Is  O  het  sngpunt  van  /  met  AB,  dan  zullen  de  raaklgnen 
van  den  cirkel,  die  evenwijdig  loopen  met  OM,  voor  elke  der 
projectierichtingen  geprojecteerd  worden  in  deselfde  rechten  die 
evenwgdig  aan  l  en  raaklgnen  der  ellips  agn.  D^  omhuUende 
bestaat  dus  uit  twee  rechten  evenwijdig  aan  L 

Zij  kunnen  gemakkelijk  geconstrueerd  worden  boo  men  den 
cirkel  om  AB  in  het  vUk  der  ellips  neerslaat 

Oplossing  van  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

1.  Wg  nemen  de  lijn,  die  de  beide  vaste  punten  verbindt, 
als  o;- as  en  de  lijn ,  die  door  het  middelpunt  doorloopen  wordt , 
als  y-as  aan. 

Vervormen  wij  de  ellips  in  een  van  haar  standen  door  een 
transformatie  x^^x ,  y^=ihy  ^  zoo  is  het  duidelgk ,  dat  zg 
door  de  vaste  punten  blijft  gaan  en  haar  middelpunt  op  de 
yas  blgft.  Voorts  is  het  duidelgk,  dat  deze  transformatie 
geen  verandering  brengt  in  de  eigenschap  van  het  middendoor 
deelen  van  evenwijdige  koordeU)  zoodat  de  vaste  punten  uiteindeD 
van  toegevoegde  middellijnen  blijven.  Ten  slotte  zien  wij ,  dat 
wij  door  een  juiste  keuze  van  k  elk  punt  van  de  y-as  tot 
middelpunt  kunnen  maken ,  zoodat  wg  alle  standen  der  veran- 
derlijke ellips  verkrggen  door  k  alle  waarden  van  —  oo  tot  -f  oc 
te  laten  doorloopen. 
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Daar  bg  deze  transformatie  de  x- coördinaat  niet  verandert, 
sullen  ook  de  maximnm-  en  minimum-waarden  yan  x  niet  ver- 
anderen. De  ellips  zal  dus  blijven  raken  aan  twee  vaste  rechten 
evenwgdig  met  de  y-as. 

De  gevraagde  omhullende  bestaat  dus  uit  twee  rechte  Ignen 
evenwgdig  aan  de  Ign  die  door  het  middelpunt  doorloopen  wordt. 

2.  Afzonderlijk  dient  behandeld  te  worden  het  geval,  dat 
de  Ign ,  die  door  het  middelpunt  doorloopen  wordt ,  evenwgdig 
is  aan  de  verbindingsign  der  vaste  punten,  in  welk  geval 
de  bovenstaande  behandeling  niet  doorgaat.  Wg  nemen  dan 
de  Ifjn  die  door  de  vaste  punten  gaat  weder  als  o^-as  aan  en 
een  willekeurige  yas.  Oebruiken  wg  nu  de  transformatie 
x^=sx  +  kff  ^  y^'=sy  y  dan  komen  wij  door  een  dergelgke  rede- 
neering tot  hetzelfde  resultaat. 

Oplossing  van  Dr.  P.  H.  Schoute. 

Zijn  P, ,  Pj  de  gegeven  vaste  punten  en  is  m  de  door  het 
middelpunt  M  doorloopen  rechte ,  N  het  vierde  hoekpunt  van 
het  parallelogram  P^MP^N ,  n  de  Ign  door  N  evenwgdig  aan 
m,  Q  het  sngpunt  van  PiP,  en  n,  B  het  punt  van  PiP,  dat 
door  P,  en  P,  harmonisch  gescheiden  is  van  Q ,  r  de  lijn  door 
B  evenwgdig  aan  m  en  ^,  V  het  paar  Ignen  evenwgdig  aan  m 
en  harmonisch  gescheiden  zoowel  door  m  en  de  Ign  in  het 
oneindige  als  door  n  en  r ,  dan  bestaat  de  gevraagde  omhul- 
lende uit  de  Ignen  ^,  V. 

Want  deze  Ignen  raken  alle  kegelsneden  van  het  vraagstuk 
aan.  Als  M  de  Ign  m  doorloopt .  beschrgft  N  namelijk  de  Ign 
n  en  hieruit  volgt,  dat  de  punten  Q  en  B  voor  al  die  kegel- 
sneden  dezelfde  beteekenis  hebben,  n.1.  dat  B  steeds  de  pool 
is  van  n.  De  rest  volgt  dan  uit  de  opmerking ,  dat  de  aan  m 
evenwijdige  raaklgnen  van  elk  der  kegelsneden  symmetrisch 
liggen  ten  opzichte  van  m ,  en  Q  en  B  harmonisch  scheiden 

De  middellgn  der  veranderlijke  kegelsnee  die  naar  de  raak- 
punten met  de  omhullende  gaat ,  omhult  B ;  in  denzelfden  zin 
omhullen  de  kegelsneden  de  punten  P,  en  P2. 

Opmerking.  De  n-dimensionale  uitbreiding  van  dit  vraag- 
ligt  geheel  voor  de  hand;  ze  luidt: 

„In  de  ruimte  B»  verandert  een  quadratische  gebogen  ruimte 
0^_i  (met  00"-^  punten),  die  ^et  de  oneindig  verre  ruimte 
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S^.i^t^n  lU  geen  bestaanbaar  punt  gemeen  heeft  (karakter 
ellips),  zoodanig,  dat  haar  middelpunt  M  een  gegeven  ruimte 
R^"i  i  doorloopt  en  n  willekeurig  gegeven  punten  P| ,  Pa , .  • . 
P»  uiteinden  van  n  toegevoegde  middellgnen  big  ven.  Gevraagd 
wordt  de  omhullende  van  O^.i-** 

We  beschouwen  het  parallelotoop  met  2"  hoekpunten ,  waar- 
van de  n  lijnen  MP<  (t  =  1 ,  2 ,  ...  n)  de  door  M  gaande 
ribben  zijn ,  en  zien  onmiddellgk ,  dat  het  tegenover  H  liggende 
hoekpunt  N  bg  verplaatsing  van  M  in  R[,"li  een  ruimte  R^*Li 
evenwijdig  aan  B^"i  ^  doorloopt.  Is  nu  R[^^L  t  ^^  doorsnee  van 
deze  R|^li  met  de  ruimte  R^^li  der  n  punten  Pt  en  R  de  pool 
van  R^^Lfl  ii^et  betrekking  tot  het  simplex  der  A  punten  P;, 
dan  vormen  de  met  R^"*!!  evenwgdig  aan  weerskanten  op  ge- 
Igken  afistand  gelegen  ruimten  R^^_i,  Ri^n  die  R^'Li  en  bet 
punt  R  harmonisch  scheiden ,  samen  de  gezochte  omhullende. 
De  middellijnen  door  de  raakpunten  omhullen  ook  hier  het 
punt  R.  En  de  ruimten  0||_^  omhullen  de  quadratische  ge- 
bogen ruimte  0^_,  in  Ri**!!,  die  door  de  punten  Pi  gaat  en 
waarvoor  R^Ls  en  R  poolruimte  en  pool  zgn. 


Vraagstuk  CLXXVIII. 

N^  1  h.  Elke  tetraedrale  complex  kan  voorgesteld  worden  door 
een  vergelijking  in  lijncoördinaten  van  den  vorm  A/,/4  +  B/2/5  + 
+  C/3/>j  =  o.  Men  vraagt  dit  te  bewijzen,  de  dubbelverhouding 
van  den  complex  uit  te  drukken  in  A,  B,  C,  en  de  lineaire  con- 
gruenties aan  te  geven,  waaruit  de  complex  is  opgebouwd. 

(Dr.  Z.  P.  BouMAN.) 

Opgelost  door  H.  B.  Bone  Jr.  ,  Dr.  Z.  P.  Bouman  ,  Dr.  F. 
ScHUH  ^  Dr.  A.  ToxoPEUS. 

Oplossing  van  Dr.  F.  Schuh. 

1.  Zijn  tfi  en  Zi(i=  1,  2,  3,  4)  de  homogene  coördinaten  van 
twee  punten  eener  rechte,  waarbij  we  den  complextetraëder 
als  coordinatentetraëder  bezigen,  dan  zijn  de  Ignooordinaten : 
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• 

Pi  '^y^  —  y^^ »  P4=yi«4  -  y^^x » 

pz^Vi^  —  y^i,  P6=y8«4-yA. 

Zijn  Pi  de  Bngpanton  dier  rechte  met  de  ooördinatenylakken. 
De  coördinaten  van  Pi  vindt  men  door  P4  als  het  punt  (y)  te 
beachonwen ,  waardoor  yi  =  O  wordt.    Die  coördinaten  agn  dus 

Evenzoo  vindt  men  voor  de  coördinaten  van  P^  ;  P,  en  P^ 
achtereenvolgens 

—  Pif       O  »    Pi>    JP51 

Pa»  — l>i>    O  f    Pt 9 

Pij       P5>    1>6)     o* 

Voor  de  dubbelverhouding  D  dier  4  punten  vindt  men: 

D  =  (P.P,P,PJ  =  (-^.^,^,^)--». 

De  rechten,  die  den  tetraedraleu  oomplez  Tormen,  roldoen 
dos  aan  de  betrekking 

DpiP«+ 1^5  =  0. 

Daar  de  IgncoSrdinaten  de  identieke  betrekking 

bevredigen,  kan  voor  de   Tergelgking  van  den  complex  ook 
gesohreven  worden 

(XD  4- C)  p,i>4  +  (X  +  C)  ftp»  +  Qftp,  =  O , 

waarin  A  en  C  willekearige  constanten  zgn.    Stelt  men 

XD  -I-  C  =  A, 
X4-C  =  B, 

dan  wordt  de  reigelgking  Tan  den  complex 

ApiPt  4-  Bp^5  +  Cp,p,  =  0. 

De  dubbelverhoudmg  van  den  complex  is  dan  bepcmid  door 

D  =  A=^. 
B-C 

2.    De  oomplexstralen ,  die  een  willekeurige  rechte  l  angden, 
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Yormen  een  congnientie  yan  den  tweeden  gruid  en  de  tweede 
klasse.  De  rechten  dier  congruentie,  die  in  een  willekenrig 
door  l  gelegd  Tlak  Y  gelegen  zgn,  omhullen  een  kegelsnede, 
die  de  snijlgnen  c^ ,  o^ ,  a, ,  a^  van  Y  met  de  vlakken  Tan  den 
tetraëder  tot  raaklgnen  heeft.  Is  echter  l  as  Tan  een  in  den 
tetraedralen  complex  begrepen  lineaire  congruentie,  dan  moet 
in  ieder  door  {  gelegd  vlak  Y  een  bundel  van  congruentie- 
stralen  gelegen  zijn.  Dit  is  alleen  dan  het  geval  als  drie  der 
vier  rechten  Oi,  a^^  o,,  a^y  b.v.  Oj,  a,  en  a^,  door  één  punt 
gaan ;  is  m  dan  een  rechte  van  Y ,  die  de  rechten  Oj  onder  de 
dubbel  verhouding  D  snijdt,  en  Q  het  sogpunt  van  m  met  a,, 
dan  snijdt  iedere  door  Q  gaande  rechte  van  Y  de  rechten  o^ 
onder  de  dubbelverhouding  D.  Yoor  ieder  door  l  gaand  vlak 
gaan  alleen  dan  drie  der  vier  rechten  Oi  door  één  punt  als  l 
door  een  der  hoekpunten  van  den  tetraëder ,  b.v.  door  A.|  gaat. 
Yerder  moet,  als  /  de  as  eener  lineaire  congruentie  is,  door 
ieder  punt  van  {  een  vlakke  bundel  van  congruentiestralen 
gaan,  waaruit  volgt  dat  {  ook  in  een  der  zijvlakken  van  den 
tetraëder  gelegen  moet  zgn ,  b.v.  in  het  vlak  A} A2A3.  Derhalve 
moet  l  een  Ign  van  een  der  12  vlakke  stralenbundels  zijn ,  die 
door  een  hoekpunt  en  een  zijvlak  van  den  tetraëder  gedragen 
worden.  Daar  alle  rechten ,  die  met  een  hoekpunt  of  een 
zijvlak  van  den  tetraëder  incident  zgn,  tot  den  tetraedralen 
complex  behooren,  ontaardt  dan  de  congruentie  van  den  2^^  graad 
en  de  2^^  klasse  in  de  congruentie  van  den  eersten  graad  en  de 
klasse  nul  van  alle  door  At  gaande  rechten,  de  congrueiitie 
van  den  graad  nul  en  de  eerste  klasse  van  alle  in  A]  A2A, ,  gele- 
gen rechten  en  een  lineaire  congruentie.  Deze  congruentie 
heeft  tot  as  de  Ign  /  en  tot  tweede  as  een  Ign  V  door  A4  gele- 
gen in  het  vlak  A2A3A4.  Zij  R  het  snijpunt  van  l  met  A^A, 
en  fl'  het  snijpunt  van  V  met  A^A,.  De  Ign  A^A,  is  een 
congruentiestraal.  Een ,  weinig  van  AjA,  verschillende ,  eon- 
gruentiestraal  sngdt  de  vier  zgvlakken  van  den  tetraëder  in  vier 
punten,  die  weinig  van  fl',  A3,  Aj  on  R  verschillen.  Hieruit 
volgt,  dat  R  en  R'  zoo  gelegen  zgn  dat  de  dubbelverhouding 
(R'AaAjR)  =  D  is. 

Vraagstuk  CLXXIX. 

N^  1  C.     Als   vier   lineaire   complexen   paarsgewijze  in  involatie 
liggen,  dan  worden  de  assen  dér  congruentie  welke  twee  dier  oom- 
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plezen   gemeen   hebben,   gesneden  door  de  assen  der  congruentie 
wdke  de  overige  twee  complexen  bepalen».  (Dr.  Z.  P.  Bovman). 

Opgelost  door  Dr.  Z.  P.  Bouman,  Dr.  F.  Schuh  en  Dr.  A. 

TOXOPEUS. 

Oplossing  van  Dr,  F.  Sohüh, 

De  opgaTe  is  niet  geheel  juist,  daar  noodig  is  dat  de  com- 
plexen op  twee  manieren  paars^ewijie  in  inrolntie  liggen.  Zg 
moet  dos  Iniden: 

Als  van  vier  lineaire  complexen  Si ,  S^,  S,  ^  84  cl^  complex 
81  mei  8,  en  met  84  en  eveneens  de  complex  8,  met  83  en  met 
84  in  involutie  ligt ,  dan  wordt  ieder  der  assen  van  de  congruentie^ 
die  de  complexen  8,  en  8,  gemeen  hebben  ^  gesneden  door  ieder 
der  assen  van  de  congruentie  welke  de  overige  twee  complexen 
bepalen* 

We  beschouwen  de  zes  lijncoördinaten  pi  als  de  homogene 
coördinaten  van  een  punt  in  een  vijfdimensionale  ruimte.  De 
identieke  betrekking  PiP^  +  p^p^  +  PiPt  ^=^  O  stelt  een  quadra- 
tische  figuur  E  van  ?ier  dimensies  voor,  die  in  deze  ygf- 
dimensionale  ruimte  gelegen  is.  Ieder  punt  van  E  vertegen- 
woordigt dan  een  rechte  der  driedimensionale  ruimte.  Een 
lineaire  complex  wordt  afgebeeld  als  de  doorsnede  van  een 
lineaire  ruimte  L  van  4  dimensies  met  E.  Twee  lineaire  com- 
plexen liggen  in  involutie  als  de  bgbehoorende  lineaire  ruimten 
toegevoegd  zgn  ten  opzichte  van  E,  m.  a.  w.  als  de  eene  lineaire 
ruimte  door  de  pool  van  de  andere  gaat.  De  voorwaarde  dat 
twee  rechten  elkaar  snijden  beteekent  voor  de  beeldpunten  dat 
ze  toegevoegd  zijn  ten  opzichte  van  E,  m.  a.  w.  dat  de  vier- 
dimensionale lineaire  poolruimte  van  het  eene  beeldpunt  door 
het  andere  beeldpunt  gaat.  Hieruit  volgt  weer  dat  de  lineaire 
complex  speciaal  is  als  L  aan  E  raakt;  de  complex  bestaat 
dan  uit  alle  rechten ,  die  de  rechte  snijden ,  waarvoor  het  raak- 
punt van  L  en  E  het  beeldpunt  is. 

Wg  stellen  de  bg  de  complexen  Si  behourende  lineaire  ruimten 
door  Lf  voor.  De  congruentie ,  die  8,  en  8,  gemeen  hebben, 
behoort  tot  alle  complexen  van  den  bundel  8|  +  X82 ,  waarvan 
de  lineaire  beeldruimten  door  de  driedimensionale  sngruimte  Lj^ 
van  L|  en  L2  gaan.  Tot  dien  bundel  behooren  twee  speciale 
lineaire   complexen,   die   afgebeeld   worden  als  de  beide  vier- 
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dimenmonale  lineaire  raakruimten  T|  en  T,  door  L,^  aan  K. 
De  raakpunten  B,  en  B,  zgn  de  beeldpunten  van  de  aaaen 
dier  speciale  lineaire  complexen ,  dus  de  beeldpunten  der  assen 
Tan  de  congruentie,  die  S|  en  S,  gemeen  hebben;  dese  con- 
gruentie  stellen  we  door  S^,  voor. 

Wanneer  nu  ieder  der  assen  van  de  congruentie  Si,  gesneden 
wordt  door  ieder  der  assen  van  de  congruentie  S34,  m.  a.  w. 
als  de  assen  der  eene  congruentie  behooren  tot  de  andere 
congruentie,  dan  moeten  de  beeldpunten  B,  en  B4  ran  de 
assen  der  congruentie  8,4  toegevoegd  zgn  zoowel  aan  B|  als 
aan  B^,  dus  gelegen  zgn  zoowel  op  T,  als  op  T,,  dus  op  Li,. 
De  raakruimten  T9  en  T4  hebben  dus  beide  hun  pool  op  L,, 
en  ditzelfde  geldt  derhaWe  Yoor  iedere  Tierdimensionale  lineaire 
ruimte  door  de  driedimensionale  sngruimte  L,4  Tan  T3  en  T4. 
Daar  L»  en  L4  door  1^  gaan ,  liggen  bggevolg  de  polen  yan 
L3  en  L4  op  L,2,  dus  op  Li  en  Ljt  m.  a.  w.  L,  en  L4  zgn 
zoowel  aan  L|  als  aan  L,  toegeyoegd,  of  83  en  84  liggen 
zoowel  met  S|  als  met  8^  in  involutie.  Omgekeerd  Yolgt  ook 
uit  die  inyolutorische  ligging,  dat  de  assen  der  congruentie 
812  tot  de  congruentie  834  behooren. 

»  Opmerkingbn.  1.  Wil  men  dat  iedere  as  der  congruentie 
8|2  door  slechts  één  der  assen  yan  de  congruentie  8^4  gesneden 
wordt ,  dan  staat  dit  niet  in  verband  met  involutorische  ligging 
der  complexen.  Daarvoor  is  slechts  noodig ,  dat  b.v.  B,  en  B| 
en  eveneens  R^  en  B4  toegevoegd  zgn ,  dus  dat  B^  in  T^  en 
B4  in  Tj  ligt. 

Uit  het  volgende  voorbeeld  blijkt,  dat  er  involutorische  lig- 
ging zgn  kan  tusschen  8|  en  83 ,  8^  en  84 ,  8j  en  83,  83  en  S^ 
zonder  dat  een  der  assen  van  de  congruentie  8,3  gesneden  wordt 
door  een  as  der  congruentie  834.  Daartoe  nemen  we  de  com- 
plexen 8]  en  84  speciaal ,  met  kruisende  assen ,  Oi  en  a^. 

De  complex  83  ligt  met  81  en  84  in  involutie  als  Oi  en  04 
complexstralen  van  8,  zijn.  Hierbij  kan  83  nog  zoodanig  ge- 
kozen worden  ,  dat  a^  en  een  willekeurig  aangenomen  rechte  o,, 
de  assen  der  congruentie  Sj,  zgn ;  83  is  dan  de  complex ,  die 
door  de  congruentie  8,3  en  de  rechte  a^  bepaald  is.  Evenaoo 
kan  83  zoo  worden  gekozen ,  dat  83  met  8|  en  84  in  involutie 
ligt  en  de  congruentie  834  de  rechte  a^  en  een  willekeurige 
aangenomen  rechte  c^  als  assen  heeft.  De  rechten  a^^  ®°  ^ 
kunnen  nu  zoo  gekozen  worden ,  dat  geen  der  assen  van  de 
congruentie  8,3  een  as  der  congruentie  834  sngdt. 
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2.  Is  in  de  opgave  met  ^paarsgewgse"  bedoeld ,  dat  elke 
twee  complexen  in  involutie  liggen ,  dan  geldt  de  stelling  op 
welke  der  drie  manieren  we  de  vier  complexen  twee  aan  twee 
tot  snijding  brengen.  Men  heeft  dan  een  bijzonder  geval  van 
een  stelliog  van  F.  Elbin  ,  volgens  welke  er  zeé  lineaire  alge- 
meene  complexen  mogelgk  zgn ,  zoodanig  dat  ieder  dier  com- 
plexen met  ieder  der  overige  in  involutie  ligt;  de  assen  der 
congruentie ,  die  twee  complexen  gemeen  hebben ,  behooren 
tot  de  vier  overige  complexen ,  m.  a.  w.  ieder  dier  assen  wordt 
door  de  12  assen  der  6  congruenties ,  dié  door  twee  dier  vier 
complexen  bepaald  worden ,  gesneden.  De  zes  beeldruimten 
dier  complexen  vormen  een  poolsimplex  der  quadratische 
figuur  E. 


Vraagstuk  CLXXX. 

O  8  h«  Als  een  ruimtekromme ,  in  een  punt  P ,  n  punten 
gemeen  beeft  met  haar  osculatievlak  zonder  dat  daar  de  eerste 
kromtestraal  p  oneindig  groot  is ,  vraagt  men  den  kromtestraal  der 
doorsnede  van  het  osculatievlak  met  het  raaklijnenoppervlak  uit  te 
drukken  in  p.  (Dr.  Z.  P.  Bouman.) 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  H.  B.  Bonb  Jr.,  Dr.  Z.  P. 
BouBCAN  en  Dr.  F.  Schuh. 


Oplossing  van  H.  B.  Bokb  Jb. 

Neemt  men  het  punt  P  tot  oorsprong  van  rechthoekige 
coördinaten ,  zgn  osculatievlak  tot  XT-vlak  en  zyn  raaklgn  tot 
X-as ,  dan  kan  men  de  vergelg  kingen  der  kromme  in  de  buurt 
van  P  blijkbaar  aldus  schrgven : 

y  =  b^  +  6,aj»      +• 

5f  =  (ioa*-|-a,a:»  +  *4- (»^3)- 

Yoor  den  eersten  kromtestraal  der  kromme  in  het  punt  P 
vindt  men  dan  p  =  — -r-  • 

I^UK.  Opo.  ,  DL  IH.  26 
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De  raal^gn  in  een.  punt  («,  y,  s)  tui  de  kromme  beeft  tot 
Torgelgkingen : 

Y^(b^+  b,a^      +  . .)  =  (2V  +  86,aj»  H )  (X  —  a?) 

Z  -  (ooa?»  4- ai«"  +  ^+  • .) «(^Ooa?--^  +(n  +  l)a,a^  +  ••) (X— «). 

Dai  wordt  de  doorsnede  Tan   het  raakiynenopperrlak  met 
het  oeoolatievlak  XOY ,  met  x  nis  parameter ,  voorgesteld  door 

(n  —  l)aoaf»  +  »aia?"  •^*  4-  ■  *  > 
na^- ^  +  C»  +  1)  «li»"  4-  .  •  .' 

T  =  (26^  +  86,«»+ )X-(6oa^  +  24,««+ ). 

De  kromtestraal   Tan  dese  kromme  in  den  oorsprong  wordt 
gevonden  nit: 


p'  =  lim.  rr^  =  Hm. 


(^•r 


.-o2Y      .-.2U!Llli^_j^ 


««  1  (« —  1)» 


n  —  2  ^  26o      «  (n  —  2) 


2— —ft. 


Men  heeft  dos  de  betrekking 


^       fKn-2)   ^* 


Vraiigatuk  CLXXXI. 

K  6  d.  Drie  rechten  wentelen  met  gelijke  hoeksnelheden  om  een 
van  haar  punten.  Men  vraagt  de  meetkundige  plaats  te  bepalen 
van  de  middelpunten  van  de  in-  en  onbeschreven  cirkels ,  van  het 
hoogtepunt  en  het  zwaartepunt  van  den  door  die  rechten  gevormden 
driehoek.  (J.  van  de  Griend  Jr.) 

Opgelost  iÜHfr  H.  B.  Bons  Jr.,  J.  van  de  Griend  Jr.,  W.H. 
L.  Janssen  van  Raav  ,  Dr.  F,  Schuh  ,  Dn  C.  Stolp  en  H.  J. 
VAN  Veen, 
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Oplos  Bi  ng  van  W.  H.  L.  Jakbbbr  yak  Raat. 

L  De  yraag  kan  gemakkelgk  beantwoord  worden  door  toe- 
paaeing  van  de  volgende  stelling: 

Wanneer  een  driehoek  van  veranderlijke  grootte  maar  onver^ 
anderlifken  vorm  in  zijn  vlak  wentelt  om  een  punt^  dat  zijn 
karakter  met  betrekking  tot  den  driehoek  bewaart^  dan  door- 
hopen  aUe  tot  den  driehoek  behoorende  punten  gelijkvormige 
banen. 

Bkwus  tav  dizs  BTBLLuro.  Laten  O  het  draaipunt ,  H  en 
N  twee  bgxondere  punten  van  den  driehoek  Egn,  dan  behou- 
den, omdat  de  driehoek  bg  de  wenteling  gelgkvormig  met  sich 
self  blijft,  de  voorstraten  OM  en  ON  deselfde  verhouding  en  den- 
selfden ingesloten  hoek ;  dus  zgn  de  banen  van  M  en  N  gelgk- 
vormig. Het  is  verder  duidelgk,  dat,  zoo  eene  der  bedoelde 
banen  door  het  draaipunt  gaat ,  alle  anderen  dit  eveneens  doen. 

n.  Wanneer  nu  de  Ignen  BC ,  CA  en  AB  achtereenvolgens 
met  gelijke  hoeksnelheden  om  de  ponten  P,  Q  en  R  wentelen, 
dan  behouden  de  hoeken  A,  B  en  C,  die  zg  met  elkaar  vor- 
men, hunne  grootte,  zoodat  de  bewegelgke  driehoek  ABC 
onveranderd  van  vorm  blgft.  Daarbij  doorloopen  de  punten 
A,  B  en  C  vaste  cirkels»  die  twee  aan  twee  door  de  hoek- 
punten, van  den  driehoek  PQB  gaan  en  een  punt  O  gemeen- 
sohappelgk  hebben;  de  cirkels  gaan  nl.  door  één  punt/ omdat 
de  bogen  POQ ,  QOR  en  ROP  te  samen  860^  bevatten.  Omdat 
de  punten  O)  P,  Q  en  R  onveranderlgk  zijn,  doelen  de  Ignen, 
die  O  met  A,  B  en  C  verbinden,  de  hoeken  van  A  ABÜ  in 
eene  standvastige  reden,  zoodat  O  een  merkwaardig  punt  van 
den  wentelenden  driehoek  is.  En  daar  de  hoekpunten  cirkels 
doorloopen,  welke  door  O  gaan,  doen  dit  volgens  de  boven 
bewezen  stelling  alle  punten  van  den  driehoek,  dus  ook  de 
vier  in  de  opgave  genoemde  punten.  Men  vindt  overigens  dit 
laatste  rechtstreeks  bewezen  in  Rouohé  et  db  Combbroübbs, 
Traiti  de  giomitrie^  I,  6e  druk  1891,  blz.  470. 

Oplossing  van  J.  vak  db  Gribnd  Jr. 

Zgn  A»  B,  C  de  vaste  punten,  P  het  sngpunt  der  stralen 
uit  B  en  O,  Q  dat  der  stralen  uit  C  en  A,  R  dat  der  stralen 
uit  P  en  Q.    Volgens  de  theorie  der  snelheidsassen  (Zie  N.  A. 

25* 
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YI,  bl.  278  Opm.)  vindt  men  het  Bnelheidscentram  p  yan  P 
door  loodlgnen  in  B  op  BP  en  in  C  op  CP ,  die  elkaar  in  p 
•ngden.  Eveneens  vindt  me^  de  snelheidscentra  {  en  r  van 
Q  en  R.  Daar  ^  PQR  gelijkvormig  met  zichzelf  blijft ,  is  het 
Bnelheidscentram  n  van  het  middelpunt  N  van  den  ingeschreven 
cirkel  van  ^  ABC  ook  het  middelpunt  van  den  ingeschreven 
cirkel  van  ^pqr.  Beschouwt  men.  omgekeerd  pqr  als  bewe- 
gend stelsel,  dan  blgkt  door  geheel  overeenkomstige  redenee- 
ring, dat  N  het  snelheidscentrum  is  van  n*  N  en  n  voeren  dus 
steeds  tegengesteld  gelijke  bewegingen  uit  loodrecht  op  hun 
verbindingslijn.  Daaruit  volgt  dat  het  midden  dezer  verbin- 
dingslijn in  rust  blijft  en  dus  de  baan  voor  N  is  een  cirkel 
met  Ntt  tot  middellijn.  Eveneens  is  de  baan  voor  H  een  cirkel 
met  HA  als  middellijn  (H  hoogtepunt  van  A  PQR|  h  van  ^p^r), 
van  M  een  cirkel  met  Mm  en  van  Z  een  cirkel  met  Zz  tot 
middelljjn. 

Vraagstuk  CLXXXII. 

KIe.  X  is  een  punt  in  het  vlak  van  driehoek  ABC.  Op  de 
zijden  van  een  anderen  driehoek  A|BjC|  beschrijft  men  de  drie* 
hoeken  B|C,A', ,  C,A,B',  en  A|B,C',  achtereenvolgens  gelijkvormig 
met  BCA,  CAB  en  ABC,  en  bepaalt  de  punten  X«,  X|,  Xe  die 
ten  opzichte  van  die  driehoeken  gelijkvormig  liggen  met  X. 

Dan  heeft  men  de  volgende  eigenschappen: 

i)  X«X»X«  is  gelijkvormig  met  den  driehoek,  die  de  projecties 
van  X  op  de  zijden  van  ABC  tot  hoekpunten  heeft. 

2)  De  driehoek,  die  de  middens  van  A|X«,  B|X|,  C,X«  tot 
hoekpunten  heeft,  is  gelijkvormig  met  ABC. 

3)  Zijn  A,X'a,  BiX»,  CjX'«  gelijk  en  tegengesteld  gericht  met 
A\X^,  B',X*,  C',Xc,  dan  is  X'.X'éX',  gelijkvormig  met  ABC. 

4)  Neemt  men  A,X"«,  BjX"*,  C^X'^e  gelijk  en  evenwijdig  aan 
A'X.,  B'iXi,  C\Xc,  dan  is  X^X-^^X^  omgekeerd  gelijkvormig  met 
den  driehoek  bepaald  door  de  projecties,  op  de  zijden  van  ABC, 
van  het  snijpunt  X'  der  rechten  door  de  middens  van  BC,  CA, 
AB  evenwijdig  aan  XA ,  XB ,  XC.  (J.  van  de  Griend  Jr.) 

Oplossing  van  J.  van  de  Griend  Jr. 

Ter  oplossing  stellen  we  .de  hoekpunten  van  A  ABC  voqr 
door  complexe   groptheden   A,  B  en  C,  die  ten  opzichte  vsn 
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willekeurige  assen  en  bij  willekeurig  gekoten  eenheid  hun  plaats 
in  het  platte  ylak  aanwijzen ,  en  leiden  in  de  eerste  plaats  de 
▼oorwaarde  voor  de  gelijkTormigheid  van  twee  willekeurige 
driehoeken  PQR  en  FQH'  a£  Liggen  Q  en  Q'  in  den  oor- 
sprong, dan  is  deze  voorwaarde  blgkbaar 

P^_F^ 
R  ""  R' ' 

Al^enxeener  dus,  als  Q  en  Q'  niet  in  den  oorsprong  liggen , 

P--Q      F-Q^ 
R— Q""R'  — Q'' 

waarvoor  men  kan  schrgyen 

.,   (Q-R)F  +  (R-P)Q'-h(P-Q)R'=0, 

of    (Q'-R')P  +  (R'-P')Q  +  (P'-Q0R  =  O  .  .  1) 

1.     Volgens   de   voorwaarden   van  het  vraagstuk  is,  als  alle 
punten  door  complexe  grootheden  worden  voorgesteld: 

(C  -  B)X.  +  (X  ~  C)B,  +  (B  -  X)Ci  =r  O 

(A-0)X*+(X-A)C, +(C-X)A,=0}   (A) 

(B  —  A)  X,  +  (X  —  B)  A I  +  ( A  -  X)  B,  =  O 

Door  vermenigvuldiging  met  A  —  X,  B  —  X  en  C  —  X  en 
optelling  worden  A] ,  Bi  en  C,  geëlimineerd ,  en  vindt  men 

(A-X>(0-B)X.  +  (B~  X)(A-r-C)X*  +  (C-X)(B-A)X,=0. 

De  som  der  coëfficiënten  von  X«,  Xi  en  X«  is  0.    In  verband 
hiermede  vindt  men 

(X.  -  X*):(X.  -  X,):  (X*-X.)  = 
=  ( A  -  X)  (C  —  B) :  (B  -  X)  (A  -  C) :  (C  —  X)  (B  —  A). 

In  den  vorm 

X>  —  X,      A  —  X      B  — C 
X.-X,~B-X^  A-C      •    •    •    •      ^ 

leert  deze  vergelijking ,  dat  Z  XaX,X|  =  ^  BXA  +  Z  ACB  •); 


♦)    Zij  leert  bovendien ,  dat      *   ^  =  — =-  X  ttt"»   ^•^'   "*  verband  met  de 

▼erder  beweien  geiykyormigheid  van  A  X^X^Xe  en  A  FQB.    dat  in   AABG 

QB       AX  BO 

j^  =  gx'''AC  ^'  utM  gelijkheid  kan  ook  langs  meetkundigen  weg  bewezen  worden. 
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meetknodig  blijkt  daaruit,  dat  Z.  X«X«X«  =  A  QRP»  waar  PQB 
de  driehoek  der  projectifin  Tan  X  op  de  agden  van  A  ABC  ia. 
Uit  deie  en  een  dergelgke  vergeliiking  voor  den  volgenden 
hoek   Tolgt  de  omgekeerde  gelgkrormigheid  van  AX«3UX«  en 

APQR. 

•  2.    De   vergelg  kingen   (A)  geven   door  optelling  (eliminatie 
yan  X) 

(C-B)(X.+ A|)+(A--C)(X»  +  B0  +  (B-A)(X,+C,)  =  O. 

Daandt  blijkt,  yolgens  (l),  de  gelijkyormigheid  yan  A  ABC 
met  den  driehoek,  die  i(X«  +  Ai),  l(Xi-f  B,),  l(X«+Ci), 
d.  z.  de  middens  yan  X«A| ,  X4B1  en  X«C|,  tot  hoekpunten  heeft 

8,  Door  de  gelgkvormige  ligging  yan  X«  in  A  BjCfA^  en 
X  in  A  BCA  is 

X.-A',  =  |5§(X-A). 

Daar  A,X^  gelijk  en  tegengesteld  gericht  is  met  A\X«, 
heeft  men 

of 

—  A,  (B  -  C)  +  B,  (X  -  A)  —  C,  (X  —  A)  +  ( B  -  C)  X',  =  a 

ETeoeeos  is 

—  B,(C  — A)  +  C(X  — B)  — A,(X  — B)  +  (C-A)X'»  =  0, 

—  C,  (A  -  B)  +  A,  (X  -  C)  —  B,  (X  —  C)  +  ( A  —  B)  X'.  =  a 

Eliminatie  van  A|,  B,  en  C,  (door  optelling)  lerert 

(B-  C)X'.  +  (C  -  A)X'»  +  (A-B)X'.  =  0. 

Deee   vergelijking  spreekt  de  gestelde  gelgkYormigheid  rui 
A  X'oX'iX'e  met  A  ABC  uit 


4.    Hier  is 


X''.-A.  =  ^^(X-A). 
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of 

-A,(B-O-B,(X-A)  +  C,(X-A)  +  (B-C)X".  =  0, 

—  B,(C-A)-e,(X-B)+A,(X-B)4-(C-A)X'»=0,(^ 

—  C(A  — B)-A,(X-C)  +  B,(X  — C)  +  (A  — B)X',=Ö. 
Dmt  de  determibant  der  ooëflBoientea  van  Ai ,  B,  en  C, , 


B  +  C 

-X  +  A 

X  — A 

X  — B 

-  C+A 

B  -X 

c-x 

X-C 

B  — A 

gelgk  aan  nul  is,  waarvan  men  aioh  door  herleiding  gemakke- 
Igk  overtuigt,  laten  ook  deze  vergelgkiagen  eliminatie  van 
A]  I  B|  en  Ci  toe  ;  de  «Kmtnatierérgf^lgking  (voorwaarde  voor 
de  oploabaarheid  van  het  stel  (B)  naar  A|,  B|  en  C|)  ia 


B  +  C 

-X  +  A 

(B  -  OX", 

X-B 

-C  +  A 

(C  -  A)X''» 

C-X 

X-C 

(A-B)X'. 

=:0. 


Na  afiMhttding  Taa  dev  feotor  X  —  C  neemt  deie  TWgel|king 
de  Tolgende  gedaante  aan 

X'.(B-C)(X4-A-B-C)  +  X*»(C-A)(X  +  B-A  — 0  + 

+  X''.(A-  B)(X  +  C-A-B)  =  0. 

De  som  der  «oëffioienten   van  X*. ,  X'»  en  X"«  is  nol ;  wg 
kannen  das  vinden 

X^  -  X*,      B  — C     X-HA  -B  — C 
X\- X',  ~  A- C  ^  X  +  B  -  A  -  C* 


In  den  Torm 


X%  -  X', 

X'.  -  X'. 


A  — 


B- 


A+B+C-X 
2 


+ 


B-C 


A+B+C-X ' A-C 


komt  deze  vergelgking  geheel  orereen  met  de  vergelgking  (2) , 
oiits  men  daarin  X  Torrangt  door  ^  (A  -)-  B  -f  C  —  X),  d.  w.  s. 
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het  punt  X  door  het  puot  X'»  dat  aan  de  andere  sgde  Tan  het 
swaartepunt  op  half  zoo  groeten  afstand  ligt  als  X  >  —  hetgeen 
met  de  bepaling  van  X'  volgens  het  vraagstuk  overeenkomt 
Alsoo  is  A  X'^aX^iX'^  omgekeerd  gelgkvormig  met  den  projee- 
tiedriehoek  PQ'R^  die  uit  X'  geheel  op  dezelfde  wgze  iia^^ 
leid  als  PQÈ  uit  X. 

Wanneer  X  het  hoogtepunt  van  A  ABC  is ,  wordt  X'  middel- 
punt van  den  omgeschreven  cirkel.  Dan  is  A  X'^cX^^X'^  eyen- 
als  AX'oX^X^  gelijkvormig  met  AABG,  maar  omgekeerd. 

Wanneer  X  het  zwaartepunt  van  A  ABC  wordt ,  valt  X' 
samen  met  X.    Dan  is  A  X'^JL'^tX'^  gelgkvormig  met  A  X«XiXe- 


Vraagstuk  CLXXXIII. 

•1/ 

0  2  b.    Zij    f   de  hoek ,   dien  de  raaklijn  aan  een  kromme  met 

de  positieve   X-as   maakt ,    en  /  de  loodlijn  uit  den  oorsprong  op 

die  raaklijn  getrokken.    Men  vraagt  naar  de  meetkundige  beteekenis 

dp  éPp 

van  — —  en  van  •  (Dr.  W.  Kaptkyk.) 

af  af^ 

Opgelost  daer  C.  van  Aller,  T.  J.  Allersma,  H.  B.  Bome  Jr., 
Dr.  H.  Bremekamp,  W,  H.  L.  Janssw  van  Raay,  L.  de  Jong, 
Dr.  W.  Kapteyn,  Dr.  J.  G.  Rutgers,  Dr  F.  Schüh,  Dl 
A.  ToxoPEUS ,  H.  J.  VAN  Veen  en  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Oplossing. 

1.  Noemt  men  de  coördinaten  Tan  het  raakpunt  :r  en  y, 
de  loopende  coördinaten  der  raaklgn  X  en  T,  dan  is  de  Ter* 
gelgking  der  raaklijn 

Y-y  =  (X-a?)tg^ 1) 

of 

Xsin^  —  Ycos^  =  ^sin  ^  —  y  cos^  =|>.    .        2) 

Dus  is 

dp  ,     .        dx    ^        .  dy  q\ 

-^  =  a:  cos  A  +  siu  ó  — — h  v  sm  é. ;^  cos  * .    .    «>; 

d^  d^  d^ 
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Maar  ' 

dy  ^  dy  dx dx 

d^       dx  d^  d^ 

duB  is 

dp     .  .     ..  .. 

--—-  ^xooB^  +  yem^ 4) 

Dese  uitdrakking  stelt  blgkbaar  het  gedeelte  der  raaklgn 
Yoor,  dat  begrensd  wordt  door  het  raakpunt  en  het  yoetpunt 
der  loodlgn  p. 

2.    Uit  de  yergelgking  (4)  Tolgt  door  differentiatie 
dh>  dx  dy     dx 


dos  is 


(Pt>  dx 

^  SS  —  o?  sin  ^  +  y  oos  f  4-  800  ^  "j-    ...    6) 


Nu  Yolgt  uit 


Dus  Is 


(Py  dx 

da^  d^  ^ 


dx 

=  Rcos^ 7) 


d^ 

wanneer  R  den   kromtestraal   yan   het   punt   (x^y)  yoorstelt, 
zoodat,  ook  in  yerband  met  yergelgking  (2) 

"TTa  ^  R  "- 1^ 8) 

(Pp        ' 
Dus  is  --r-j-  de   afstand   yan   het  krommingsmiddelpunt  tot 

het  yoetpunt  yan  de  loodlgn  uit  den  oorsprong  op  de  normaal. 


Vraagstuk  CLXXXIV. 

D  8  a.     Als  X  +  lY  een  functie,  is  yan  x  +  iy  ^  dan  voldoen  X 
en  Y  aan  bekende  partieele  düFerentiaalvergelijkingen  der  eerste  en 
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tweede  orde.  Ab  x^iy  =  ré^^  X  +  iY  =  R/^  wordt  gesteld, 
vraagt  men  naar  analoge  betrekkingen  voor  R  en  8 ,  als  fiincties 
Tan  r  en  0. 

Opgelost  dcor  H.  B.  Bohb  Jiu,  Dr.  H.  Bumkkaup,  W.  H. 
L.  }4MSSBN  VAM  Raay,  Dr.  W.  Kaptkyn»  Dr.  J.  G.  Rirrciss, 
Dr.  F.  ScRXJH»  Dr.  J.  Steim,  Dr.  A.  Toxopsus  en  Dr.  W.  A. 
WijTHorr. 

Oplossing  van  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Als   X  +  lY    een   fiinotie  is  yan  a?  +  ^ ,  lal  de  lofariibmas 
Tan  X  +  nr  een  Ainotie  sgn  Tan  den  logarithmns  Tan  o?  +  ty* 
Na  is 

/  (X  +  »Y)  =  /  (lU*)  =  »  f  te , 
l{x  +  iy)  =  l(r^)  =  /r  +  ö. 

ZR  en  6  zullen  dus,  als  fanoiies  Tan  Ir  en  ^  beschoawd,  aan 
dezelfde  betrekkingen  moeten  Toldoen,  waaraan  X  en  Y  Teldoen 
als  fdnoties  Tan  x  en  y. 

Wg  hebben  dus  de  Tolgende  differentiaalTergeiykingen  Tan 
de  eerste  orde 

d(2B)    de        d(ai)  de 

en  ^ 


welke  w§  gemakkelgk  herleiden  tot: 

èR       „èe  èR  «    dö 

Yerder  hebben  wg  de  volgende  differentiaalTergelgking  tu 
de  tweede  orde 

»(flt)     » («)     ^        ye    .  »e 

welke  te  herleiden  zgn  tot 

•,d»R        ,/dRV     „      dR     „  d»R       /dR\»    „ 


en 
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Vraagstuk  CLXXXV. 
A  1  b.    Te  bewijzen,  dat  men  voor  een  oneven  getal  n  heeft 

(«  — i)(«— a).,.^^— ï       («  — a)(»  — 3)...ï^^ 

2  2 

+ 


n—l                                      «—3 
i.a... ili.2... 


(«  — 3)(«  — 4)...— --^  n^ 

-...  +  <-- i)  a    =1. 


a  1 1  •  2  .    . ^ 


(Dr.  W.  Kaptkyn.) 


Opgelost  door  Dr.  J.  H.  M.  Falkenhagkn  ,  L.  de  Jong  , 
Dr.  W.  Kaptesm,  Dr.  J.  6.  Rutoirs,  Dr*  J.  Stbin,  Dt.C.  Stolp 
en  Dr.  W.  A.  Wijnkorr. 


Oplossing  van  Dr.  C.  Stolp. 

* 

Wanneer  men  in  de  functie 

f{x)  =  k^  +  A^aj^i  +  ena.  +  Ap 

d?  telkens  met  de  eenheid  laat  aangroeien ,  dan  is  het  jp«  yerschil 
gelgk  aan  het  p*  differentiaalqnotiënt  AqIKp  —  1) ...  2 . 1 ,  dus 

/(»+!>)- (^)/(«+i»-1)  +  (^)a«  +  1'- 2) + 

4  (-  \y  m  -  AoP  I 

Nemen  wg  Toor  /(ü)  het  produot  x(x  —  1 )  (»  —  2 .  .  (*  —  ^+ 1) 
of,   korter  gesehreren  xfl~\  dan  ia  Ao=l.     Denken  w*  ons 

boTendien  eiken  biaoBiaakoêfiKoiSnt  I  *[  ]  geechrevenin  denTorm 


&l(l>  — Jb)I 
j> ! ,  over  in 


,  dan  gaat  de  laatate  vergelgking ,  na  deeling  door 


(*+ pK-^    (x+p-iyi-i  ^  (x+p-2yi- '       ,/_,x,^'_, 

pi  1!(P-1)I    "^    2!(i>-2)I       -    ^    ^  pi         ' 
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Door  hierin  te  stellen 

sal  men  de  identieke  vergelgking  van  het  yraagstuk  yoor  den 
dag  zien  komen. 

Oplossing  Vim  Dr.  J.  Stbik. 
Men  kan  deie  reeks  sohrgven  in  den  vorm 

r^jya- F(if^,-7^,  l-«;  l).  indien 


•         I 


F(ir^,'y ;  re)  de  hypergeometrische  reeds  1  -4r  -— ^rc  +  ••  Toorsielt. 

4  -7 

Nn  is 
Lim.  -— ; — ~-  = ,  daar,Lim.  =7 rrr  =  F». 

.=0 /rLz;ü^..\V         r«     •      '.=0  r(i-«+i) 


Vraagstuk  CLXXXVI. 
D  6  e.    Heeft  men  voor  kleine  waaiden  van  u 

dan  kan  men  de  som  bepalen  van 

AoIo(s)  +  AiIj(5)  +  AAfs)+ 

(Dr.  W.  KAPTEyN.) 

Opgelost  door  Dr.  W.  Kapteyn  en  Dr.  J.  G.  Rtttgers. 
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Oplossing  van  Dr.  W.  Eaptkth. 
Stelt  men  de  waarde  '     ' 

I.(g)=     g^     j    «  u--»dM, 

r 

waar  de  integraal  in  positieyen  zin  wordt  genomen ,  langs  een 
cirkel  met  een  straal  r  zoo  klein  als  men  wii,  in  de  som 

S  =  AoIo(«)+AJ,(«)+AJ^(«)+ 

dan  gaat  deze  over  in 


=— r 


■^(""■ï^)  du 

e  (Ao  — A,»  +  Ajtt»  — ...)  — 


r 


Stelt  men  nn  u  —  ur^  =  t ,  dan  yerandert  de  cirkel  in  een 
gesloten  kromme  C,  die  in  negatieyen  zin  wordt  doorloopeni  en 
men  yindt 


o 


Vraagstuk  CLXXXVII. 
C2k.     Al8/(jp)  =  /(i--jp)  is,  heeft  men 

o  'o  / 

indien  dece  integralen  beteekenis  hebben.     (Dr.  J.  C.  KLUYyxR.) 

Opgelost  door  H.  B.  Bqne  Jr.,  Dr.  H.  Bremekamp,  Dr.  J. 
H.  M.  Falkenhagen,  J.  H.  Keysers,  Dr.  J.  C.  RmyyER,  L.  db 
Jong,   Dr.  J.  G.  Rutgers,    Dr.  F.  Schuh,   Dr.  C.  Stolp  en  Dr. 

W.   A.  WlJTHOFF. 

Oplossing. 
Als   de  eerste  integraal  bestaat,  heeft  men  achtereenyolgens 

'  Sin  wx 


o  sm -g-        8 
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/  Bua  wx     J  vtnwx      J  mtt  w9 

o  I  o 

+ 1  ƒ  /(l  -  «)«tg  ^  «te  -  ƒ  *  /(»)  otg  -y  *r. 


Vrugstuk  CLXXXVUI. 

Alb.     Met  de   zoogenaamde  getallen   E  van  Ealer,  de  ooeffi- 
denten  der  ontwikkeling 

^51^  ~  *  ■*"  Sur**** 

kan  men  de  volgende  veeltermen  vormen: 
No(*)  =  i,  N„(*)=*, 


Men  viaagt  te  bewijxen 

X-  -  3-  +  S-  +  • . .  (-  i)*(a* +!)•=*«  I  [N.  (o)  +  (- 1)*  N.(2*+2)]*). 

(Dr.  J.  C.  Klotvwu) 

OpgeloBt  door  Dr.  J.  H.  M.  Falkknhagbn,  L.  dk  Jong, 
J.  H.  Keysers,  Dr.  J.  C.  Klüyver,  Dr.  J.  G.  Rutgers,  Dr.  C. 
Stolp  en  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

« 

Oplossiag  van  Dr.  J.  H.  M.  FALKEKHiGBK,  L.  DB  Jom, 
J.  H«  Eetsebs  en  Dr.  J^  O.  Elutybb. 

Wanneer  men  de  uitdrukking 

2i^  0^ 


e»  4-  «^      cos  w 


*}    la  de  aimwikel^ka  opgave  bevond  lich  eene  oi\JuiBtheid. 
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BMT  opklimmdiide  maohten   Tan  v  ontwikkelt,  vindt  men  als 
ooëffidenten   veeltermen   in   y,   die   geen   andere  egn  dan  de 
veeltermen  NM(y)  der  opgave. 
TJit  de  alduB  verkregen  vergelgking 

volgt  voor  y  s  O  en  voor  y  «  2i  +  2 


■^q:^ .  ••- i + i  2^  ^K.(o)v 


soodat  men  heeft 

\  .  ^. .e»  =  ^  — e^'  +  e^ -...  +  (- l)*€(»*+ï>»c« 

1  +  a* 

1 

Hieruit  volgt  het  gevraagde ,  wanneer  men  beide  leden  n-maal 
naar  v  diflbrentieert  en  daarna  i;  =  0  stelt.    Men  vindt 

1» «  8-  +  6- - . . .  +  (-  l)*(2i  + 1)-  =  in  I  [N;(0)+(-l)*  N.(2ik+2)]. 

OPMEBKiKa  van  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

De  volgende  formule  kan  op  dergelgke  wgze  worden  afgeleid : 

2«-4»  +  6--.,.(-.l)*-i(2i)"  =  4«I[lï«a)  +  (-l)*-^N«(2*+l)]. 

Oplossing  van  Dr.  O.  Stolp. 

De  gewone  herleidingsformule  ter  berekening  van  de  getallen 
E  is 

Er-  (^*)Vi 4- fjJE^i-. ...+(- 1)^  =  0. 

Na  deeling  van  de  vergelijking  door  {—\y{2q)l  neemt  iBi|, 
bg  omgekeerde  rangschikking  der  termen  ,  de  volgonde  gedaante 
aan 

1  B,  Ea  (— 1)'E, 


•  .  • . 


r2j>l        2|(2j-2)!  ■  4!(2g— 4)!  '      (2j)! 


=  0. 
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Het  eerste  lid  k  na  niets  anders  dan  de  even  fonctie  Ni^  {x) 
Yoor   x^+  l    ofxes^l. ,  Men   kan   dns   naar    verkiesing 

sohrijyen  Ni,  (1) »«  O ,  Ns«  (—  1)  ^r  O  of  wel 

N|,(1)+N,,H1)«0. 

De  veeltermen  N|,-.i  (x)  betatten  alleen  termen  van  miêven 
graad ,  soodat  men  Toor  elke  waarde  Tan  n  heeft 

N|,^i(a?)  +  N|,-i(— «):^0. 

Stelt  men  hierin  o;  a  1  en  let  men  op  de  voorgaande  verge- 
Igking ,  dan  ziet  men ,  dat  yoor  even  en  oneven  waarden  van  p 

Np(l)  +  Np(-1)  =  0 1) 

Herhaalde  differentiatie  van  de  functie  Np(»)  geeft,  sooals 
licht  is  in  te  sien ,  Np (x)  ss  N^^i  (x) ,  N% (x)  =  Np.9  (x) ,  eiis. 

Ontwikkelt  men,  hieryan  gebruikmakende,  Np(l  +  x)6n 
Np  (—  1  +  o:)  naar  de  opklimmende  machten  yan  x ,  dan  zal 
men  vinden 

Np(l  +x)  =  Np(l)  +  Np.;(l)~-  +  Np«,(l)-|  + +  ^, 

Np(-l+x)  =  Np(-l)  +  Np«i(--l)^4Np^,(-l)|  +  ..+^. 

Telt  men  deze  vergelgkingen  onder  toepassing  van  (1)  bg 
elkaar  op,  dan  krggt  men 

2xp 

N,(l +»)  +  N,(~l +»)=—- 

of  ook 

a»  =  ipI[N,(—l +«)-!- Np(l+»)].    ...   2) 

In  deze  ?ergelgkiDg  sohrijTen  wg  »  voor  p  en  snbstitoMraii 
daarin  voor  x  achtereenvolgens  de  waarden  1,8,5...  {2k+- 1), 
daarbg  de  tweede ,  de  vierde  vergelgking ,  ens.  met  (—  1)  ver- 
menigvuldigende.   Er  komt  dan 

+  l»=lii![N,(0)  +  Nn(2)l, 
-3«  =  i«![-N^2)-N«(4)], 
+  6-=4«l[+Nn(4)  +  N»(8)]..., 
(  -  1)*  (2A;  +  1)»  -  in !  [(-  1)*  N^2*)  +  (-!)*  Nn(2A  +  2)]. 
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Ben  ▼ergelgkingen  bg  elkaar  optelleDde  heeft  men 

1«  — 3»+5«-...+  (-l)*(2i  +  ir=in![Nn(0)4.(-l)*Nn(2i+2)i. 

Opmbbki50«    Yenoheidene  Teeltermen  ,  waaronder 

ii!Nn(a:)  =  ««  — [^  JEia;'»-»  +  (  ^  JEaa?»»-*  -  enz. 

die  Terschillende  constanten  bevatten,  als  tangenten-  en  cosecanten- 
coëffioiënten  y  Bemouillaansche  ooêfficiênten ,  zijd  een  Tijf  en 
twintig  jaar  geleden  door  mij  in  hun  onderling  verband  be- 
schouwd in  een  opstel:  De  ontwïkkeling  van  functiën  door  ge- 
deeltelijke integratie ,  Nieuw  Archief  (1*  Reeks) ,  Deel  X ,  blz. 
81 — 97.    De  aldaar  op  bladz.  86  voorkomende  formule  (80) 

komt  met  formule  2)  in  de  oplossing  van  dit  vraagstuk  overeen. 
Zij 

^      ,    n!       l!(n-l)!^8!(n— 8)!  * 

waarin  T,  =  1 ,  T,  =  2 ,  T5  =  16,  T,  =  272  ,  enz.  de  tangenten- 
coSffioienten  aanduiden.   Weet  men  nu ,  dat 

M.(^  +  1)  =  N.(a?), 

dan  is  het  duidelijk,  dat  de  uitkomst  van  ons  vraagstuk  ook 
aldus  kan  worden  weergegeven 

lH_3n^6n_. . . .+(— l)*(2*+l)*=inl  [Mn(l)  +  (-  l)*Mn(2i  +  8)]. 


Vraagstuk  CLXXXIX. 

J  1  b.  Een  ketting  van  n  schalmen  is  aan  de  einden  vast. 
bieven  verbreken  p  schalmen,  en  bekomen  daardoor  (^  —  i)  kettingen, 
elk  van  minstens  k  schalmen.  Op  hoeveel  wijzen  kunnen  zij  diep 
schalmen  kiezen?  (W.  Mamtsl.) 

Opgelost  door  C.  van  Allkr,  W.  Mantel,  Dr.  F.  Schüh 
€n  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Oplossing  van  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 

Nummeren  wg  de  schalmen  naar  volgorde  I,  2,  8 ft, 

dan  komt  het  vraagstuk  hierop  neer,  dat  wij  p  dezer  getallen 

WiSK.  Op«.  »  Dl.  IX.  26 
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zóó  hebben  ait  te^kiesen ,  dat  elk  tweetal  opeeiiYolgeiide  getallen 
een  venchil  Tan  minstena  k+l  bezit. 

Zgn   Oi,   o, a^y   naar   yolgorde  hanner  grootte,  de 

getallen  die  bg  een  mogelgke  yerbrekingswijze  behooren ,  dan 
is  duB 

ö»  +  i  ^  a^  +  k  +  l. 
Wg  beschouwen  nu  de  getallen 
6,  =  a, , 
6j  =  Oj  —  Ar, 

*•  =  «3  —  2i, 
enz. 

b,  ^  a,  -(p  -l)k; 

zg  vormen  ook  een  opklimmende  reeks ,  waarvan  nu  echter  elk 
tweetal  opeenvolgende  getallen  geen  grooter  verschil  dan  1 
behoeft  te  bezitten.    Immers  uit  ag  +  i  ^Of  +  k+l  volgt 

i^+i  +  ji  ^  6j  +  3*  +  i  , 
dus  is 

fcj+i  ^  bi  +  h 

Het  getal  ftp(het  grootste  der  i's)  kan  niet  grooter  zgn 
dan  n  —  (|>  —  1)  i. 

Omgekeerd  blgkt  onmiddellgk ,  dat  elke  combinatie  van  p 
verschillende  getallen  waarvan  het  grootste  niet  grooter  is  dan 
n  —  {p  —  l)lcj  naar  volgorde  gerangschikt ,  als  6-reeks  kan 
dienen,  en  altgd,  maar  ook  slechts  op  één  wijze,  een  a-reeks 
kan  opleveren  die  aan  de  eischen  voldoet. 

Het  aantal  mogelgke  verbrekingswgzen  is  dus  gelgk  aan  het 
aantal  combinaties  van  p  elementen  die  gevormd  kunnen  wor- 
den uit  n  —  {p  —  1)  k  elementen  ,  en  is  dus 

\n-(p-l)kl\n--(p^l)k^li...\n-(p-l){k  +  l)l 

Vraagstuk  CXC. 

K  20  d.  Als  /  een  ondeelbaar  getal  voorstelt,  dat  hy  deeling 
door  4  de  rest  i  laat,  dan  is 

(W.  Mantel.) 


•  « 
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Opgelost  door  Dr.  J.  H.  M.  Falkenhagsk,  W.  Mantel,  Dr. 
J.  Stein  en  Dr,  W.  A,  Wijthoff. 


Oplossing. 

ü  —  1 
De  getallen  van  1  tot  ^—^ —  leveren ,  in  het  vierkant  verhe- 


té 


ven,  met  betrekking  tot  den  modulus |>,  de gezamenlgke  ^  (p— 1) 
quadraatresten  van  p  elk  éénmaal  op.  Deze  quadraatresten  zijn 
de  wortels  der  bekende  congruentie 

a?  •  ^  1     (mod.  f\ 

Laat  p  y  zooals  ondersteld  wordt ,  bij  deeling  door  4  de  rest 
1,  dan  is  i(i>— 1)  een  even  getal.  Hieruit  volgt,  dat  als  ar, 
een  wortel  van  deze  congruentie  is,  — ar,  of,  wat  op  hetzelfde 
neerkomt,  p  —  Xi  een  tweede  wortel  zal  zgn.  De  i  (P  ""  ï) 
quadraatresten  van  p  zgn  dus  te  splitsen  in  |(p  —  1)  twee- 
tallen zóó  dat  voor  de  beide  tot  één  tweetal  behoorende  quadraat- 
resten telkens  de  betrekking 

.r,  +3-2^0     (mod.  p) 

geldt.  En  daar  bij  elke  quadraatrest  een  der  getallen 
1,  2,...^(p  —  1)  behoort,  zijn  oolc  deze  getallen  te  splitsen 
in  {{p  —  1)  tweetallen ,  die  telkens  voldoen  aan  de  betrekking 

a,*  -f  aj^  ^  O    (mod.  p). 

Wg  denken  ons  nu  deze  splitsing  volbracht,  en  voegen 
telkens  de  met  twee  bijbehoorende  getallen  o,  en  02  overeen- 
komende termen  van  de  gegeven  reeks  bijeen.  Wg  kunnen 
dan  drie  gevallen  onderscheiden. 

I.    o,  en  a^  zijn  beide  oneven. 

De  overeenkomstige  termen  van  de  reeks  zgn  dan 

ctg-^  +  otg  — . 

o,^  +  o^  is  een  veelvoud  van  p.   Het  is  bovendien  een  even 

getal,  dus  een  veelvoud  van  2p.   Dus  is -r \' —z — een  veel- 

°  ^  2p         2p 

26* 
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▼oud   yan  w.    Hieruit  Yolgt,  dat  de  beide  eotacgenten  slechts 
in  teeken  yerschillen,  dus  een  som  O  opleveren. 

II.    Qi  en  a,  zijn  beide  even. 

De  overeenkomstige  termen  der  reeks  zgn 

O]^  +  c^  is   ook   in   dit   geval    een   even   getal,    dus   een 

/t    ir  o    w 

veelvoud  van  2p.    Dus  is  weder  -4 1-  -^ —  ööö  veelvoud  van 

^  2p         2p 

ir.     Hieruit   volgt,   dat   de   beide  tangenten  slechts  in  teeken 

verschillen,  dus  een  som  O  opleveren. 

ni.    Een   der   beide   getallen,   Oi,   is  oneven,  het  andere. 
De  overeenkomstige  termen  der  reeks  zijn  nu 

In   dit   geval   is  a^^-^-ci^  een  oneven  veelvoud  van  j?,  dus 

-- — I-  --—  een  oneven  veelvoud  van  iir.    De  cotanirens  van  den 

2p        2p  ^  ^ 

eenen  en  de  tangens  van  den  anderen  hoek  zgn  dus  aan  elkaar 
gelijk  en  leveren  dus  een  verschil  O  op. 

De  gezamenlijke  termen  van  de  reeks  vallen  dus  twee  aan 
twee  tegen  elkaar  weg,  waaruit  volgt,  dat  haar  som  gelgk 
aan  nul  is. 


Vraagstuk  CXCI. 

K 13  b.  Als  de  vlakken  door  de  ribben  ai  van  drievlakkenhoek 
A  loodrecht  op  de  vlakken  /3»  van  drievlakkenhoek  B  door  één 
rechte  gaan,  dan  snijden  de  vlakken  door  de  ribben  bt  van  B 
loodrecht  op  de  vlakken  at  van  A  elkaar  ook  volgens  een  rechte. 
Men  vraagt  een  meetkundig  bewijs  van  deze  in  de  oplossing  van 
vraagstuk  76  genoemde  stelling,  (W.  Mantel.) 

Opgelost  door  W,  H.  L,  Janssen  van  Raay,  W.  Mantel 
en  Dr.  W.  A.  Wijthoff. 
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Oplossing  van  W.  MANtEL. 

We  brengen  de  toppen  der  bedoelde  drievlakshoeken  A  en  B 
door  translatie  naar  eenzelfde  punt  over  en  beschouwen  hun 
supplementaire  drievlakshoeken  A'  en  B'. 

Wijzen  we  de  ribben  aan  door  a^,  o^»  a,;  ^i,  b^t  b^  enz^ 
dao  volgt  uit  de  onderstelling  dat  de  vlakken  (a,^/),  (o^V)  en 
(^3^0  ^^^^  ^^A  rechte  gaan,  zoodat  de  drievlakshoekeu  A 
en  B'  perspectief  liggen.  Derhalve  liggen  de  drie  rechten 
(?i  =  (a^a^ ,  fta'i/),  Cj  =  {a^a^ ,  b^\) ,  c^  =  (a^a^ ,  i/V)  ï^  één 
vlak;  zij  n  een  loodlijn  op  dit  vlak. 

Nu  is  c,  loodrecht  op  n,  en  tevens,  als  rechte  van  het  vlak 
b^'b^\  loodrecht  op  &, ,  dus  loodrecht  op  het  vlak  (6,n).  Maar 
dan  is  het  vlak  (dsci,)  loodrecht  op  (ifn).  Evenzoo  zjjn  (c^^i) 
en  (aio^)  loodrecht  op  (6391)  en  (b^n).  Dus  gaan  de  vlakken, 
die  b^y  b^j  6,  loodrecht  op  (a^a,),  (a^€^)j  (a^a^)  projecteeren, 
door  een  rechte.  • 


Vraagstuk  CXCII. 

P  1  b  a.  Wanneer  twee  krommen  C  en  C,  in  elkander  worden 
omgezet  door  de  transformatie 

X  px  -\'  n 

'         mx  ^  ny  ^^^       mx  -^  ny* 

dan    snijden    de   raaklijnen   in  overeenkomstige  punten  de  Y-as  in 

r 

twee  punten  T  en  T,  zoodat  OT  .  OT,,  standvastig  is. 

(J.  Neüberg.) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma,  H.  B.  Bone  Jr.,  Dr.  H.  Bre- 
MEKAMP,  Mej.  Dr.  A.  A.  Dalhuisen,  W.  H.  L.  Janssen  van  Raat, 
L.  DE  Jong  en  Dr.  F.  Schuh. 

Oplossing  van  H.  B.  Bone  Jr. 

De  transformatie  is  projectief ,  zet  dus  de  raaklijnen  van  C 
en  C|  in  overeenkomstige  punten  in  elkaar  om.  Daar  uit  o;  =  O 
volgt  o;,  =  O ,  gaat  de  T-as  in  zich  zelve  over.  Derhalve  gaan 
ook  de  punten  T  en  T,  in  elkaar  over.  Nu  levert  de  tweede 
vergelijking  der  transformatie  voor  o;  =  O  de  betrekking  yyi  =  1 ; 
bijgevolg  is  OT  .  ÖT,  =  1. 


406  WISKUNDIGE 


Vraagstuk  CXCIII. 

M^  5  a.  Het  vlak  tt,  dat  om  een  as  wentelt ,  snijdt  de  rechten 
a^  b  ^  c  in  de  punten  A  ^  B ,  C.  De  vlakken  <> ,  P ,  7  staan  in 
deze  punten  loodrecht  op  a,  ^,  r.  Men  vraagt  naar  de  meetkun- 
dige plaats  van  het  snijpunt  van  «,  j3,  7.  (J.  Neuberg) 

Opgelost  door  T.  J.  Allersma  ,  H.  B.  Bone  Jr.,  W.  H.  L. 
Janssen  van  Raay,  Dr.  F.  Schuh  en  Dr.  A.  Toxopeüs. 


Oplossing   van  Dr.  F«  Sohuh. 

1«  Zgn  /,  ffi  en  n  de  lijnen  in  het  oneindige  der  vlakken 
a,/3,7,  dan  beschrijven  de  vlakken  a,  /3,  7  drie  projectieve 
vlakkenbundels^  waarvan  2 ,  m  en  ti  de  dragers  zijn.  Hieruit  volgt 
enmiddellijk ,  dat  de  meetkundige  plaats  van  het  sngpunt  P 
der  vlakken  a,  j3,  7  een  kubische  ruimtekromme  is,  gaande 
door  de  hoekpunten  D ,  E,  F  van  den  door  de  rechten  l^m^n 
gevormden  driehoek.  De  kromme  heeft  dus  drie  bestaanbare 
punten  in  het  oneindige,  zoodat  ze  uit  elk  van  haar  oneindig 
ver  gelegen  punten  door  een  hyperbolischen  cylinder  geprojec- 
teerd wordt ,  m.  a.  w.  de  meetkundige  plaats  is  een  kubische 
hyperbool. 

De  drie  hyperbolische  cylinders ,  waarop  de  kromme  ligt, 
zgn  de  meetkundige  plaatsen  der  snijlijnen  van  twee  der  drie 
vlakken  a  ,  /3  ,  7.  Twee  dezer  cylinders  hebben  een  der  rechten 
2,  m,  n  en  de  kubische  hyperbool  gemeen. 

De  raaklijnen  der  kromme  in  hare  punten  D,  E,  F  in  het 
oneindige  zijn  gemakkelijk  aan  te  geven.  De  raaklgn  in  D  is 
n.1.  de  snijlijn  der  beide  vlakken  /3  en  7  voor  een  vlak  ir ,  dat 
evenwijdig  aan  a  is  (het  punt  A  ligt  dan  in  het  oneindige, 
terwijl  a  het  vlak  in  het  oneindige  is).  Evenzoo  voor  de  raak- 
Ignen  in  E  en  F. 

De  as  j7 ,  waarom  w  wentelt,  en  de  rechten  a,  6,  c  hebben 
in  het  algemeen  geen  punt  met  de  kromme  gemeen. 

2.  De  vergelijkingen  der  meetkundige  plaats  zijn  gemakkelgk 
op  te  maken.  Daartoe  nemen  we  de  as  p,  waarom  ir  wentelt,  als 
Z-as  yan  een  rechthoekig  coördinatenstelsel  aan.     Zijn 

y  =  ai«+a2,      z  =:  a^x  +  a^ 
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de  yergelgkingen  der  rechte  a,  terwgl  men  die  Tan  d  en  c 
yindt  als  men  ajt  door  hu  of  c^  Teryangt ,  en  is  y  »  X  :r  de  yerge- 
Igking  yan  het  ylak  ir ,  dan  zijn  de  coördinaten  yan  het  punt  A 

öo  OoX  \aA  +  öua.  —  a.aA 

a?= — ^— ,  v= — - — ,  «= — - — -^^-^ ^-^• 

X-a'^     X-a^'  X  — aj 

De  yergelgking  iran  het  ylak  a  is  dus 

^   x^^+iï'-rir^^/^  +  r x^, — n'^^ 

of 

Door  letteryerwisseling  yindt  men  de  yergelgkingen  der  ylak- 
ken  /3  en  y.  Door  uit  de  drie  zoo  yerkregen  yergelgkingen 
X ,  y  en  e  op  te  lossen  yindt  men  de  parameteryoorstelling  der 
kromme ;  men  yindt  « ,  y  en  2r  als  quotiënten  yan  twee  geheele 
kubische  functies  yan  X  met  gemeenschappelgken  noemer.  Door 
X  telkens  uit  twee  der  yergelgkingen  te  elimineeren  yindt  men 
de  yergelgkingen  der  hyperbolische  cylinders,  waarop  de  kromme 
ligt ,  die  ook  als  de  yergelgkingen  der  kromme  zijn  op  te  yatten. 
Zg  zgn  begrepen  in 

a?+ «1  y+«82f  -  «1 04—0304      o,  (a?+a,  y+a^z— a^a^'\'a^{\  ^a^) 

a?+6iy+M— 6ifta-M4        fci(a:+6,y+M-M4)+6a(H-V)   =<>• 

Opmerkikq.  Ak  c  de  as  p  snijdt  in  Cq  dan  ontaardt  de 
kubische  hyperbool  in  een  hyperbool,  gelegen  in  het  ylak  y^ 
dat  in  Cq  loodrecht  op  e  staat,  en  de  doorsnede  der  ylakken 
a ,  /3 ,  die  a  en  6  loodrecht  snijden  in  de  punten  welke  ze  met 
het  ylak  cp  gemeen  hebben. 


Vraagstuk  CXCIV. 
P  6  f .     Bepaal  de  transformatieformules 

welke  elke  kromme   zoodanig  in  een   andere  omzetten,  dat  voor 
oyereenkomstige  punten  de  snijpunten  N  en  N,  der  normalen  met 

de  X-as  aan  de  betrekking  ON .  ON,  =  const.  yoldoen. 

Opgelost  door  C.  van  Aller,  H.  B.  Bone  Jr.  en  Dr.  F.  Schüh. 
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Oplossing  van  H.  B.  Bokb  Jb. 

Zgo  de  coördinaatassen  rechthoekig  met  O  als  oorq)roog,  dan  ia 

ON^x+yp,    ON,  =  X,  +  y,p, , 

dy  dy. 

alwaar  p^  j-^  p^  =  -^.    Dub  moet  (x  +  yp)  (o?,  +  ^iPi)  =  const 

(tX  CM7|  I 

zgn,  of 

{x  +  yp)  I   «,  +  y,  5;^ ^—  I  =  const. , 

dat  is: 

dx,  dy,         /      èa:,  dy,^ 


ar, 


I^'.l_M'.  ?+'.!'). 


•      • 


<^  +  yp) èi^ — w,- =  ''''"• 

of  wel: 

,  .         do?  dl/ 

da?  dy 

In  't  eerste  lid  yan  deze  vergelgking  kan  men  na  x^  y  enp 

onafhankelijk   van   elkaar   willekeurig  kiezen.    Hemen  we  na 

eerst   bepaalde   waarden    voor   o;  en  y »    dus  ook   toot  X||  yn 

djCi   djc,    dy,   dyi      .  .    ,         .     ,. ,  .^   -i  «« 

r— ,  r-^ ,  c— ,  r— ,    dan    moet    t  eerste  lid  van  1)  dns  onaf  han- 
da;    dy    dv    dy 

kelgk  van  p  zijn. 

Daar  nu  de  noemer  der  breuk  lineair  in  p  is ,  moet  de  teller 

dit  ook  zijn ,  dus  de  term  in  pf^  uit  den  teller  verdwgnen ,  d.  i. 

^^±yL)  =  0    of    a?,»  +  yi»  =  P(x)  .    .     /  a) 

waarin  F  een  nog  onbekende  functie  beteekent. 
Dit  invoeronde  krggen  we  uit  (l): 

x  +  yp        d  (a:,*  +  y,*) 


dx,  dar,  *  da? 


const   .    •    •    .    2) 
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Opdat  hier  het  eerste  lid  onafhankelijk  yan  ;>  zij,  is  noodig 
en  Toldoende,  dat  men  heeft 

da?,  oxi 

dz  dy 

X  y 
is,  duB 

»,  =4>(«^4-y») 0) 

waarin  ^  een  nog  onbekende  funotie  beteekent. 
Nu  krggen  we  uit  2): 

X         ö  (a; »  +  V,*)  xW  (x) 

^  '    ^  ^'  ^  =  const.    of  ^V^  *  <5on8t.  .     .    3) 


dx,  èa?  dj-, 

da?! 
Hieruit  volgt,  dat  ^  enkel  van  x  afhangt,  zoodat,  volgens  ff) 

ox 

2x^'(x^  +  tf^)    enkel    een    functie    van    x   is.      Bggevolg    is 

^'  («*  +  y^)ss  —  waar  a  constant  is.     Dus  is 

a 

of 

a?i  s« 2 — u  6 4) 

a 

Dit  in  3)  substitueerende ,  krijgen  we:,  F'(a?)  =  oonst.,  dus 
F  {x):s  c{x  —  d),  ^  waar  c  en  d  willekeurige  constanten  zijn ; 
dus  is  volgens  u) 

c  ' 

De  vergelijkiogen  4)  en  5)  bepalen  de  transformatie;  a^byC 
en  d  zgn  willekeurige  constanten. 

Om  verg.  5)  in  den  geeischten  vorm  te  brengen  zou  y, 
opgelost  en  voor  x^  de  uitdrukking  uit  4)  gesubstitueerd  moe- 
ten worden. 

» 

Opmerking.     De   vergelijkingen   a)   en  /3)  beteekenen,  dat 

rechte  Ignen  evenwijdig  met  OY  overgaan  in  cirkels  met  O  tot 
centrum  en  omgekeerd,  wat  meetkundig  te  voorspellen  was* 
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Vraagstuk  CXCV. 
P  6  f .    Bepaal  de  transfonnaties  in  poolcoördinaten  van  den  vorm 

welke  een  kromme  zoodanig  in  een  andere  omzetten ,  dat  voor 
overeenkomstige  punten  het  product  der  subnormalen  of  het  pro- 
duct der  subtangenten  of  het  product  van  de  subnormaal  van  P 
en  de  subtangens  van  P^  een  standvastige  waarde  heeft. 

(J.  Neuberg.) 

Opgelost   door  H.  B.  Bone  Jr.  en  Dr.  F.  Schuh. 

Oplossing   van  H.  B.  Bone  jr. 

I.    Opdat  't  product  der  subnormalen  constant  zij  moet 

dr      dri 

.  - —  =s  const*    of 
af      dfi 

dr,       dr,       dr 

dr      dé       dr       dé 

■j-  '  ^ ^^ 3^=const 1) 

af      dfi       ofi      dr 

d^       dr       df 
De  voorwaarde ,  dat  het   Ie  lid  bg  gegeven  r  en  ^ ,  en  dus 

bepaalde  r,  i  ^d  ^ »  ^»  i^^'  T^j    onafhankelgk  zg  van  — , 

levert   dat   de  teller,    evenals  de  noemer ,  lineiur  moet  zgn  in 

—  •    Dus  is  ^  =  O  of  r,  =  F  (ó) ,  waarin  P  een  nog  onbepaalde 
df  dr 

functie  beteekent. 
Nu  woi*dt  de  vergelijking  1) 

dr,        dr 
Of        df 


d^i        d^i      dr 

4- 


=  const 2) 


d^         dr       df 

en  opdat  dit  het  geval  zij ,  moet  de  noemer ,  evenals  de  teller, 

dr  dó, 

evenredig  zijn  met  —  •    Dus  is  ^ —  =0  of  0,  =  G  (r) ,  waann 

G  een  nog  onbepaald  functie  voorstelt. 
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Yergelgking  2)  wordt  nu 

-^ —  ^  const.  of  ;-^  ssconst.,  waaruit  volgt:  VU)  =  const  =  o, 
d#,  G  (r) 

dr 

G'(r)  =  coQst.  =  6 ,  of  P  (^)  =  a^  4-  6,  G  (r)  =  er  -f-  d ,  waarin 
ook  b  en  d  willekeurige  constanten  zijn. 

De  gezochte  transformaties  hebben  dus  den  vorm 

'•«=«*'-M 3) 

f^=cr  +d  \ 

ea  't  is  duidelijk ,    dat  ook  alle  transformaties  van  dezen  vorm 
aan  den  eisoh  voldoen. 

II.     De  voorwaarde  dat  't  product  der  subtaogeoten  constant 

zij ,  luidt : 

l      dr    dri 

of 


=  const. 


dr,        èri      dr 


1       dr       dé         dr       d<b  ,. 

=  const 4). 


r^ri*    d(^      d^i        dfi      dr 

df         dr      df 

Op    dezelfde    wijze   als   onder   I   leiden    we    hieruit   af  dat 
rj  =  F  (^) ,    ^1=0  (r)  is.    Als  we  dit  in  4)  invoeren ,  vinden 

w^ö  —r. — ;r-  ^^7!  ■=  const. 


Dus  is 


Hieruit  volgt 


=  const.  en     r*G'  (r)  =  const. 


aip  +  O  r 

waarin  a^  b,  Cj  d  willekeurige  constanten  zijn. 

De  gezochte  transformaties  zijn  dus  vervat  in  de  formules 

1 
«♦  +  *    j 5) 

01  =  —  +  rf 
r 
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Blijkbaar  voldoen  alle  transformaties  5)  aan  de  Traag. 

Zoowel  voor  I  als  II  geldt  de  opmerking,  dat  de  gevonden 
transformaties  de  rechten  door  den  oorsprong  in  cirkels  met 
middelpunt  in  den  oorsprong  omzetten  en  omgekeerd,  wat 
meetkundig  te  voorzien  was. 

III.  Opdat  't  product  van  de  subnormaal  van  P  en  de  sub- 
tangens van  P,  oonst.  zg,  moet 

dr     r,a 


d^  '  rfr, 


=  const. 


of 


èr,       dr,    dr 
1      d^        dr  *(20        1 


r,^     d^j      è#,    dr       dr 
d^       dr  *(2^      df 


=s  const 6) 


De  voorwaarde ,  dat  deze  verg.  bg  gegeven  r  en  ^  voor  alle 

waarden  van  ——  geldt ,  levert  -~-  =  O,  :r-^  =  O  dus 

dtp  dr  d^ 

r,  =  P(r)  en  ^,  =G(0). 

Dit  in  6)  substitueerende  vindt  men 


t^wr'|^=«o-t- 


Dus  is 

F'(r) 


=  const.  en     G'  (0)  =  const. 


[F  (r)]« 
Hieruit  volgt 

F(r)  =  — L_,      G(#)  =  a#  +  6, 

waar  a^  b,  c,  d  willekeurige  constanten  zijn. 
Alzoo  stellen  de  formules 

1 

*"'  ■"  <?r  4-  d  5 7) 

de  gezochte  transformaties  yoor. 

Cirkels  om  den  oorsprong  als  middelpunt  gaan  in  even  zulke 
cirkels,  rechten  door  den  oorsprong  in  even  zulke  rechten  over 
ep  omgekeerd,  wat  meetkundig  te  voorzien  was. 
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Vraagstuk  CXCVI. 

IP  1  d.  Gegeven  zijn  twee  onderling  loodrechte  projectievlakken. 
Onderzoek  de  congruentie  der  stralen ,  welke  elk  de  projecties  van 
een  tot  een  gegeven  vlak  behoorend  punt  met  elkaar  verbinden. 

(Dr.  H.  DE  Vribs.) 

Opgelost  door  H.  B.  Bone  Jr.,  Dr.  P.  H.  Schoute,  Dr.  F. 
ScHUH ,  Dr.  A.  Toxopeus  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing    van    Dr.  H.  de  Vries. 

1.  Wij  noemen  den  horizontalen  doorgang  van  het  gegeven 
vlak  dy ,  den  vertikalen  d^ ,  en  hun  sDijpunt  O.  Door  O  brengen 
wij  het  derde  projectievlak ,  en  de  oneindig  ver  gelegen  rechte 
van  dit  vlak  noemen  wij  l^.  Het  is  dan  in  de  eerste  plaats 
duidelgk  dat  alle  stralen  der  te  onderzoeken  congruentie  de  as 
van  projectie  loodrecht  kruisen,  dus  Zoo  sotjden.  Verder  is 
gemakkelijk  in  te  zien  dat  het  punt  O  een  uitzonderingspunt 
is;  immers,  daar  de  beide  projecties  van  dit  punt  samenvallen  , 
wordt  hun  verbindingslijn  volkomen  onbepaald ,  zoodat  de  vol- 
ledige congruentie  uiteenvalt  in  de  stralensohoof  aan  het  punt 
O  en  eene  andere  congruentie;  wij  zullen  ons  verder  alleen 
met  deze  laatste  bezighouden. 

2.  Een  willekeurig  vlak  loodrecht  op  de  as  van  projectie 
wordt  door  de  beide  projectievlakken  en  het  gegeven  vlak  c 
gesneden  volgens  een  rechthoekigen  driehoek  ABC ,  waarbij  A 
op  (2,  en  B  op  d^  ligl^;  nemen  wij  dan  van  een  willekeurig 
punt  P  van  AB  de  beide  projecties  F'  en  P",  dan  is  «  =  PT*^ 
een  straal  der  congruentie.  Doorloopt  P  de  lijn  AB ,  dan  wor- 
den blijkbaar  P'  en  P''  gerangschikt  in  twee  projectieve  punten- 
reeksen ,  waarvan  de  oneindig  ver  gelegen  punten  aan  elkaar 
zgn  toegevoegd ,  terwijl ,  wanneer  P'  met  C  samenvalt ,  P'^  in 
B  komt  te  liggen ,  en  omgekeerd ,  wanneer  P''  in  C  Ugt ,  P' 
op  A  valt. 

Hieruit  volgt :  de  strcUen  der  congruentie  in  esn  plak  loodrecht 
op  de  as  van  projectie  omhullen  eene  parabool  ^  die  de  beide 
projectievlakken  aanraakt  in  punten  van  d,  en  d^. 

Al  deze  vlakken  zgn  dus  voor  de  congruentie  singuliere  vlakken^ 
en  wel  van  den  graad  2. 
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De  asrichting  der  zooeveo  gevonden  parabool  vindt  mea 
gemakkelijk  indien  men  de  beide  rechten  CA  en  CB  door  /« 
aanvult  tot  een  om  de  parabool  beschreven  driehoek,  en  dan 
de  eigenschap  toepast  dat  de  verbindingslijnen  der  hoekpunten 
met  de  op  de  tegenoverliggende  zgden  gelegen  raakpunten 
door  één  punt  moeten  gaan;  de  uitkomst  is  dat  de  asrichting 
vrordt  aangewezen  door  de  mediaan  CM  van  driehoek  AEC. 
Neemt  men  P  juist  in  het  midden  M  van  AB,  dan  wordt 
PT'^Z/AB ,  en  het  raakpunt  valt  op  CM ;  dit  volgt  uit  dezelfde 
stelling,  toegepast  op  A  AP'P''. 

3.  Verplaatsen  wy  het  singuliere  vlak  evenwgdig  aan  zich 
zelf,  dan  vinden  wg  in  lederen  nieuwen  stand  eene  figuur  die 
voor  het  gelgkvormigheidspunt  O  gelgkvormig  en  gelijkstandig 
is  met  de  eerst  beschouwde.  Alle  zoo  verkregen  parabolen,  liggen 
op  een  quadratischen  kegel  met  top  in  O ,  die  het  eerste  en 
tweede  projeetievlak  aanraakt  volgens  di  en  (fa»  ®°  h^^  derde 
volgens  de  rechte  door  O  die  de  gemeenschappelijke  asrichting 
van  alle  parabolen  bevat.  De  lijn  lao  raakt  den  kegel  in  het 
oneindige  aan ,  en  de  stralen  onzer  congruentie  zgn  niets  anders 
dan  de  raaklijnen  van  den  kegel  die  op  ^oo  rusten  (met  uitzoo- 
dering  van  die  rechten  in  het  derde  projeetievlak  die  niet  door 
O  gaan).  ledere  straal  der  congruentie  wordt  door  den  onmid- 
dellijk voorafgaanden  en  onmiddellgk  volgenden  gesneden  in 
een  punt  dat  oneindig  weinig  van  het  raakpunt  met  den  kegel 
verschilt ;  de  beide  brandpunten  vallen  dus  met  dit  raakpunt 
samen ,  en  de  kegel  stelt  het  focacUoppervlak  der  congruentie 
voor. 

De  punten  van  /<»  zgn  singuliere  punten  van  den  eersten 
graad.  Door  ieder  punt  van  loo  gaat  n.1.,  afgezien  van  het 
derde  projeetievlak ,  slechts  één  raakvlak  aan  den  kegel ;  de 
stralen  in  dit  vlak  en  door  het  punt  van  /«  zijn  stralen  der 
congruentie;  zg  vormen  een  waaier  met  oneindig  ver  gelegen 
centrum. 

4.  De  congruentie  is  van  den  graad  2  en  de  klasse  1. 
Immers  het  vlak  door  een  willekeurig  punt  P  en  /»  sngdt  den 
kegel  volgens  eene  parabool ,  en  aan  deze  kan  men  uit  P  twee 
raaklgnen  trekken.  Omgekeerd  snijdt  een  willekeurig  vlak  a 
den  kegel  volgens  eene  kegelsnede ,  en  loa  in  een  punt  Leo ; 
nu  gaan  wel  is  waar  door  L»  twee  raaklgnen  aan  die  kegel- 
snede,   maar   daarvan   behoort  de  eene,  daar  ze  in  het  derde 
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projectievlak  ligt  zonder  door  O  te  gaan ,  niet  tot  de  congruentie. 

Deze  uitkomsten  zijn  in  overeenstemming  met  de  algemeene 
stelling  dat  de  verbindingslgnen  der  puntenparen  van  twee 
coUineaire  punten  velden  eene  congruentie  (3,  1)  vormen*); 
indien  wg  de  volledige  congruentie  beschouwen ,  dan  moet  aan 
de  beide  stralen  door  een  puntP,  die  wij  zooeven  vonden,  nog 
de  straal  door  O  worden  toegevoegd. 

De  rang  der  congruentie,  d.  w.  z.  het  aantal  straleuparen 
die  met  eene  willekeurige  rechte  g  tot  eenzelfden  waaier  be- 
hooren ,  is  nul ;  immers  door  ieder  punt  van  g  gaan  twee  stralen 
8j  doch  déze  liggen  steeds  in  een  vlak  door  /<»,  en  dit  vlak 
bevat  de  lijn  g  niet. 

5.  Wg  toonen  ten  slotte  nog  aan  hoe  men  graad  en  klasse 
der  congruentie  rechtstreeks  kan  vinden  ,  d.  w.  z.  zonder  gebruik 
te  maken  van  den  quadratischen  kegel.  Wij  brengen  door  een 
willekeurig  punt  Q  en  Zoo  een  vlak ,  laten  hierin  een  straal  om 
Q  draaien  en  noemen  de  snijpunten  met  CA  en  CB ,  A,  en  Aj* 
Deze  punten  brengen  door  hunne  beweging  op  CA  en  CB  twee 
perspectieve  puntenreeksen  voort ;  trekken  wij  dus  door  A]  eene 
lijn  y/  CB,  en  door  Aa  eene  lijn  /^  CA,  dan  zal  het  sngpunt 
P  eene  orthogonale  hyperbool  beschrgven,  die  door  C  gaat  en 
waarvan  de  asymptoten  door  Q  gaan  en  eveqwijdig  loopen  aan 
CA  en  CB ;  de  snijpunten  dezer  hyperbool  met  AB  zijn  blgkbaar 
de  punten  P,  behoorende  bij  de  congruentiestralen  die  door  Q 
gaan. 

De  klasse  daarentegen  vinden  wg  als  volgt.  Wij  nemen  een 
willekeurig  vlak  aan ,  en  noemen  de  doorgangen  l^  en  1^.  Indien 
nu  de  loodlgn ,  in  een  zeker  punt  P'  van  li  op  het  horizontale 
projectievlak  opgericht,  het  vlak  c  zoodanig  in  een  punt  P  snijdt 
dat  P'^  op  l^  valt ,  dan  is  PT''  een  straal  der  congruentie  in 
het  willekeurige  vlak  {iZ^.  Wij  richten  dus  in  alle  punten  van 
[|  de  loodlijnen  op ,  d.  w.  z.  wij  brengen  door  t^  het  horizontaal 
projecteerend  vlak,  sngden  dit  met  c,  en  projecteeren  de  snijlijn 
op  het  vertikale  projectievlak.  Door  het  sngpunt  dezer  projectie 
en  ^2  gctat  dan  de  eenige  straal  der  congruentie  die  in  het  vlak 
Zjla  ligt. 


*)    Zie  bijv.  Beye  ^Geom.  d.  Lage*',  Se  Aufl.  Bd.  Il,  8.  202. 
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Vraagstuk  CXCVII. 

M^Sa^  Trekt  men  in  het  vlak  f  van  bet  voorgaande  vraagstuk 
een  willekeurige  rechte,  dan  vormen  de  door  haar  punten  aange- 
wezen congruentiestralen  een  hyperbolische  paraboloide.  Door  een 
gegeven  rechte  brengt  men  raakvlakken  aan  de  oo^  paraboloiden 
welke  bij  de  rechten  van  t  behooren.  Bepaal  den  graad  van  de 
meetkundige  plaats  der  raakpunten.  (Dr.  H.  de  Vries.) 

Opgelost  dcor  Dr.  P.  H.  Schoüte  ,  Dr.  F.  Schuh  ,  Dr.  A. 
ToxoPEUS  en  Dr.  H.  de  Vries. 

Oplossing  van  Dr.  P.  H.  Schoute  en  Dr.  F.  Schuh. 

De  straal  8 ,  die  de  projecties  P^  en  P''  van  een  punt  P  der 
in  het  gegeven  vlak  e  gelegen  rechte  l  verbindt ,  rust  op  de 
projecties  l'  en  V'  van  l  en  is  evenwijdig  aan  het  derde  projec- 
tievlak.  Dus  beschrijft  8  een  hyperbolische  paraboloide  (HF)^ 
als  P  de  rechte  l  doorloopt. 

Een  raakvlak  door  de  willekeurige  rechte  r  aan  (HP)<  bevat 
een  beschrgvende  Ign  8  die  r  sngdt;  zg  P  het  punt,  waaruit 
8  is  afgeleid.  Draait  men  Mn  c  om  P,  dan  bigft  8  behouden, 
maar  de  plaats  van  het  raakpunt  op  8  verandert.  Dus  is  de 
meetkundige  plaats  der  raakpunten  van  de  raakvlakken  door 
r  aan  de  oppervlakken  (HP)  tevens  de  meetkundige  plaats  der 
congruentiestralen  s,  die  op  r  rusten. 

Daar  elk  punt  van  r  twee  stralen  8  draagt ,  terwgl  een  vlak 
door  r  slechts  een  straal  bevat,  is  de  bedoelde  meetkundige 
plaats  een  kubisch  regelvlak  met  dubbelrechte  r  en  de  oneindig 
ver  gelegen  rechte  F^  van  het  derde  projectievlak  (fooaalrechte 
der  congruentie)  tot  enkelvoudige  richtlijn. 

De  snijpunten  van  r  met  den  focaalkegel  zgn  blgkbaar 
uniplanaire  punten. 

OPMBRKiNa.  Het  regelvlak  raakt  den  focaalkegel  Tolgess 
een  kubische  ruimtekromme ,  die  door  den  top  van  den  kegd 
gaat,  en  door  het  oneindig  ver  gelegen  vlak  gesneden  wordt 
in  het  raakpunt  van  f^  met  dien  kegel  en  in  de  i-aakpunten 
der  raaklijnen  uit  het  oneindig  ver  gelegen  punt  van  r  aan  de 
oneindig  ver  gelegen  kegelsnede  van  dien  kegeL    (EL.  d.  V.) 
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Vraagstuk  CXCVIII. 

P  6  f •  Tusschen  een  punt  P  van  het  in  vraagstuk  196  bedoelde 
vlak  t  en  het  snijpunt  Q  van  t  met  den  bij  P  behoorenden  con- 
gnientiestraal  bestaat  een  verwantschap.  Welke  kromme  beschrijft 
P  of  Q  als  Q  of  P  een  rechte  doorloopt  ?      (Dr.  H.  db  Vrixs.) 

Opgelost  door.  Dr.  P.  H.  Schoutb,  Dr.  F.  ScHUH,  Dr.  A. 
ToxoPKUs ,  H.  J.  VAN  Vbbn  en  Dr.  H.  ds  Vribs. 

Oplossing  van  Dr.  F.  SoHUH. 

1.  Als  F  een  rechte  /  van  f  beschrgflt ,  dan  is  de  meetkun- 
dige plaats  der  bijbehoorende  rechte  PT''  de  hyperbolische 
paraboloïde,  die  V  en  V  tot  richtlijnen  en  het  derde  projectie- 
vlak    tot    riohtvlak    heeft.     Dus    doorloopt    het    punt    Q    een 

hyperbool  A»  die  blgkbaar  de  doorgangen  van  l  bevat. 

Elke  rechte  g  van  c»  die  de  as  van  projectie  loodrecht 
kruist,  snijdt  Z,  dus  ook  de  hyperbool  A 1  ia  een  in  het  eindige 

gelegen  punt ;  bij  gevolg  gaat  A  door  het  oneigenlgke  punt 
van  L  De  bgbehoorende  asymptoot  is  gemakkelgk  aan  te  wgzen. 
Zijn  C  en  D  de  doorgangen  van  g ,  dan  komt  met  het  midden 
Po  van  CD  een  punt  Q  overeen  dat  oneindig  ver  ligt.  Als  g 
het  vlak  c  beschrgft ,  dan  doorloopt  Pq  een  rechte  m  door  het 
snijpunt  S  van  c  met  de  as  van  projectie.  Nu  sngden  {  en 
m  elkaar  in  een  punt  P^,  waarvoor  het  bijbehoorende  punt  Qq 
in  het  oneindige  ligt ;  dus  is  de  rechte  g^  door  P^  de  bedoelde 
asymptoot. 

Oaat  l  door  het  sngpunt  8  der  doorgangen  van  c,  dan  ont- 
aardt A  blgkbaar  in  twee  rechten  door  S »  waarvan  er  een 
loodrecht  staat  op  de  as.  Deee  rechten  vallen  samen  als  {  in 
den  stand  m  komt. 

Is  l  evenwijdig  met  m  dan  gaat  A  over  in  een  parabool , 
waarvan  de  as  loodrecht  staat  op  de  as  van  projectie. 

2.  We  zullen  nu  nagaan  welke  de  baan  is  van  P,  als  Q 
een  rechte  2,  van  €  doorloopt.  Met  elk  punt  Q  komen  twee 
punten  P  overeen  (eie  vraagstuk  196.) 

Laat  men ,  in  een  vlak  w  dat  loodrecht  op  de  as  van  pro- 
jectie staat ,  om  een  punt  Q  een  rechte  wentelen ,  die  de 
projectievlakken  in  P'  en  P''  sngdt,  dan  beschrgft  het  punt  P 
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dat  P'  en  P''  tot  projecties  heeft,  een  hyperbool  ir,  welke  de 
loodlgnen  uit  Q  op'  de  projeotle^Iakken  tot  asymptoteii  heeft. 
De  sngiyn  g  van  oi  en  c  heeft  twee  punten  P  met  w  gemeen, 
die  in  de  bedoelde  verwantschap  aan  Q  zgn  toegevoegd.  Wordt 
nu  tal  evenwgdig  aan  zich  zelf  verplaatst,  zoodat  Q  de  rechte 
{|  beschrijft,  dan  zullen  de  overeenkomstige  punten  P  een 
kromme  doorloopen  welke  op  c  wordt  ingesneden  door  het 
•oppervlak  (w)  dat  door  de  veranderende  hyperbool  w  wordt 
beschreven.  Daar  ir  steeds  door  dezelfde  oneindig  ver  gelegen 
punten  gaat,  is  dit  oppervlak  quadratisch.  Het  bevat  de  as 
van  projectie,  omdat  deze  w  snijdt  Ligt  Q  in  een  der  door- 
gangen van  2| ,  dan  ontaardt  w  in  de  loodlijnen  op  de  projectie- 
vlakken  ,  die  elkaar  in  Q  sneden.  Wg  kennen  nu  drie  krui- 
sende rechten  van  het  bedoelde  quadratische  oppervlak  («-) ;  dit 
is  dus  een  hyperhoUüde. 

Als  /|  evenwijdig  is  met  een  projectievlak ,  gaat  de  hyper- 
boloïde  over  in  een  hyperbolische  paraboloïde.  Zij  wordt  een 
kegel  als  /,  de  as  snijdt;  deze  kegel  bevat  de  as  en  de  lood- 
lijnen op  de  projectievlakken  in  den  doorgang  van  /| ;  hg  wordt 
langs  die  loodlgnen  geraakt  door  de  prcjeoteerende  vlakken  van  /,. 

Laat>  men  nu  Q  de  rechte  lx  doorloopen ,  dan  verplaatsen  de 
beide  overeenkomstige  punten  P  zich  langs  de  doorsnede  van 
€  en  het  oppervlak  (w) ;  de  gevraagde  meetkundige  plaats  is 
dus  een  kegéUnede* 

Verplaatst  men  ^  evenwgdig  aan  zich  zelf  tot  dat  ie  de  as 
snijdt,  dan  gaat  (ir)  over  in  zij[n  asymptotenkegel.  Naar 
gelang  dez^  met  f  bestaanbare  of  onbestaanbare  rechten  gemeen 
heeft,  wordt  de  meetkundige  plaats  van  P  een  hyperbool  of 
een  éUips^ 

Een   parabool   kan   ze  niet  worden.     Wel  kan  ie  ontaarden 
:  in.  twee  evenwgdlge  rechten ,  maar  dan  moet  c  loodrecht  staan 
op  een  projectievlak. 


Vraagstuk  CIC. 

IP  4  a.  De  asymptötische  lijnen  van  het  oppervlak  A  =:  / 
zijn  kubischè  ruimtekrommen.  Bewijs  dat  elke  koorde  van  zulk 
een  asymptotische  lijn  door  het  oppervlak  in  vier  harmonische 
punten  wordt  gesneden.  (Dr.  F.  2^aEMAN  G&) 
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Opgelost  door  H.  B.  Bonk  Jr.,  L.  de  Jong,  J.  H.  Kbijsbrs, 
Dr.  F.  ScuuH ,  Dr.  A.  Toxopeüs,  H.  J.  van  Veen,  Dr.  J.  de  Vries 
en  Dr.  P.  Zeeman  Gz. 

Oplossing. 

Uit  «  =  ar-y  volgt  r  =  12ar- *y*,  «  =  -  9x- V,  t  =  Bar-^y. 
De  difFereiitiaal?ergelijkiog  der  projecties  van  de  asymptotische 
Ignen  op  XOY ,  d.  i.  rda?^  +  2%dxdy  +  tdy^  =  O ,  wordt  dus 

2y^Waï»  —  ^dxdjf  +  ix^dy^  =»  0. 

Zg  is  te  splitsen  in  xdy  —  ydx  =  O ,  welke  de  rechte  Ignen 
van  het  oppervlak  aanwgst,  en  in 

xdy  —  2ydx  =  O , 

welke  yzsica^   tot  integraal   heeft,   zoodat   de  asymptotische 
krommen  voorgesteld  worden  door 

y^sca^^  0  =  (?x^. 

Zijn  P,  en  F,  punten  op  een  dier  krommen ,  dan  wordt  hun 
verbindingslgn  .aangewesen  door 

l  +  A   '^  1  +  A     '  1+A 

Yoor  de  sngpanten  dezer  koorde  met  de  oonoïde  heeft  men 
dBB  de  betrekking 

(«i' +  Aa:,»)  (x,  +  Xa;^' -  (1  +  A)  (an»  +  Aa:,»)»  «  O, 

welke  herleidbaar  is  tot 

(a?i  —  x^  (a?a»A»  —  a?,»A)  =  0. 

De  punten,  welke  PiP,  nog  met  de  conoïde  gemeen  heeft, 
worden  aangewezen  door 

i|  worden  dus  harmoniaoh  geseheiden  door  Pi  en  P,. 


Vraagstuk  CC. 

O  4  tt  Gegeven  is  een  willekeurige  ruimtekromme.  Hoe  bepaalt 
men  de  regeloppervlakken ,  waarop  deze  kromme  asymptotische  lijn 
en  tevens  strictielijn  is?  (Dr.  P.  Zeeman  Gz.) 

Opgelost  door  Dr.  F.  Schub  en  Dr.  P.  Zeeman  Gz, 
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Oplossing  van  Dr.  F.  Schüh.  .  j 

Het  osculatievlak  van  een  asymptotische  li|n  in  een  punt  P 
is  het  raakvlak  in  P  aan  het  oppervlak.  Is  dit  eén  regel  vlak, 
dan  gaat  het  raakvlak  dqor  een  beschrijvende  lijn,  waaruit 
volgt  dat  de  beschrijvende  Iga  door  P  van  het  gevraagde  regel- 
vlak  iu  het  osculatievlak  in  P  der  gegeven  ruimtekromme  moet 
liggen.  Deze  beschrijvende  lijn  kan  willekeurig  in  het  osculatie- 
vlak worden  aangenomen ,  terwijl  dan  de  beschrijvende  lijnen 
door  de  overige  punten  der  ruimtekromme  bepaald  kumien  .wor- 
den* uit  de  voorwaarde,  dat  de  gegeven  kromme  strictielgn  moet 
zgn.  De  rechte,  die  de  beschrijvende  lijn  door  P  en  de  be- 
schrijvende Ign  door  eeii  dicht  bg  P  gelegen  punt  Q  der  kromme 
loodrecht  sngdt,  moet. dus  aan  de  grens  door  P  gaan.  Sngdt 
deze  rechte  de  beide  beschrgvende  Ignen  in  de  punten  P'  en  .Q', 
dan  naderen  beide  punten  tot  P.  Daar  P'  en  Q'  punten  van 
het  regelvlak  zgn  zal  P'Q'  in  den  grensstand  in  het  raakvlak 
in  P  aan  het  regelvlak,  dus  in  het  osculatievlak  vai^  P  liggen. 
Het  vlak  door  de  beschrijvende  Ign  van  P  evenwgdig  aan  -de 
beschrijvende  lijn  van  Q  staat  loodrecht  op  P'Q',  staat  dus  aan 
de  grens  loodrecht  op  het  osculatievlak,  m.  a.  w.  gaat  dan  door 
de  binormaal  in  P.     We  vinden  dus: 

Beweegt  een  rechte  zich  zoo,  dat  ze  een  ruimtekromme  snijdt 
en  steeds  in  het  osculatievlak  van  het  snijpunt  blij/t,  tenoifi  de 
grensstand  van  een  vlak  door  een  beschrijvende  lijn  evenwijdig 
aan  de  volgende  beschrijvende  lijn  door  de  binormaal  der  kromme 
gaat ,  dan  beschrijft  die  rechte  een  regelvlak^  waarvan  de  gegeven 
ruimtekromme  asymptotische  lijn  en  tevens  strictielijn  is.  De 
beschrijvende  lijn  door  één  punt  der  kromme  kan  willekeurig  in 
het  osculatievlak '  wórden  aangenomen. 

2.  Hieruit  kan  de  vergelijking  van  het  regelvlak  worden 
afgeleid.  Daartoe  denken  we  de  natuurlijke  vergelijkiogen  der 
ruimtekromme  gegeven  ,  welke  de  eerste  kromming  1 :  r  ea  de 
tweede  kromming  1 :  p  als  functies  van  den  boog  s  bepalen ;  dus 

r  p 

De  doör  een  punt  dier  krömïne  gaande  beschrgvende  Igo 
denken  we  aangewezen  door  den  hoek  ^ ,  dien  ze  met  de  raak- 
Ign   maakt,    en  wel  den  hoek  dien  de  raaklijn  getrokken  naar 
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den  kant  waar  s  toeneemt^  in  de  richting  naar  het  middelpunt 
der  eerste  kromming  moet  doorloopen  om  langs  de  beschrgvende 
Ign   te   Tallen.    Uit  de  voortbrengingswgse  van  het  regelvlak 
blijkt  I  dat  ^  alleen  van  de  eerste  kromming  afhangt. 
Men  heeft  dus 

en  .        . 

welke   yergelijkiDg  als  de  vergelgking  van  het  regelvlak  is  op 
te  vatten.    We  vinden  dus: 

Het  gevraagde  regelvlak  wordt  beschreven  door  een  op  de 
kromme  rustende  rechte ,  die  steeds  in  het  osculatievlak  blijft  en 

/ds 


S.  Hieruit  laat  zich  nog  een  andere  voortbrengingswijze  aflei- 
den. De  hoek  ^  hangt  niet  van  de  tweede  kromming  af;  wordt 
de  kromme  zoo  vervormd ,  dat  hare  eerste  kromming  dezelfde 
blijft,  dan  worden  de  beschrijvende  lijnen  dus  zoo  meegevoerd 
dat  ze  in  het  osculatievlak  blijven  ^n  denzelfden  hoek  met  de 
raakljjn  blijven  vormen.  Nu  kan  men  de  kromme,  zonder  de 
eerste  kromming  te  wijzigen,  in  een  vlakke  kromme  omzetten 
(door  nl.  het  bij  de  ruimtekromme  behoorende  ontwikkelbare 
oppervlak  tot  een  jplat  vlak  uit  té  spreiden) ,  waardoor  alle 
binormalen  dezelfde  richting  verkrijgen ,  zoodat  blijkens  de 
eerstgevonden  voortbrengingswijze  het  stelsel  beschrijvende  lijnen 
in  een  stelsel  evenwijdige  Ignen  overgaat.  Deze  evenwijdige 
lijnen  zgn  ontstaan  uit  geodetische  lijnen  van  het  ontwikkelbare 
oppervlak.  De  raaklijnen  dier  geodetische  lijnen  in  de  sng- 
punten  met  de  gegeven  kromme  zijn  de  .beschrijvende  Ignen 
van  het  regelvlak.     We  vinden  dus 

De  beschrijvende  lijnen  van  het  gevraagde  regelvlak  zijn  de 
raaklijnen  van  een  stelsel  evenwijdige  geodetische  lijnen  van  het 
bij  de  gegeven  kromme  behoorende  ontwikkelbare  oppervlak  in 
hun  snijpunten  met  de  gegeven  ruimtekromme. 

Oplossing  van  Dr.  P.  Zeeman  Oz. 
De  gegeven  ruimtekromme  zij  bepaald  door  de  vergelijkingen 

waarin  t  een  willekeurigen  parameter  vooorstelt. 
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Zal  dese  kromme  Mymptotisehe  Ign  ign  yan  een  regelopper- 
▼lak,  dan  moet  de  beachrfiTeode  Ign  Tan  dit  oppervlak  door 
een  willekeurig  punt  P  dier  kromme  in  het  oaoulatieYlak  liggen 
en  omgekeerd.    Is  dus 

a(X-x)  +  6(Y-y)+ei2-«)=.0, 

waarin  a  =  y'z'^  —  z'y"^  b  ~  g'x*^  —  x'z"^  c  =»  x'y*^  —  y'x"*  is ,  de 
vergelijking  van  het  oeculatievlak ,  dan  zal  de  beachrgvende 
Ign  van  een  regelvlak,  waarop  de  kromme  asymptotiBche  Iga 
is,  worden  bepaald  door  de  beide  vergelgkingen 


a  (X  — a:)  +  6  (T  — y)  +  c  (Z  — «)  =  0, 
A(X-a:)  +  B(T-y)  +  C(Z  -«)  =  0, 


•    }) 


waarin  A,  B  en  C  willekeurige  functies  van  den  parameter  t  zijn. 
Zal  de  kromme  bovendien  striotielgn  zgn  van  het  regelvlak, 
dan  moet  P  het  centraalpunt  zgn  op  de  beschrgyende  Ign, 
d.  w.  B.  het  raakvlak  in  P  of,  wat  hetzelfde  is,  het  oeculatie- 
vlak  in  P,  moet  loodrecht  zgn  op  het  asjmptotische  ylak  door 
de  beschrijvende  Ijjn.  De  vergelgking  van  dit  vlak  is  vanden 
vorm 

A(X-ap)+B(Y-y)  +  C(Z-»)+X{a(X-a?)+6(Y-y)+c(Z-2)|=0> 

waar  A,  daar  het  vlak  evenwgdig  moet  zgn  met  eene  opvolgende 
beschrijvende  Ign,  moet  voldoen  aan  de  yoorwaarde 


ABC 

A    B 

C 

abc 

+  A 

a     b 

c 

A'   B'  C 

a'    V 

«* 

=•0. 


Zal  het  vlak  a  (X  —  a?)  +  6  (Y  —  y)  +  c  (Z —  «)  =  O  loodrecht 
zijn  op  dit  asymptotiache  vlak,  dan  moet  voldaan  syn  aan  de 
betrekking 

Aa4-Bi  +  C<j  +  XK  +  i»  +  c*)  =  0. 


Tusschen  A,  B  en  C  moet  dus  de  betrekking 


• 

ABC 

ABC 

(o»  +  6»  +  c«) 

abc 

-  (Aa-f  B*-|-Cc) 

«6e 

A'B'C* 

•'.h'  d 

*0.  .2) 


beetaan. 
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De  ▼ergelgkingen  (1)  bepalen  derbalTe  aHe  regeloppérTlakken, 
waarop  de  gegeven  ruimtekromme  asymptotiBclie  Ign  en  teyeiiB 
strictielijn  is ,  mits  voor  A ,  B  en  C  functies  van  i  wotden 
gekozen  waar  tusschen  de  betrekking  (2)  bestaat. 

2.  Op  verscbillende  wgzen  kan  men  deze  uitkomst  in  een 
eenvoudiger  vorm  brengen.  Omdat  de  vergelijking  (2)  slechts 
ééne  betrekking  geeft  tusschen  de  functies  A:B  en  C:  B,  kan 
men  eene  betrekking  tusschen  deze  beide  willekeurig  aannemen. 

Kiest  men  daarvoor 

Aa+B6+Cc  =  0, 

waarvan  de  meetkundige  beteekenis  dadelgk  is  in  te  zien  , 
dan  gaat  de  vergelijking  (2) ,  wanneer  men  alleen  op  reëele 
oppervlakken  let ,  over  in : 

ABC 


B'       C' 


==0. 


De  regeloppervlakken ,  waarop  de  gegeven  ruimtekromme 
asymptotiscbe  lijn  en  tevens  strictielgn  is ,  worden  dus  ook 
bepaald  door  de  vergelijkingen  (1)  mits  voor  A,  B  en  O  func- 
ties   van   t   worden  genomen ,  waar  tusschen  de  betrekkingen 

Aa  +  B6  +  Cc  =  0, 

A  (6C' -  cBO  +  B (cA'  -  aC')  +  C(aB' -  6A0  =  0 
bestaan. 

Differentieert  men  de  eerste  dezer  vergelijkingen  naar  t  en 
elimineert  daarna  C  en  (j,  dan  verkrijgt  men 

c(aH6«+ca)(AB'-  A'B)  +  (A6~ Ba)f  A (ca'— ac')+B(c6'— 6cOI  =  0. 

flx  ,.  A        ^    ,     BA'  —  AB'      dP     ^ 

Stelt  men  •— -  =  P ,  dus zrr- =  -jr ,   dan  gaat  deze 

o  B'  at 

vergelijking  over  in 

c(a»+6H  ^)?+  (a-  6P){P(ca'— acO-f  (cfc'-fccOHO  .  8) 

Elke  integraal  dezer  differentiaalvergelgking  geeft  een  regel- 
oppervlak,    dat    aan    de   gestelde  voorwaarden    voldoet.     Is 
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P  =  A :  B   geyonden ,   dan   vindt  men   de  daarbg  behoorende 
ftmotie  C:B  nit  Aa  +  B&  +  Gc=0. 
De  yergelgking  (3)  ü  yan  den  yorm 

dP 

-^+aP^  +  /3P  +  7  =  0, 

waarin  er ,  /3  en  7  gegeven  funoties  yan  t  zgn.  De  bepaling 
yan  alle  regeloppervlakken,  die  door  de  gegeven  kromme  gaan 
en  aan  de  gegeven  voorwaarden  voldoen,  is  hiermee  terugge- 
bracht  tot   de   integratie   van  een  differentiaal?ergelgking  van 
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NIEUWE  OPGAVEN, 

(Deel  IX,  NO.  88-128.) 


Oplossingen  der  vraagstukken  1S^.  88 — 128  worden  vóór  1 
November  1904,  ingewacht  door  den  Bedacteur  Dr.  J.  de  Vribs, 
Maliebaan,  utrecht. 

De  oplossing  van  elk  vraagstuk  moet  op  een  afzonderlijk 
stuk  papier  geschreven ,  onderteekend  en  zoo  behandeld  worden , 
dat  het  niet  noodig  is,  haar  over  te  schrijven ^  wanneer  ze  ge- 
drukt wordt. 

Nieuwe  Opgaven  moeten  vergezeld  zijn  van  een  oplossing. 

N^.  88.  L^  16  b.  Van  een  ellips  zijn  OA  en  OB  de  halve  assen. 
Op  het  verlengde  van  OA  zet  men  een  stuk  AC  =  OB  uit  en  be- 
schrijft een  cirkel  met  00  als  middellijn.  Men  verbindt  nu  een 
willekeurig  punt  D  van  dien  cirkel  met  O  en  met  A.  Snijdt  DA  den 
cirkel  nog  in  E ,  dan  is  AE  de  lengte  van  de  halve  middellijn  der 
ellips,  die  langs  OD,  en  AD  de  lengte  van  de  halve  middelljjn, 
die  langs  OE  valt. 

Men  vraagt  een  meetkundig  bewijs  van  deze  constructie ,  welke 
door  den  Oostenrgkschen  generaal-majoor  von  Arbteb  in  „Mitthei- 
luDgen  über  Gegenstande  des  Artillerie-  und  Genie- Wesens", 
Jahrgang  1900,  S.  719,  is  medegedeeld.  (C.  van  Aller.) 

N^.  89.  KIe.  P  is  een  punt  van  den  om  driehoek  ABC  be- 
schreven cirkel.  Drie  rechten,  die  door  een  der  punten  van 
Bbocard  achtereenvolgens  met  AP,  BP,  CP  evenwijdig  loopen, 
snijden  de  zijden  CA,  AB,  BC  en  AB,  BC,  CA  in  de  coUineaire 
drietallen  A, ,  B, ,  Ci  en  A^,  B^,  C2,  terwijl  elke  der  rechten 
A,BiCi  en  AaBsC,  door  een  vast  punt  gaat.  Men  vraagt  dit  te 
bewijzen.  {Dr.  H.  van  AubeL) 

No.  90.  K  4.  Op  de  zijden  van  driehoek  A1A2A3  heeft  men 
buitenwaarts  de  vierkanten  AgAsBiC, ,  A3A1B2C2,  A,AaB3C3,  en 
daarna  op  BjCg ,  B3C, ,  B,Ca  buitenwaarts  de  vierkanten  BaCgDiE, , 
BjCjDaEj,  BiC2D3E3  beschreven.  Men  vraagt  den  driehoek  AiAaA, 
te  construeeren  als  de  middens  der  rechten  D^E,,  D3E, ,  D,E2 
gegeven  zijn.  {Dr.  H.  van  Auhel.) 


It 


N^  91.  K  8  a.  Ziin  I, ,  Iji  I3,  I4  en  i, ,  ij,  i,,  14  de  middel- 
punten der  vierkanten  welke  buitenwaarts  en  binnenwaarts  op 
de  zijden  van  een  vierhoek  A]A2A3A4  kunnen  beschreven  worden, 
dan  is 


-2    .    i~-r2    ,    ^-r2    ,    i-r2 


hh   +  I2Ü  +  13*1    +  Uh  =  A,Aa   +  A2A3   +  A,A4   +  A4A,  . 

(Dr.  H,  van  AiAel) 

N^.  92.  K  2  d.  Uit  een  punt  van  de  hyperbool  van  KtsfEET 
trekt  men  drie  rechten  achtereenvolgens  evenwijdig  m^t  de  zijden 
B,Ci,  G,A, ,  A,B,  van  den  eersten  driehoek  van  Bbocabd.  Te 
bewijzen  dat  deze  rechten  de  zijden  BC,  CA,  AB  van  den  oor- 
spronkelijken  driehoek  in  drie  collineaire  punten  snijden. 

{Dr.  H.  van  Auhel) 

W.  03.    B8.    Is  (X,  Y)  een  wortelstelsel  van  de  vergelijking 

en  (Y,  Z)  een  wortelstelsel  van 

w.Y»-2tt    YZ  +  tt  ,Z»  =  0, 

dan  voldoet  (X,  Z)  aan 

u  .Z»  — 2w    XZ  +  ii  ,X»  =  0, 
«i"  *i«i  «i'  ' 

mits  u  ,,  u     ,  M     ,  w  .,  u     ,  u  ,  de  waarden  voorttellen  welke 

de  tweede  afgeleiden  van  een  ternairen  vorm  tf,  waarvan  de 
discriminant  verdwijnt,  aannemen,  als  men  daarin  aan  de  ver- 
anderlijken waarden  geeft ,  die  de  eerste  afgeleiden  van  u  gelijk- 
tgdig  doen  verdwenen.    Men  vraagt  het  bewjjs.  {K.  Bes) 

I)^.  94.  M^  6  i.  Als  twee  vlakke  kubische  krommen  elkaar 
in  een  punt  O  aanraken,  dan  raken  alle  krommen  van  den  door 
hen  bepaalden  bundel  elkaar  in  O  aan.  Men  laat  den  bundel 
zoo  veranderen ,  dat  O  en  zes  der  overige  basispunten  op  hun 
plaats  blijven,  terwijl  de  gemeenschappelijke  raakljjn  om  O 
wentelt;  wat  is  de  meetkundige  plaats  van  het  bewegelijke 
basispunt.  {K.  Bes.) 

N^.  95.  K 14  d.  Zijn  twee  veelvlakken  naar  den  vorm  gegeven, 
en  is  de  som  hunner  oppervlakken  bekend,  dan  zal  de  som 
hunner  inhouden  een  minimum  worden,  als  de  inhouden  zich 
als  de  oppervlakken  verhouden.  (Stehïeb^b  Werke  II,  227). 
Men  vraagt  het  bewijs.  {Dr.  Z.  P.  Bonman) 


Ilï 

N^.  96.    O  6  g.    Tusschen  het  Hjnelement  di  van  een  asyinp- 
totische  lijn  op  een  pseudospherisch  oppervlak,  met  kromming 

—  — r,  en  het  l^nelement  ds'  van  haar  afbeelding  op  den  eenheids- 

P 
bol  bestaat  de  beirekking  ds  =  pds'.      {Dr.  Z.  F,  Bouman.) 

N°.  97.  O  5  i  3-  Vormen  de  kromtelijnen  van  een  oppervlak 
een  isothermisch  stelsel ,  dan  bestaat  tusschen  de  hoofdkromte- 
stralen p,  en  p2  de  betrekking 

du  V2(Pi~-P2)   ö^/        ^v  \pi((>a — Pi)    du/ 

{Dr.  Z.  P.  Bouman.) 

N^.  98.  0  4  c.  Op  een  ontwikkelbaar  oppervlak  neemt  men 
een  stelsel  van  geodetische  lijnen  en  hun  r^hthoekige  door- 
snijdingskrommen  als  parameterlijnen  v  =  const.  en  u  =  const. 
aan.  Men  vraagt  een  uitdrukking  voor  den  geodetischen  kromte- 
straal der  Ignen  u  =  const.  en  de  differentiaalvergelijking  der 
geodetische  l^nen.  {Dr.  Z.  P.  Bouman.) 

N^.  09.  KIe.  Bg  een  gegeven  driehoek  het  punt  te  bepalen, 
waarvoor  de  som  der  afstanden  tot  de  hoekpunten  maximum  of 
minimum  is ,  en  te  onderzoeken  of  het  mas^imum  of  minimum 
absoluut  of  relatief  is.  {J.  van  de  Griend  Jr.) 

N°.  100.  Kil  e.  Als  vier  cirkels  elkaar,  in  cyclische  volg- 
orde, twee  aan  twee  op  een  vyfden  cirkel.snijden ,  dan  liggen  hun 
tweede  snijpunten  ook  op  een  cirkel.    {J.  van  ie  Griend  Jr.) 

N^.  101.  K  11  6.  Ëen  van  stand  en  grootte  veranderende  cirkel 
N  snijdt  een  vasten  cirkel  M.  Waar  moet  het  momentane  uit- 
wendige gelijkvormigheidspunt  voor  twee  op  elkaar  volgende 
standen  van  N  liggen ,  zal  de  hoek  van  M  en  N  gedurende  het 
eerste  tjjdselement  constant  bljjven.       («7.  van  de  Griend  Jr.) 

]S^  102.  L^  17  a.  De  snijpunten  van  twee  parabolen  te  con- 
strueeren ,  waarvan  de  assen  evenwijdig  loopen ,  als  hun  brand- 
punten en  richtlynen  gegeven  zfjn.  (J.  A.  Kerkhoven.) 

NO.  103.    H  6  b.    Te  iritegreeren 

(«2— ^+^4— a?5)cï^l+(^3— ^4+^5— ^l)^^+(^4— «5+^1— ^2)^8+ 

+{Xi-x^+X2—x^dx^+{x^—x^+x^—x^dx^=^0. 

(Forsyth,  Theory  of  differential  equations,  I,  171.) 

(  W.  Mantel) 


" 


IV 

No.  104.  O  4  h.  Bepaal  de  algemeene  vergelijking  der  regel- 
vlakken,  welke  een  gegeven  rechte  tot  richtlijn  hebben,  terwijl 
het  raakvlak  in  elk  punt  van  die  richtlijn  een  gegeven  hoek 
maakt  met  het  asymptotische  vlak  door  de  beschrijvende  Ign, 
die  in  dat  punt  de  richtlijn  ontmoet.  (TT.  Mantel) 

N^.  105.  O  4  h.  Gegeven  zijn  een  cirkel  en  een  rechte ,  die 
hem  snijdt  en  loodrecht  op  zgn  vlak  staat.  Men  vraagt  naar 
de  vergelijking  van  een  regelvlak,  dat  deze  rechte  tot  richtlijn 
en  den  cirkel  tot  intrekkingslijn  heeft.  (W,  Mantel.) 

N^.  106.  K  8  O.  Om  een  gegeven  cirkel  een  vierzijde  te  be- 
schrijven ,  waarvan  de  middens  der  drie  diagonalen  gegeven  zijn. 

{W.  Mantd.) 

N^  107.  K  6  d.  Van  een  veranderlijken  driehoek  ABC  bewegen 
de  hoekpunten  B  en  C  zich  langs  een  rechte  OX ,  het  hoekpunt  A 
langs  een  rechte  OY ,  loodrecht  op  OX ,  terwjjl  het  hoekpunt  B' 
der  hoogtelijn  uit  B  vast  ligt.  Men  vraagt  naar  de  meetkundige 
plaatsen  van  het  midden  van  AB,  het  voetpunt  C'  der  hoogtel^n 
uit  C  en  het  zwaartepunt;  verder  naar  de  omhullenden  van 
AB  en  CC'.  (J.  Neuberg) 

N^.  108.  0  8  a.  Een  gegeven  parabool  verplaatst  zich  zoo , 
dat  ze  steeds  door  een  gegeven  punt  P  gaat ,  terwijl  haar  brand- 
punt F  de  rechte  PF  doorloopt.  Men  vraagt  de  beide  pool- 
krommen  der  beweging  te  bepalen.  (/.  Neuberg,) 

N^.  109.  L^  17  e.  Men  beschouwt  het  stelsel  van  gelijkvormige 
ellipsen ,  die  een  gemeenschappelijken  top  A  hebben  en  door  een 
gegeven  punt  P  gaan.  Gevraagd  wordt  naar  de  meetkundige 
plaats  van  het  tegenpunt  A'  van  A  en  de  omhullende  der  raak- 
Ign  in  A'.  (J,  Neuberg) 

^^.  1 10.    Al  b.    Bewijs  de  identiteit 

X"  — w,  (x— 1)»  +  Wa(a?  — 2)».  ....  +  (  — l)"n„(a;— w)»  s  n!, 

waarin  x  een  willekeurig,  n  een  positief  geheel  getal  is,  terwijl  nk 
een  binomiaalcoëfficicnt  voorstelt.  {Dr.  Q.  Schouten.) 

N^.  lil.    C2d.     Druk,  voor  bestaanbare  waarden  van  x,  de 
integraal 

dx 


( 


r^Vx^    X 
in  bekende  functies  uit.  {Dr.  O.  Schouten.) 


W.    112.    C2d.    Rectificeer  den  boog  der  lemniscaat 

r2  =  a^C08  2e.  {Dr.  O.  Schouten.) 

N^.  113.  C  2  d.    Voor  bestaanbare  waarden  van  x  de  integraal 

ax-{-  b        dx 


ƒ 


«— l     Vx^—l 

in  bekende  functies  uit  te  drukken.  (Dr.  Q-,  Schouten.) 

N^  114.  K  18  b.  In  ieder  zijvlak  van  een  drievlakkenhoek 
trekt  men  door  het  hoekpunt  een  rechte  loodrecht  op  de  over- 
staande ribbe.  Aan  te  toonen,  dat  deze  rechten  in  eenzelfde 
vlak  liggen.  {t.  Schuh.) 

N^  115.  K  4.  Een  ongeliikz^digen  driehoek  te  construeeren , 
waarvan  gegeven  zijn  de  grondlijn  en  de  omtrek ,  als  men  weet 
dat  de  rechten  welke  de  aan  de  grondlijn  gelegen  buitenhoeken 
middendoor  deelen  (gerekend  van  de  hoekpunten  tot  aan  de  ver- 
lengde overstaande  zijden)  even  lang  zijn.         {Dr.  C.  Stolp.) 

N^.  116.  L' 14  a.  Men  beschouwt  een  driehoek,  die  door 
raaklijnen  van  een  gegeven  quadratisch  oppervlak  wordt  ge- 
vormd ,  en  construeert  nu  de  punten  P  die  met  de  hoekpunten 
van  dien  driehoek  door  raaklijnen  van  het  oppervlak  verbonden 
worden.  Bepaal  de  meetkundige  plaats  der  punten  in  de  onder- 
stelling dat  het  vlak  van  den  driehoek  en  een  der  hoekpunten 
of  een  der  zijden  vast  blijft.  {Dr.  H.  de  Vries.) 

N^.  117.  L' 14  a.  Als  alle  ribben  van  een  viervlak  een 
quadratisch  oppervlak  aanraken ,  gaan  de  verbindingslijnen  der 
op  overstaande  ribben  gelegen  raakpunten  door  één  punt  S. 
Bepaal  de  meetkundige  plaats  van  S  als  het  viervlak  op  dezelfde 
wijze  verandert  als  in  het  voorgaande  vraagstuk. 

{Dr.  H.  de  Vries.) 

N^.  118.  K  5.  Men  beschouwt  twee  driehoeken,  die  achter- 
eenvolgens tot  zijden  hebben  de  rechten  I  >  II ,  III  en  F,  ir,  IIF, 
en  verbindt  in  eiken  driehoek  de  middens  der  zijden  door  de 
rechten  1 ,  2 ,  3  en  1',  2',  3'.  Te  bewijzen  dat  de  drie  rech- 
ten die  de  punten  (I,  I')  (II,  IP)  (III,  IIP)  achtereenvolgens 
met  (1,  V)  (2,  2')  (3,  30  verbinden,  door  één  punt  gaan. 

{Dr.  H.  de   Vries.) 

W.  119.  K  18  e.  Gegeven  zijn  twee  driezijdige  pyramiden 
met  gemeenschappel^jken  top  T,  waarvan  de  gronddriehoeken 
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in  één  vlak  liggen.  Aan  elk  hoekpunt  van  den  eersten  grond- 
driehoek  wordt  een  hoekpunt  van  den  tweeden  toegevoegd. 
Brengt  men  door  elk  dier  punten  een  vlak  evenwijdig  met  het 
overstaande  zjjvlak,  dan  ontstaan  twee  nieuwe  driez^jdige  pyra- 
miden,  waarvan  de  opstaande  zijvlakken  in  paren  zijn  gerang- 
schikt. De  sn^jljjnen  dezer  drie  paren  bepalen  een  hyperboloïde , 
die  door  den  top  T  gaat.    Men  vraagt  het  bewijs. 

{Dr.  H.  de   Vries.) 

N^.  120.  L' 8  a.  Gegeven  een  quadratisch  oppervlak  0^  en 
twee  t.  o.  V.  0^  aan  elkaar  toegevoegde  rechten  g  en  g'.  Construeer 
een  rechte  h,  die  met  haar  toegevoegde  h*  en  de  rechten  g^  g' 
een  hyperboloïdisch  viertal  vormt.  {Dr.  U.  de  Vries.) 

N^  121.  4  2.  De  vergelijking  op  te  stellen  van  de  meetkun- 
dige plaats  der  rechten ,  die  vier  willekeurig  in  een  R4  aan- 
genomen vlakken  sojjden.  Uit  deze  vergelijking  af  te  leiden, 
dat  tot  deze  meetkundige  plaats  nog  elf  andere  vlakken  behooren , 
en  de  configuratie  der  bedoelde  15  vlakken  te  onderzoeken. 

{Dr.  H.  de  Vries.) 

N^.  122.  L^  6  b.  De  osculatiecirkels  van  een  kegelsnede  te 
construeeren ,  die  haar  in  een  gegeven  punt  snijden ,  in  het 
bijzonder  als  de  kegelsnede  een  parabool  is. 

{Dr.  H.  de   Vries.) 

W.  123.  M'  6  h.  Op  elke  rechte  door  het  punt  O  constru- 
eert men  de  punten  Qi  en  Q2  zoo,  dat  ze  drievoudige  elemen- 
ten zijn  van  een  kubische  involutie,  waarvan  de  snijpunten  der 
rechte  met  een  gegeven  kubische  kromme  een  groep  vormen. 
Bepaal  de  meetkundige  plaats  der  punten  Q. 

{Dr.  J.  de   Vries,) 

N^.  124.  M^  1  L  Gegeven  zjjn  een  kromme  van  den  n^^ 
graad ,  C",  en  een  punt  O.  Een  rechte  door  O  snijdt  C"  in  de 
punten  A*  (fe=l  tot  n).  Men  construeert  het  punt  Bjh^  dat 
door  Am  harmonisch  wordt  gescheiden  van  de  punten  A*  en 
A{.    Bepaal  ds  meetkundige  plaats  der  punten  B. 

{Dr.  J.  de   Vries.) 

N^.  125.  M^  1 1.  Men  beschouwt  het  stelsel  der  poolkegel- 
sneden  van  een  kromme  van  den  h^^^  graad  met  betrekking 
tot  alle  punten  van  haar  vlak.  Bepaal  de  meetkundige  plaat- 
sen der  middelpunten  der  tot  dit  stelsel  behoorende  gelijkzijdige 
hyperbolen  en  lijnenparen.  {Dr.  P.  Zeeman  Oz.) 
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N^.  126.  H'  1  h.  Men  beschouwt  de  quadratische  poolopper- 
vlakken  van  alle  punten  der  ruimte  naar  een  oppervlak  van  den 
^den  graad.  Bepaal  de  meetkundige  plaatsen  der  middelpunten 
der  tot  dit  stelsel  behoorende  gelijkzijdige  hyperboloïden  en 
ontaarde  figuren.  {Ür.  P.  Zeeman  Oz,) 

N^  127.  0  8  a.  Een  vlakke  figuur  beweegt  zich  zoo  in  haar 
vlak  dat  een  van  haar  punten  M  een  gegeven  kromme  van  den 
graad  n  en  de  klasse  m  doorloopt ,  terwijl  een  rechte  der  figuur , 
die  door  M  gaat,  om  een  vast  punt  draait.  Bepaal  den  graad 
der  beide  poolkrommen.  {Dr-  P.  Zeewan  Qz.) 

N^.  128.  K  13  e.  In  de  zijvlakken  van  viervlak  A,A2A3A4 
zijn  vier  punten  B;t  zoo  aangenomen  dat  de  rechten  hkQk  hyper- 
boloïdisch  liggen.  Men  construeert  in  elk  zijvlak  het  punt  Ck 
dat  met  B^t  isogonaal  verwant  is  met  betrekking  tot  de  zijden 
van  dien  driehoek.  Te  bewijzen,  dat  de  vier  'rechten  AkCt 
eveneens  hyperboloïdische  ligging  hebben. 

{Dr.  P.  Zeeman  Gz,) 
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WISKUNDIG  GENOOTSCHAP: 

Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven, 

TE  AMSTERDAM. 

1.  Men  vraagt  te  bepalen  de  betrekkingeii ,  die.tusschen 
de  coëfBcientoQ  der  algemeene  homogene  lineaire  differen- 
tiaal-vergelijking  moeten  bestaan,  opdat  deze  door  veran- 
dering van  onafhaukeiyk  veranderlijke  kunne  worden  herleid 
tot  een  soortgelijke  vergelijking  met  constante  coëfficiënten. 

Hierbij  te  raadplegen  Halphb^t,  ^Mémoire  sur  la  réduction 
des  équations  diiïérentielles  linéaires  aux  formes  intégrables." 
Mém.  prés  par  divers  savants  aV  Acad,  des  Sciences  del^Inst., 
T  28). 


M  =  00 


2.    Men   beschouwt   de   reeks    2  /ji(in)  e  ^.     Met   jLi^m)    is 

Mal 

op  de  gebruikelijke  wijze  een  functie  aangeduid,  die  in  de 
getallentheorie  voorkomt.  Splitst  men  namelijk  het  geheele 
getal  m  in  zijne  ondeelbare  factoren,  dan  is  yu(m)  =  O,  zoodra 
twee   of  meer   dier   factoren   aan    elkander   gelijk    zijn.     Zijn 


i)  Wij  vMtigen  er  de  aandacht  op,  dat  sedert  enkele  jaroa  de  ingezonden 
oploesingen  niet  meer  door  eene  andere  hind  dan  die  van  den  oplosser  belioeven 
geschreven  te  worden.  Wij  hopen ,  dat  de  we^aeming  van  deze  belemmerende 
bepaling  tot  vermeerdering  der  inzendingen  aanleiding  moge  geven. 


alle  factoren  verschillend,  daa  is  /«(m)  =  +  1»  wanueer  hua 
aantal  even,  en  pi{m)  =z — 1,  wanneer  hua  aantal  oneven  is; 
zoo  is  /u(l)  =  +  1 ,  /i(2)  =  —1 ,  /i(10)  =4-1,  /i(12)  =  O,  enz. 

De  bovenstaande  reeks  is  nu  voor  waarden  van  x  met 
positief  bestaanbaar  stuk  eene  functie  dezer  veranderlijke. 
Men  vraagt  deze  functie  te  onderzoeken  in  de  omgeving  van 
a;  =  0. 

3.    Ocvmagd  een  onderzoek  van  de  functie: 

O 

Met   de   ^functie   onder  het  integraalteeken  wordt  bedoeld: 

+  00 

2"  exp.  nix  (n  +  g^^  +  2m  (p  +  jr,)  (n  +  g.^). 


—  00 


4.  Voor  positieve  waarden  van  8  stellen  de  integralen 

/cosx<    -            r*  sino;^    , 
at   en    ƒ —  at 

o  o 

functies  van  rr  en  5  voor.  Men  vraagt  deze  functies  te 
onderzoeken  en  inzonderheid  aan  te  geven ,  of  zij  bij  negatieve 
waarden  van  a  blijven  bestaan. 

5.  Gegeven  eene  ruimtekromme  R"  van  den  n^  graad 
(/f>4)  en  het  geslacht  nul,  die  niet  op  een  kwadratisch 
oppervlak  ligt.  Gevraagd  de  meetkundige  plaats  van  het 
middelpunt  der  kwadratische  oppervlakken  door  negen  op* 
volgende  punten  der  kromme,  met  uitvoerige  behandeling  van 
het  eenvoudigste  geval  n  =  5. 

6.  In  een  ruimte  R13  van  dertien  afmetingen  zijn  15  pun- 
ten Pjt,  (A;  =  1,2, .  .  . ,  15)  willekeurig  en  dus  zoo  aange- 
nomen, dat  er  geen  14  dezer  punten  in  eene  ruimte  B12 
liggen.  Men  bepaalt  de  (IS)^  =  455  punten  Phm,  die  de 
sngpunten  vormen  van  de  vlakken  Ykim  door  drie  punten 
Pi,  P{,  Pm  uit  deze  15  met  de  ruimten  R,,  door  de  12  telkens 
overblijvende.  Vijf  dezer  punten ,  die  gezamenlijk  de  15 
indices  dragen  en  daarom  vormen  wat  wij  een  „volledig  vgftal" 
noemen,    liggen    steeds    in    een    driedimensionale  ruimte  Ba. 


Gevraagd  of  —  en  zoo  ja  op  hoeveel  verechillende  wijzen  — 
het  mogelijk  is  91  dier  ruimten  to  vinden,  die  gezamenlijk 
door  de  455  punten  Phhi  gaan  zonder  dat  twee  dier  ruimten 
een  punt  met  elkaar  gemeen  hebben. 

Of,  ontdaan  van  de  meetkundige  inkleediug:  Een  aantal 
van  455  voorwerpen  Pkim  zijn  van  elkander  onderscheiden 
door  dat  elk  drie  ongelijke  aanwijzers  A;,  2,  m  draagt,  die  van 
1  tot  15  opklimmen.  Elke  groep  van  vijf  dezer  voorwerpen ,  die 

als  Pi,  2,  3,  P4,  5,  6,  P7,  8.9,  Pio,ii,  12,  P18, 14,16  gezamenlijk  de 
15  aanwijzers  vertoonen,  heet  een  ,,  volledige  groep".  Gevraagd, 
of  het  mogelijk  is  (en  zoo  ja  op  hoeveel  wijzen)  deze  455 
voorwerpen  zoo  in  91  volledige  groepen  te  rangschikken,  dat 
bij  geen  paar  dezer  groepen  twee  paren  van  voorwerpen  met 
hetzelfde  zestal  aanwijzers  voorkomen. 

(Dit  vraagstuk  is  een  bijzonder  geval  van  een  meer  alge- 
meen vraagstuk,  waarbij  men  van  mn  willekeurige  punten 
in  de  ruimte  Bmn-s  uitgaat.  Hier  is  m  =  5,  n  =  3  genomen; 
voor  m  =  3,  n  =  2  treedt  het  bijzondere  geval  der  configu- 
ratie van  Seqre  op.  Uitbreidingen  liggen  dus  voor  de  hand 
en  zullen  bij  de  beoordeeling  in  aanmerking  komen.  Men 
vergelijke:   Verslag  Kon.  Akad.  v.   Wet.  ^  Nov.  1901,  p.  329). 

7.  Men  beschouwt  twee  in  verschillende  vlakken  gelegen 
stralenbundels ,  waartusschen  eene  verwantschap  (m,  ft)  bestaat. 
Gevraagd  wordt  een  onderzoek  van  het  stralencomplex ,  gevormd 
door  de  rechten ,  welke  elk  op  twee  overeenkomstige  stralen 
der  gegeven  bundels  rusten. 

8.  Met  den  naam  „pan-algebraïsche*'  krommen  bestempelt 
GiNO  LoBiA  {Spezielle  algebraïsche  und  transcendente  ebene 
Kurvenj  Teubner,  1902,  blz.  724)  de  integraalkrommen  van 
eene  difPerentiaalvergelijking  der  eerste  orde  van  den  vorm : 


^:/.(-.y)&P=0. 


r  =  o  ^dx 


waar  fr  (x>  y)  eene  geheele  stelkundige  functie  voorstelt.  Tot 
de  hierdoor  aangewezen  groep  behooren ,  behalve  de  algebraïsche 
krommen ,  nagenoeg  alle  bekende  transcendente  krommen* 

Men  vraagt  transformaties  op  te  sporen  en  te  onderzoeken, 
die  eene  pan-algebraïsche  kromme  in  eene  kromme  omzetten , 
welke  wederom  pan-algebraïsch  is. 


9.  De  groepen  van  eene  straleninTolutie  van  den  graad  m 
zijn  projectief  toegevoegd  aan  de  groepen  van  eene ,  in  het- 
zelfde Tlak  gelegen ,  straleninvolutie  van  den  graad  n.  Men 
vraagt  een  onderzoek  der  kromme,  welke  gevormd  wordt  door 
de  snijpunten  van  overeenkomstige  stralengroepen. 

10.  Een  onveranderlijk  lichaam  beweegt  zich  zoodanig  dat 
het  vrijheid  van  den  vierden  graad  bezit.  Alsdan  vormen  de 
Bchroefaesen  om  welke  het  zich  bewegen  kan ,  een  complex  van 
den  tweeden  graad,  welks  singulier  oppervlak  eene  cjlin- 
droïde  is.  Dit  complex  bevat  oc^  congruenties  (3,2) ,  die  de 
assen  voorstellen ,  om  welke  een  lichaam  met  vrijheid  van  den 
derden  graad  zich  bewegen  kan.  Zij  laten  zich  door  de  methode 
van  Caporali  afbeelden  als  oppervlakken  van  den  vierden  graad 
(F^)  met  dubbelkegelsnede ,  die  met  elkander  de  dubbele  kegel- 
snede,  de  enkelvoudige  kegeisnede  en  een  rechte  lijn,  die  beide 
snijdt ,  gemeen  hebben.  Door  deze  basiskromme  worden  evenwel 
de  00^  oppervlakken  F^  onvoldoende  bepaald.  Men  verlangt:  1^.  de 
bepaling  der  aanvullende  voorwaaiden,  die  het  stelsel  oppervlakken 
F^  bepalen  ;  2^.  eene  beschouwing  van  verschillende  enkelvoudig 
en  tweevoudig  oneindige  stelsels  oppervlakken  F^,  die  onder 
de  <x^  oppervlakken  kunnen  voorkomen ;  3^.  de  verklaring  der 
beteekenis,  die  deze  bepalende  elementen,  zoowel  als  de  gevon- 
den stelsels ,  voor  de  beweging  van  het  lichaam  hebben. 

(Zie  omtrent  een  en  ander  de  verhandeling  yan  Prof.  J. 
Cardinaal,  Archives  Néerlandaises j  Série  II,  T  VI  (1901), 
p.  117-^126). 

11.  Eene  rechte  a  beweegt  zich  zoodanig,  dat  vier  harer 
punten  in  onveranderlijke  platte  vlakken  blijven.  Deze  bewe- 
ging is  o.  a.  onderzocht  door  Mannheim  ,  Halphek,  Schöx- 
FLIES;  uit  dit  onderzoek  blijkt,  dat  a  een  regelvlak  yan  den 
vierden  graad  beschrijft.  Men  verlangt  een  nauwkeurig  onder- 
zoek naar  den  aard  van  dit  regelvlak ,  de  plaats  die  het  in 
eene  bekende  classificatie  inneemt,  zijne  veelvoudige  kromme,  enz. 

(Vergelijk  Schoenflies  ,  Geometrie  der  Betcegung^  Teubner, 
(1886)  p.  185  en  volg.;  Mannheim,  Geometrie  cinimatique^ 
Gauthier-Villars  (1894),  p,  169  en  volg.) 

12.  Op  een  horizontaal  vlak  is  een  zware  homogene  halve 
bol  geplaatst  met  het  ronde  oppervlak  naar  beneden.    Op  het 


platte  bovenvlak  van  dezen  eersten  balven  bol  rust  een  tweede 
dergelgke ,  echter  met  een  anderen  straal  beschreven ,  even- 
zeer met  hot  ronde  oppervlak  naar  beneden.  Men  vraagt  de 
kleine  schommelingen  na  te  gaan  van  dezen  toestel  om  den 
evenwichtsstand ,  wanneer  het  aanrakingspunt  van  den  tweeden 
halven  bol  met  het  bovenvlak  van  den  eersten  zich  in  de 
nabijheid  bevindt  van  het  middelpunt  van  dit  bovenvlak  en 
alle  oppervlakken  ruw  genoeg  zijn  om  glijding  te  beletten. 

Deze  prijsvraag  werd  in  1898  opgelost  voor  het  geval  dat  de 
halve  bollen  geene  of  althans  slechts  eene  geringe  aanvanke- 
Igke  spinnende  beweging  om  de  stralen  der  aanrakiogspanten 
bezitten.  (Zie  Nieuw  Archief ^  tweede  reeks,  deel  lY  (1900), 
p.  205). 

Men  vraagt  thans  eene  oplossing,  waarbij  aangenomen  wordt 
dat  eene  zoodanige  spinnende  beweging  met  eindige  rotatie- 
snelheid aanwezig  is. 

13.  In  zijne  dissertatie  „Het  beginsel  vnn  Huygens"  geeft 
Dr.  D.  P.  Moll  (zie  p.  50)  eene  defioitie  van  hetgeen  hij 
verstaat  onder  een  phase- oppervlak.  Zulk  een  phase- oppervlak 
gaande  door  een  punt  A ,  zal  in  het  algemeen  in  den  loop  van 
den  tijd  veranderen  (zie  p.  133). 

Men  vraagt  voor  één  of  meer  bijzondere  gevallen  de  bestu- 
deering van  do  verandering,  welke  een  phase-oppervlak, 
waarop  een  gegeven  punt  gelegen  is,  ondergaat. 

14.  Met  behulp  van  de  vergelijkingen  der  electromagnetische 
lichttheorie  de  lichtbe  weging  te  onderzoeken  in  een  homogeen 
niet  geleidend  medium ,  dat  de  eigenschappen  van  een  éénassig 
kristal  heeft  en  zich  naar  alle  zijden  tot  in  het  oneindige  uit- 
strekt, hetzij  voor  het  geval  dat  eene  aanvankelijke  tot  de 
ruimte  binnen  een  gesloten  oppervlak  beperkte  evenwichtsvor- 
storing  gegeven  is ,  hetzij  voor  het  geval  dat  in  eene  zeer 
kleine  ruimte  voortdurend  eene  gegevene  electromotorische  kracht 
werkt,  die  eene  enkelvoudig  periodieke  functie  van  den  tijd 
is*     Yan  de  kleurschifting  mag  worden  afgezien. 

15.  Yerschillende  natuurkundigen  (zie  bijv.  Lecuer,  Eine 
Studie  über  electrische  Besonanzerscheivutigen,  Wied.  Ann.y 
deel  4J ,  bladz.  850  en  Cühx  ,  Ueber  die  Ausbreitung  electri- 
scher   Schwingutigen   im    Wasser^   Wied.    Ann,^   deel  45,  bldz. 
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370)  hebben  proeven  genomen  oyer  de  voortplanting  van 
electrische  golven  langs  twee  evenwijdige  metaaldraden ,  een 
verecfagnnel  waarvan  de  theorie  zeer  eenvoudig  ia,  zoo  men 
de  draden  als  volkomen  geleidend  beschouwt  en  onderstelt 
dat  de  geheele  omringende  ruimte  met  een  enkel  homogeen 
diëlectricum  gevuld  is.  Er  is  dan  een  bowegingstoestand 
mogelijk,  waarbij  de  golffronten  loodrecht  op  do  draden  staan 
en  de  electrische  krachtlijnen  in  de  golifronten  van  den  ecncn 
draad  naar  den  anderen  loopen.  De  voortplantingssnelheid 
heeft  de  bekende  van  de  diêlectrieche  constante  afhankelijke 
waarde. 

Bij  de  proeven  met  vloeistoffen  waren  deze  besloten  in 
eene  de  draden  omringende  cylindrische  of  prismatische  ruimte 
met  de  beschrijvende  lijnen  evenwijdig  aan  de  draden-, 
zoodra  nu  echter  do  afstanden  der  punten  van  het  cylinder- 
oppervlak  tot  de  draden  niet  zeer  groot  zijn  in  vergelijking  met 
den  afstand  a  dezer  laatste  onderling,  zullen  eenige  kracht- 
lijnen buiten  den  cylinder  treden  en  zal  dus  de  voort plantiog 
ten  deele  in  de  omringende  lucht  plaats  hebben. 

Met   het   oog  hierop  wordt  het  volgende  vraagstuk  gesteld: 

Een  vloeibaar  diëlectricum  is  door  een  horizontaal  vlak  van 
de  lucht  gescheiden  ;  het  strekt  zich  naar  beneden  en  in  alle 
horizontale  richtingen  tot  in  het  oneindige  uit.  De  twee  draden 
liggen  in  een  horizontaal  vlak  op  eindige  diepte  h  beneden 
den  vloeistofspiegel.  Hoe  groot  is  thans  de  snelheid,  waar- 
mede zich  electrische  trillingen  langs  de  draden  kunnen  voort- 
planten ? 

Ook  eene  benaderde  oplossing,  eene  zoodadige  bgv.  waarbij 
h  aanmerkelijk  grooter  dan  a  ondersteld  wordt  en  termen 
met  de  tweede  en  hoogeie  machten  van  afh  worden  verwaar- 
loosd, kan  voor  bekroning  in  aanmerking  komen. 


A.lle  beoefenaren  der  Wiskunde  worden  door  het  Bestuur 
uitgenoodigd  y  om  hunne  oplossingen  van  een  of  meer  dezer 
Vraagstukken  vóór  den  eersten  December  1903 ,  vrachtvnj 
aan  ondergeteekende ,  wonende  te  Amsterdam,  Yondeletraat 
104/,  in  te  zenden;  terwijl  in  het  bijzonder  de  Leden  van  het 
Genootschap  uitgenoodigd  worden,  gelijke  inzendingen  te  doen 


van  zoodanige  Yraagstukkeu ,  als  hun  geschikt  raoohten  yoor- 
komen,  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te  worden  opgegeven. 
De  verdere  formaliteiten ,  bij  deze  inzendingen  in  acht  te  nemen, 
en  de  voorwaarden  van  prijsuitloving  zijn: 

P.  De  in  te  zenden  stukken  moeten,  liefst  in  de  Neder- 
landsche  taal,  duidelijk  gesteld  en  mot  eene  gemakkelijk 
leesbare  hand  geschreven  zijn;  terwijl  do  oplossing  van  elk 
vraagstuk  een  afzonderlijk  geschrift  moet  uitmaken,  waarvan 
de  bladen  slechts  aan  ééne  zijde  beschreven  zijn. 

2^^.  De  oplossingen  van  de  voorgestelde  vragen,  en  de 
voorstellen,  bestemd  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te 
worden  opgegeven,  moeten  bij  de  inzending  vergezeld  gaan 
van  een  verzegeld  briefje,  waarin  de  naam  on  het  adres  des 
inzenders  vermeld  wordt,  en  dat  tot  opschrift  heefc  eene 
spreuk ,  waarmode  elke  oplossing ,  of  elk  opgegeven  voorstel , 
bij  dat  naambrieQe  behoorende ,  zal  moeten  onderteekend  zijn. 

Is  een  opgegeven  vraagstuk  niet  oorspronkelijk,  maar  door 
den  inzender  uit  eenig  binnen-  of  buitenlandsch  geschrift 
overgenomen ,  dan  moet  zulks  bij  de  opgave  aangewezen 
worden. 

3^.  Bij  de  oplossingen  moeten  in  alles  gevolgd  worden  de 
bepalingen  en  omschrijvingeu,  welke  het  Bestuur  noodig 
geoordeeld  heeft  bij  sommige  der  opgegeven  vraagstukken  te 
voegen;  behoudens  nochtans  de  bevoegdheid  der  oplossers, 
om  zoodanige  andere  oplossingen,  gevolgtrekkingen,  aanmer- 
kingen en  leeringen ,  welke  het  Bestuur  niet  gevraagd  mocht 
hebben,  er  bij  te  voegen,  als  hun  in  den  loop  hunner 
beschouwingen  voor  den  geest  komen.  Zulke  bijvoegingen 
zullen,  indien  z|j  eenige  verdiensten  bezitten,  bij  de  beoordee- 
ling gunstig  in  aanmerking  genomen  worden. 

40.  De  uitslag  van  de  beoordeeling  der  oplossingen  en 
opgaven ,  die  volgens  dit  Programma  worden  ingezonden  ,  zal 
op  de  Algemeene  Vergadering  van  het  jaar  1904  den  leden 
en  daarna  algemeen  worden  bekend  gemaakt ;  terwijl  in  die 
Vergadering  de  uaambrieQes,  tot  goedgekeurde  stukken  be- 
hoorende ,  geopend  en  voorgelezen ,  doch  de  overige  ongeopend 
verbrand  zullen  worden.     Voor  zoo  verre  er  onder  de  stukken, 


die  tot  een  zelfde  naambrieQe  behooren,  eenige  voldoende  en 
andere  onvoldoende  bevonden  moohten  zijn,  zal  van  de  laatste 
volstrekt  geeno  melding  gemaakt  worden ;  het  Bestuur  verbindt 
zich  daaromtrent  de  stipste  geheimhouding  in  acht  te  nemen. 
De  inzender  van  de  onvoldoend  gekeurde  stukken  zal  echter 
op  zijne  aanvrage,  bij  den  ondergeteekende,  gedurende  één 
maand  na  die  Algemeene  Vergadering,  een  uittreksel  uit  het 
rapport  der  beoordeeling,  voor  zooveel  die  afkeuring  betreft, 
kunnen  bekomen 

5^.  De  bekroonde  oplossingen  kunnen  in  het  Nieuw  Archief 
VOOR  Wiskunde  worden  opgenomen. 

6^.  Ieder  lid ,  die  tien  der  voornoemde  prgsvragen  in 
het  zelfde  jaar,  of  in  verschillende  jaren ,  voldoende  beant- 
woordt, verwerft  daardoor  den  rang  van  Lid  van  Ver- 
dienste, en  zal  als  zoodanig  ter  Algemeene  Vergadering 
geproclameerd  worden,  dadelijk  nadat,  bij  het  openen  van  het 
naambriefje,  zijn  naam  zal  zijn   bekend  geworden. 

Amsterdam,  Op  last  van  het  bestuur. 

December  1902.  D.  J.  KORTEWEG. 
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PROGRAMMA») 

VAN 

JAARLUKSCHE  PRIJSVRAGEN , 

VOOR  HBT  JAAR   1904, 

TER  BEANTWOORDING  UITGESCHREVEN 

DOOR  HET 

WISKUNDIG  GENOOTSCHAP  i 

Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven, 

TE  AMSTERDAM. 

1.  Men  vraagt  te  bepalen  de  betrekkingen,  die  tnsseben 
de  coëfficiënten  der  algemeene  homogene  lineaire  diSeren- 
tiaal-vergelgking  moeten  bestaan,  opdat  deze  door  veran- 
dering van  onafhankelijk  veranderlijke  kunne  worden  herleid 
tot  eene  soortgelijke  vergelijking  met  constante  coëfficiënten. 

Hierbij  te  raadplegen  Halphen,  „Mémoire  sur  la  réduction 
des  équations  difiorentielles  linéaires  aux  formes  intégrables.'^ 
Mém,  prés.  par  divers  savants  a  VAcad.  des  Sciences  de  V  Inst^ 
T  28). 

m  =  aD 

2.  Men    beschouwt   de   reeks    2  ti{m)er^.      Met  /u(m)    is 

op  de  gebruikelijke  wijze  eene  functie  aangeduid,  die  in  de 
getallentheorie  voorkomt.  Splitst  men  namelijk  het  geheele 
getal  m  in  zijne  ondeelbare  factoren ,  dan  is  ^{m)  =  O ,  zoodra 
twee   of  Hi«er   dier   factoren   aan   elkander   geljjk  z^'n.    Zijn 


1)  Wij  vestigen  er  de  aandacht  op,  dat  sedert  enkele  jaren  de  iogezonden 
oplossingen  niet  meer  door  eene  andere  hand  dan  die  van  den  oplosser  behoeven 
geschreven  te  worden.  Wij  hopen,  dat  de  wegneming  van  deze  belemmerende 
bepaling  tot  vermeerdering  der  inzendingen  aanleiding  mag  geven. 


alle  factoren  verschillend ,  dan  is  /u(m)  z=  4.  1 ,  wanneer  hun 
aantal  even ,  en  /i{m)  =  -- 1 ,  wanneer  hun  aantal  oneven  is ; 
zoo  is  /u(l)  =  +  1,  iu(2)  =  -1 ,  A4(10)  =  +1,  /ti{12)  =  O,  enz. 

De  bovenstaande  reeks  is  nu  voor  waarden  van  x  met 
positief  bestaanbaar  stuk  eene  functie  dezer  veranderlijke. 
Men  vraagt  deze  functie  te  onderzoeken  in  de  omgeving  van 
x=0. 

*^»  cos  xO 

(/fc2  + 1  —  2fe  cos  ey 

o 
functie  van  s  en  van  x  te  onderzoeken. 


4.  De  raaklijnen  eener  kegelsnede  zijn  gerangschikt  in  de 
groepen  eener  involutie  van  den  graad  n.  Men  vraagt  een 
onderzoek  naar  de  eigenschappen  der  kromme,  welke  de  onder- 
linge snijpunten  van  de  rechten  eener  groep  bevat.  Daarbij 
vooral  te  letten  op  de  bijzonderheden,  die  zich  voordoen  als 
de  involutie  groepen  met  meer  dan  één  Hubbelelement  of  andere 
niet  in  eene  algemeene  involutie  voorkomende  bijzonderheden 
bevat. 

5.  Wat  beschrijft  het  middelpunt  van  de  poolkegelsnee 
van  eene  gegevene  kromme  met  betrekking  tot  een  punt 
van  deze  kromme,  als  dit  punt  de  kromme  doorloopt? 

Men  verlangt  de  Plücker'sche  getallen  der  meetkundige 
plaats  in  die  der  gegevene  kromme  uitgedrukt  te  zien. 

6.  In  eene  ruimte  R,3  van  dertien  afmetingen  zijn  15  pun- 
ten P*,  (A  =  1, 2, . . . ,  15)  willekeurig  en  dus  zoo  aange- 
nomen, dat  er  geen  14  dezer  punten  in  eene  ruimte  K,, 
liggen.  Men  bepaalt  de  (15)3  =  455  punten  Pümt  die  de 
snijpunten  vormen  van  de  vlakken  Yjtim  door  drie  punten 
Pa,  P{,  Pm  uit  deze  15  met  de  ruimten  Rn  door  de  12  telkens 
overblijvende.  Ygf  dezer  punten,  die  gezamenlijk  de  15 
indices  dragen  en  daarom  vormen  wat  wij  een  „volledig  vgftal" 
noemen,  liggen  steeds  in  eene  driedimensionale  ruimte  R3. 
Gevraagd  of  —  en  zoo  ja  op  hoeveel  verschillende  wijzen  — 
het  mogelijk  is  91  dier  ruimten  te  vinden,  die  gezamenlgk 
door  de  455  punten  Pkim  gaan  zonder  dat  twee  dier  ruimten 
een  punt  met  elkaar  gemeen  hebbeu. 

Of,  ontdaan  van  de  meetkundige  inkleeding:  Een  aantal 
van    455    voorwerpen    Ptim   zijn    van    elkander  onderscheiden 


door  dat  elk  drie  ongelijke  aanwijzers  k,  Ij  m  draagt,  die-van 
1  tot  15  opklimmen.  Elke  groep  van  vijf  dezer  voorwerpen ,  die 
als  Pi,  9.  s,  P4,  6,  «,  P7,  8,  9>  Pio,  n,  12,  P18.  u,  16  gezamenlijk  de 
15  aanwijzers  vertoonen,  heet  een  „volledige  groep".  Gevraagd 
of  het  mogelijk  is  (en  zoo  ja  op  hoeveel  wijzen)  deze  455 
voorwerpen  zoo  in  91  volledige  groepen  te  rangschikken,  dat 
by  geen  paar  dezer  groepen  twee  paren  van  voorwerpen  met 
betzelfde  zestal  aanwijzers  voorkomen. 

(Dit  vraagstuk  is  een  bijzonder  geval  van  een  meer  alge- 
meea  vraagstuk,  waarbij  men  van  mn  willekeurige  punten 
in  de  ruimte  R«m-3  uitgaat.  Hier  is  m  -=  5,  ra  =  3  genomen; 
voor  m  =  3 ,  «  =  2  treedt  het  bijzondere  geval  der  configu- 
ratie van  Segre  op.  Uitbreidingen  liggen  dus  voor  do  hand 
en  zullen  bij  de  beoordeeling  in  aanmerking  komen.  Men 
vergelijke:    Verslag  Kon.  Akad.  v.   WetyNoY.  1901,  p.  329). 

7.  Men  beschouwt  twee  in  verschillende  vlakken  gelegen 
stralenbundels,  waartusschen  eene  verwantschap  (m.  n)  bestaat. 
Gevraagd  wordt  een  onderzoek  van  het  stralencomplex ,  gevormd 
door  de  rechten,  wolke  elk  op  twee  overeenkomstige  stralen 
der  gegeven  bundels  rusten. 

8.  Met  den  naam  „pan-algebraïsche"  krommen  bestempelt 
GiNO  LoRiA  (Spezielle  algebraïsche  und  trancendente  ebene 
KurveHy  Teubner,  1902,  blz.  724)  de  integraalkrommen  van 
eene  differentiaalvergelijking  der  eerste  orde  van  den  vorm : 

waar  fr  (x ,  y)  eene  geheele  stelkundige  functie  voorstelt.  Tot 
de  hierdoor  aangewezen  groep  behooren ,  behalve  de  algebraïsche 
krommen,   nagenoeg  alle  bekende  transcendente  krommen. 

Men  vraagt  transformaties  op  te  sporen  en  te  onderzoeken, 
die  eene  pan-algebraïsche  kromme  in  eene  kromme  omzetten, 
welke  weder  pan-algebraïsch  is. 

9.  De  groepen  van  eene  straleninvolutie  van  den  graad  m 
zijn  projectief  toegevoegd  aan  de  groepen  van  eene,  in  het- 
zelfde vlak  gelegen,  straleninvolutie  van  den  graad  n.  Men 
vraagt  een  onderzoek  der  kromme,  welke  gevormd  wordt  door 
de  snijpunten  van  overeenkomstige  stralengroepen. 

10.  .  Aan  te  geven ,    welke  verschillende  soorten  van  meet- 


kundige  plaatsen  en  omhullenden  Tan  punten ,  lijnen ,  vlakken 
en  ruimten  met  drie  afmetingen  in  de  ruimte  met  vier  afme- 
tingen denkbaar  zijn  en  de  eenvoudigste  van  deze  in  haar 
ontstaan  en  eigenschappen  te  schotsen. 

(Men    vergelijke  o.a.  de  verhandeling  van  G.  Vbronese  in 
het  19^  deel  der  Matk.  Annalen). 

11.  Een  onveranderlgk  lichaam  beweegt  zich  zoodanig  dat 
het  vrijheid  van  den  vierden  graad  bezit.  Alsdan  vormen  de 
schroefassen  om  welke  het  zich  bewegen  kan ,  een  complex  van 
den  tweeden  graad,  welks  singulier  oppervlak  eene  cylin- 
droïde  is.  Dit  complex  bevat  oo^  congruenties  (3,2),  die  de 
assen  voorstellen ,  om  welke  een  lichaam  met  vrijheid  van  den 
derden  graad  zich  bewegen  kan.  Zij  laten  zich  door  de  methode 
van  Caporali  afbeelden  als  oo'  oppervlakken  van  den  vierden 
graad  (F^)  met  dubbelkegelsnede ,  die  met  elkander  de  dubbel- 
kegelsnede,  de  enkelvoudige  kegelsnede  en  eene  rechte  Ign,  die 
beide  snijdt,  gemeen  hebben.  Men  verlangt:  1^.  eene  beschou- 
wing van  verschillende  enkelvoudig  en  tweevoudig  oneindige 
stelsels  oppervlakken  F\  die  onder  de  oo^  oppervlakken  kunnen 
voorkomen  ;  2^.  de  verklaring  der  beteekenis ,  die  de  gevonden 
stelsels  voor  de  beweging  van  het  lichaam  hebben. 

(Zie  omtrent  een  en  ander  de  verhandeling  van  Prof.  J. 
Cardinaal,  Archives  Néerlandaises^  Série  II,  T  VI  (1901), 
p.  117—126). 

12.  Eene  rechte  a  beweegt  zich  zoodanig,  dat  vier  harer 
punten  in  onveranderlijke  platte  vlakken  blgven.  Deze  bewe- 
ging is  o.  a.  onderzocht  door  Mankheik,  Halphbn,  8ghön- 
FLiEs;  uit  dit  onderzoek  blijkt,  dat  a  een  regelvlak  van  den 
vierden  graad  beschrijft.  Men  verlangt  een  nauwkeurig  onder- 
zoek naar  den  aard  van  dit  regelvlak,  de  plaats  die  het  in 
eene  bekende  classificatie  inneemt,  zijne  veelvoudige  kromme,  enz. 

(Vergelijk  Schoenflies,  Geometrie  derBewegun^,  Teubner, 
(1886)  p.  185  en  volg.;  Mannheim,  Geometrie  cinémaHquey 
Qauthier-Villars  (1894),  p.  169  en  volg.). 

18.  Op  een  horizontaal  vlak  is  een  zware  homogene  halve 
bol  geplaatst  met  het  ronde  oppervlak  naar  beneden.  Op  het 
platte  boven  vlak  van  dezen  eersten  halven  bol  rust  een  tweede 
dergelijke,   echter  met  een  anderen  Btraal  beschreven,  even- 


zeer  met  het  ronde  oppervak  naar  beneden.  Men  vraagt  de 
kleine  schommelingen  na  te  gaan  van  dezen  toestel  om  den 
even  wichtsstand ,  wanneer  het  aanrakingspunt  van  den  tweeden 
halven  bol  met  het  bovenvlak  van  den  eersten  zich  in  de 
nabgheid  bevindt  van  het  middelpunt  van  dit  bovenvlak  en 
alle  oppervlakken  ruw  genoeg  zijn  om  glijding  te  beletten. 

Deze  prijsvraag  werd  in  1898  opgelost  voor  het  geval  dat  de 
halve  bollen  geene  of  althans  slechts  eene  geringe  aanvanke- 
lijke spinnende  beweging  om  de  stralen  der  aanrakingspunten 
bezitten.  (Zie  Nieuw  Archief^  tweede  reeks,  deel  lY  (1900), 
p.  205). 

Men  vraagt  thans  eene  oplossing ,  waarbij  aangenomen  wordt 
dat  eene  zoodanige  spinnende  beweging  met  eindige  rotatie- 
snelheid aanwezig  is,  hetzij  bij  beide  halve  bollen,  hetzij  bij 
één  van  beiden. 

14.  Men  verlangt  een  onderzoek  naar  de  beweging  eener 
onbegrensde  onsamendrukbare  vloeistof  met  wrjj ving,  in  welke 
een  bolvormig  lichaam  zich  met  standvastige  snelheid  a  voort- 
beweegt; de  vloeistof  wordt  ondersteld  niet  langs  het  lichaam 
te  gig  den. 

Men  wenscht  daarbij  in  de  eerste  plaats  uitgemaakt  te  zien, 
hetzij  door  eene  algemeene  beschouwing,  hetzij,  zoo  dit  mid- 
del tot  het  doel  kan  leiden ,  met  behulp  van  reeksontwikke- 
lingen naar  de  opklimmende  machten  van  a,  waarbij  slechts 
een  beperkt  aantal  termen  in  aanmerking  wordt  genomen ,  of 
inderdaad,  zooals  Eorteweg  verwachtte  (Phil.  Magazine (5), 
vol  16,  p.  118,  1883),  geen  stationaire  toestand  kan  worden 
gevonden,  zoodra  men  de  tweede  en  hoogere  machten  der 
snelheden  in  rekening  brengt.  Mocht  zulk  een  toestand  wel 
mogelgk  blijken ,  dan  berekene  men  den  term  met  a^  in  de 
reeksontwikkeling  voor  den  weerstand  dien  het  lichaam  on- 
dervindt. 

15.  Door  Hertz  is  de  vormverandering  berekend ,  die 
plaats  heeft  wanneer  twee  isotrope  vaste  lichamen  met  eene 
gegevene  kracht  tegen  elkander  worden  gedrukt.  {Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  92,  p.  156, 
1881 ;  ook  opgenomen  in  Schriften  vermischten  Inhalts  ,  p.  155) 
Men  vraagt  eene  uitbreiding  van  dit  onderzoek  tot  anisotrope 
lichamen,   waarbij   men,   zoo  dit  wensohelijk  blijkt,  het  eene 


lichaam  isotroop  kan  onderstellen ,  en  zich  ,  wat  het  andere 
betreft,  tot  een  enkel  bijzonder  eenvoudig  geval  van  aniao- 
tropie  kan  beperken. 

Alle  beoefenaren  der  Wiskunde  worden  door  het  Bestuur 
uitgenoodigd ,  om  hunne  oplossingen  van  een  of  meer  dezer 
Yraagstukken  vóór  den  eersten  December  1904,  yrachtvrij 
aan  ondergeteekende ,  wonende  te  Amsterdam,  Yondelstraat 
104/,  in  te  zenden  ;  terwijl  in  het  bijzonder  de  Leden  van  het 
Genootschap  uitgenoodigd  worden ,  gelijke  inzendingen  te  doen 
van  zoodanige  Vraagstukken,  als  hun  geschikt  mochten  voor- 
komen ,  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te  worden  opgegeven. 
De  verdere  formaliteiten ,  bij  deze  inzendingen  in  acht  te  nemen, 
en  de  voorwaarden  van  prijsuitloving  zijn: 

I^.  De  in  te  zenden  stukken  moeten,  liefst  in  de  Neder- 
landsche  taal,  duidelijk  gesteld  en  met  eene  gemakkelijk 
leesbare  hand  geschreven  zijn;  terwijl  de  oplossing  van  elk 
vraagstuk  een  afzonderlijk  geschrift  moet  uitmaken,  waarvan 
de  bladen  slechts  aan  ééne  zijde  beschreven  zijn. 

2^.  De  oplossingen  van  de  voorgestelde  vragen,  en  de 
voorstellen,  bestemd  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te 
worden  opgegeven,  moeten  bij  de  inzending  vergezeld  gaan 
van  een  verzegeld  briefje,  waarin  de  naam  en  het  adres  des 
inzenders  vermeld  wordt,  en  dat  tot  opschrift  heeft  eene 
spreuk,  waarmede  elke  oplossing,  of  elk  opgegeven  voorstel, 
bij  dat  naambriefje  behoorende ,  zal  moeten  onderteekend  zijn. 

Is  een  opgegeven  vraagstuk  niet  oorspronkelijk,  maar  door 
den  inzender  uit  eenig  binnen-  of  buitenlaudsch  geschrift 
overgenomen,  dan  moet  zulks  bij  de  opgave  aangewezen 
worden. 

3^.  Bij  de  oplossingen  moeten  in  alles  gevolgd  worden  de 
bepalingen  en  omschrijvingen,  welke  het  Bestuur  noodig 
geoordeeld  heeft  bij  sommige  der  opgegeven  vraagstukken  te 
voegen;  behoudens  nochtans  de  bevoegdheid  der  oplossers, 
om  zoodanige  andere  oplossingen,  gevolgtrekkingen,  aanmer- 
kingen en  leeringen,  weike  het  Bestuur  niet  gevraagd  mocht 
hebben ,  er  bij  te  voegen ,  als  hun  in  den  loop  hunner 
beschouwingen  voor  den  geest  komen.  Zulke  bijvoegingen 
zullen,  indien  zij  eenige  verdienste  bezitten,  bij  de  beoor 
deeling  gunstig  in  aanmerking  genomen  worden. 


40.  De  uitslag  van  de  beoordeeling  der  oplossingen  en 
opgaven,  die  volgens  dit  Programma  worden  ingezonden,  zal 
op  de  Algemeene  Vergadering  van  het  jaar  1905  den  leden 
en  daarna  algemeen  worden  bekend  gemaakt;  terwijl  in  die 
Vergadering  de  naambriefjes,  tot  goedgekeurde  stukken  be* 
hoorende ,  geopend  en  voorgelezen ,  doch  de  overige  ongeopend 
verbrand  zullen  worden.  Voor  zoo  verre  er  onder  de  stukken , 
die  tot  een  zelfde  naambriefje  behooren,  eenige  voldoende  en 
andere  onvoldoende  bevonden  mochten  zijn ,  zal  van  de  laatste 
volstrekt  geene  melding  gemaakt  worden;  het  Bestuur  verbindt 
zich  daaromtrent  de  stipste  geheimhouding  in  acht  te  nemen. 
De  inzender  van  de  onvoldoend  gekeurde  stukken  zal  echter 
op  zijne  aanvrage,  bij  den  ondergeteekende,  gedurende  ééne 
maand  na  die  Algemeene  Vergadering,  een  uittreksel  uit  het 
rapport  der  beoordeeling,  voor  zooveel  die  afkeuring  betreft, 
kunnen  bekomen. 

50.  De  bekroonde  oplossingen  kunnen  in  het  Nieuw  Archief 
VOOR  Wiskunde  worden  opgenomen. 

6°.  Ieder  lid,  die  tien  der  voornoemde  prijsvragen  in 
het  zelfde  jaar ,  of  in  verschillende  jaren ,  voldoende  beant- 
woordt, verwerft  daardoor  den  rang  van  Lid  van  Ver- 
dienste, en  zal  als  zoodanig  ter  Algemeene  Vergadering 
geproclameerd  worden,  dadelijk  nadat,  bij  bet  openen  van  het 
naambriefje,  zijn  naam  zal  zijn  bekend  geworden. 

Amsterdam,  Op  last  van  het  bestuur, 

December  1903,  D.  J.  KORTE  WEG. 
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JAARLIJKSCHE  PRIJSVRAGEN . 

VOOR  HET  JAAB   1905, 

TER  BEANTWOORDING  UITGESCHREVEN 

DOOR  HET 

WISKUNDIG  GENOOTSCHAP: 

Een  onvermoeide  arbeid  komt  alles  te  boven» 

TE  AMSTERDAM. 

1.  Men  vraagt  alle  harmonische  differentiaalvergelijkingen 
te  bepalen  die  met  behulp  van  de  methode  van  Laplace 
geïntegreerd  kunnen  worden.  (Zie  Darboux,  „Legons  sur 
la  theorie  générale  des  swrfaces'\  2*  Partie,  (1889),  p.  217.) 

2.  In  de  „Oeuvres  complèies"  van  Abel  {Ed.  Sylow  et  Lie, 
I,  p.  20)  vindt  men  de  formule: 

q?  (x+y  V^^l)  +  (p  {x—yV—i  )  =  —  f  c''"^  v  dv  f<p}x  +  t)  e-^^  dt 


—  00  — 00 


Deze  formule  is  onjuist,  zooals  reeds  werd  opgemerkt  door 
Bbrtrand  (zie  de  aangehaalde  editie  der  „Oeuvres  complhtes'* 
van  Abel,  Notes,  II,  p.  290).  Men  vraagt  haar  te  ver- 
beteren. 


'}  Wij  vestigen  er  de  aandacht  op,  dat  sedert  enkele  jaren  de  in^zonden 
oplossingen  niet  meer  door  eene  andere  hand  dan  die  van  den  oplosser  behoeven 
geschreven  te  worden.  Wij  hopen,  dat  de  wegneming  van  deze  helemmorende 
bepaling  tot  vermeerdering  der  iazendingen  aanleiding  moge  geven. 


-rr — z TT. ir  dO  als 

(P+1  — 2ifcco8Ö)' 
o 

functie  van  s  en  van  x  te  onderzoeken. 

4.  Men  vraagt  te  bepalen ,  liefst  over  het  geheele  veld  en 
in  elk  geval  in  de  nabijheid  van  den  oorsprong,  het  beloop 
der  krommen  voorgesteld  door  de  differentiaalvergelijking  : 


{ay  +  bx^+ cxy +dy^) 


m- 


dxl 


+  {ey+fx^  +  gxy+hy^)£  =  0. 


Zie  omtrent  de  beteekenis  van  dit  vraagstuk  voor  de  kennis 
van  den  loop  der  kromtelijnen  in  de  nabijheid  van  een  dubbel- 
ombilikaalpunt :  Veral,  Kon.  Akad.v.  Wet,  Dl  13,  Nov.  1904, 
p.  393.  (Zie  ook  de  Engelsche  vertaling  Proc.  Kon.Akad,,  Dl,  7, 
Dec.  1904 ,  wegens  de  aldaar  toegevoegde  noot.)  Daarbij  valt 
op  te  merken  dat  de  daar  optredende  coëfficiënten  niet  ge- 
heel van  elkander  onafhankelijk  zijn.  Tusschen  hen  bestaat 
namelijk  eene  betrekking  hier  overeenkomende  met : 
g  =  2b  —  2d.  Zoo  deze  betrekking  een  belangrijken  invloed 
uitoefent  op  het  gevraagde  beloop ,  dient  dit  bijzonder  geval 
nader  te  worden  beschouwd.  Overigens  kan  men  zich  bepalen 
tot  het  onderzoek  dpr  algemeene  gevallen  welke  geene  bij* 
zondere  betrekkingen  tusschen  de  coëfficiënten  onderstellen 
en  de  daartusschen  bestaande  overgangsgevallen ,  zoo  er 
meerdere  algemeene  gevallen  te  onderscheiden  zijn. 

5.  In  onze  ruimte  vormen  de  hoekpunten  van  het  dode- 
kaeder  tweemaal  genomen  de  hoekpunten  van  vijf  gelijk- 
middelpuntige  even  groote  kuben.  Gevraagd  voor  de  ruimten 
tot  en  mét  die  van  twintig  afmetingen  een  volledige  opgaaf 
der  met  bovenstaande  stelling  analoge  betrekking  tusschen 
de  hoekpunten-groepen  van  twee  regelmatige  polytopen  eener 
zelfde  ruimte. 

6.  Aan  te  geven ,  welke  verschillende  soorten  van  meet- 
kundige plaatsen  en  omhullenden  van  punten,  lijnen,  vlak- 
ken en  ruimten  met  drie  afmetingen  in  de  ruimte  met  vier 
afmetingen  denkbaar  zijn  en  de  eenvoudigste  van  deze  in 
haar  ontstaan  en  eigenschappen  te  schetsen. 

(Men  vergelijke  o.a.  de  verhandeling  van  G.  Veronese  in 
het  19°  deel  der  Math.  Annalen). 


7.  De  raaklijnen  eener  kegelsnede  zijn  gerangschikt  in  de 
groepen  eener  involutie  van  den  graad  n.  Men  \  raagt  een 
onderzoek  naar  de  eigenschappen  der  kromme,  welke  de 
onderlinge  snijpunten  van  de  rechten  eener  groep  bevat. 
Daarbij  vooral  te  letten  op  de  bijzonderheden,  die  zich 
voordoen  als  de  involutie  groepen  met  meer  dan  één  dub- 
belelement  of  andere  niet  in  eene  algemeene  involutie 
voorkomende  bijzonderheden  bevat. 

8.  Men  beschouwt  twee  in  verschillende  vlakken  gelegen 
stralenbundels,  waartusschen  eene  verwantschap  (m,  n)  bestaat. 
Gevraagd  wordt  een  onderzoek  van  het  stralencomplex , 
gevormd  door  de  rechten,  welke  elk  op  twee  overeenkom- 
stige stralen  der  gegeven  bundels  rusten. 

9.  Met  den  naam  „pan-algebraïsche"  krommen  bestempelt 
Ging  Loria  {Spezielle  algebraïsche  und  transcendente  ebene 
Kurven^  Teubner,  1902,  blz.  724)  de  integraalkrommen  van 
eene  diflTerentiaalvergelijking  der  eerste  orde  van  den  vorm : 


waar  /r(«,  y)  eene  geheele  stelkundige  functie  voorstelt.  Tot 
de  hierdoor  aangewezen  groep  behooren,  behalve  de  alge- 
braïsche krommen,  nagenoeg  alle  bekende  transcendente 
krommen. 

Men  vraagt  transformaties  op  te  sporen  en  te  onderzoeken, 
die  eene  pan-algebraïsche  kromme  in  eene  kromme  omzetten, 
welke  weder  pan-algebraïsch  is. 

10.  Eene  figuur  van  onveranderlijke  gedaante  beweegt 
zich  zoo  in  haar  vlak  dat  een  punt  P  dier  figuur  eene  vaste 
kromme  C  van  het  vlak  doorloopt ,  terwijl  eene  rechte  lijn 
der  figuur,  op  welke  lijn  P  gelegen  is,  steeds  door  een  vast 
punt  O  van  het  vlak  gaat.  Wanneer  voor  de  kromme  O 
de  PtüCKER'sche  getallen  gegeven  zijn,  vraagt  men  die  ge- 
tallen voor  de  beide  poolkrommen,  die  bij  deze  beweging 
optreden ,  te  bepalen  en  na  te  gaan  welke  wijzigingen  deze 
getallen  ondergaan,  wanneer  de  kromme  C  een  bijzonderen 
stand  inneemt  ten  opzichte  van  de  lijn  en  de  imaginaire 
cirkelpunten  in  het  oneindige. 


11.  Een  onveranderlijk  lichaam  beweegt  zich  zoodanig 
dat  het  vrijheid  van  den  vierden  graad  bezit.  Alsdan 
vormen  de  schroefassen,  om  welke  het  zich  bewegen  kan, 
een  complex  van  den  tweeden  graad ,  welks  singulier  opper- 
vlak eene  cylindroïde  is.  Dit  complex  bevat  oo'  congru- 
enties (3,2) ,  die  de  assen  voorstellen ,  om  welke  een  lichaam 
met  vrijheid  van  den  derden  graad  zich  bewegen  kan.  Zij 
laten  zich  door  de  methode  van  Caporali  afbeelden  als 
00  •  oppervlakken  van  den  vierden  graad  (F*)  met  dubbel- 
kegelsnede,  die  met  elkander  de  dubbelkegelsnede,  de 
enkelvoudige  kegelsnede  en  eene  rechte  lijn ,  die  beide  snijdt, 
gemeen  hebben.  Men  verlangt:  1^  eene  beschouwing  van 
verschillende  enkelvoudig  en  tweevoudig  oneindige  stelsels 
oppervlakken  F*,  die  onder  de  oo  ^  oppervlakken  kunnen 
voorkomen ;  2^  de  verklaring  der  betcekenis ,  die  de  gevon- 
den stelsels  voor  de  beweging  van  het  lichaam  hebben. 

(Zie  omtrent  een  en  ander  de  verhandeling  van  Prof.  J. 
Cakdinaal,  Archives  Néerlandaises ,  Série  II,  T.  VI  (1901), 
p.  117—126.) 

12.  Een  rechte  a  beweegt  zich  zoodanig,  dat  vier  harer 
punten  in  onveranderlijke  platte  vlakken  blijven.  Deze 
beweging  is  o.  a.  onderzocht  door  Mannheim,  Halphen, 
ScHÖNFLiEs;  uit  dit  onderzoek  blijkt,  dat  a  een  regel  vlak 
van  den  vierden  graad  beschrijft.  Men  verlangt  een  nauw- 
keurig onderzoek  naar  den  aard  van  dit  regelvlak,  de 
plaats  die  het  in  eene  bekende  classificatie  inneemt,  zijne 
veelvoudige  kromme,  enz. 

(Vergelijk  ScHOENFLi ES,  Geometrie  der  Bewegung ,  Teubner. 
(1886),  p.  185  en  volg.;  Mannheim,  Geometrie  dnimaiique, 
Gauthier-Villars  (1894),  p.  169  en  volg.) 

13.  Men  vraagt  een  onderzoek  naar  het  complex  ge- 
vormd door  de  lijnen  die  zoodanig  gekozen  worden  dat 
wanneer  een  lichaam  van  onveranderlijke  gedaante,  zich  op 
eene  gegeven  wijze  bewegende,  plotseling  gedwongen  wordt 
om  zulk  eene  lijn  als  as  te  wentelen,  bijv.  doordat  het  in 
twee  zijner  punten  vastgehouden  wordt,  de  levende  kracht 
der  wenteling  eene  gegevene  fractie  zij  der  oorspronkelijke 
levende  krach  t« 


14.  Men  verlangt  een  onderzoek  naar  de  beweging  eener 
onbegrensde  onsamendrukbare  vloeistof  met  wrijving,  in 
welke  een  bolvormig  lichaam  zich  met  standvastige  snelheid 
a  voortbeweegt ;  de  vloeistof  wordt  ondersteld  niet  langs  het 
lichaam  te  glijden. 

Men  wenscht  daarbij  in  de  eerste  plaats  uitgemaakt  te 
zien,  hetzij  door  eene  algemeene  beschouwing,  hetzij,  zoo 
dit  middel  tot  het  doel  kan  leiden,  met  behulp  van  reeks- 
ontwikkelingen naar  de  opklimmende  machten  van  a,  waarbij 
slechts  een  beperkt  aantal  termen  in  aanmerking  wordt 
genomen,  of  inderdaad,  zooals  Kortbweg  verwachtte  (Phil. 
Magazine  (5),  vol.  16,  p.  118,  1883),  geen  stationaire  toe- 
stand kan  worden  gevonden,  zoodra  men  de  tweede  en 
hoogere  machten  der  snelheden  in  rekening  brengt.  Mocht 
zulk  een  toestand  wel  mogelijk  blijken,  dan  berekene  men 
den  term  met  a^  in  de  reeksontwikkeling  voor  den  weerstand 
dien  het  lichaam  ondervindt. 

15.  Door  Hertz  is  de  vormverandering  berekend,  die 
plaats  heeft  wanneer  twee  isotrope  vaste  lichamen  met  eene 
gegevene  kracht  tegen  elkander  worden  gedrukt  {Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  92,  p.  156, 
1881 ;  ook  opgenomen  in  Schriften  vermischien  InhalU,  p.  155). 
Men  vraagt  eene  uitbreiding  van  dit  onderzoek  tot  anisotrope 
lichamen,  waarbij  men,  zoo  dit  wenschelijk  blijkt,  het  eene 
lichaam  isotroop  kan  onderstellen ,  en  zich ,  wat  het  andere 
betreft,  tot  een  enkel  bijzonder  eenvoudig  geval  van  aniso^ 
tropie  kan  beperken. 


Alle  beoefenaren  der  Wiskunde  worden  door  het  Bestuur 
uitgenoodigd ,  om  hunne  oplossingen  van  een  of  meer  dezer 
Vraagstukken  vóór  den  eersten  December  1905,  vrachtvrij 
aan  ondergeteekende,  wonende  te  Amsterdam ,  Vondelstraat 
104/,  in  te  zenden;  terwijl  in  het  bijzonder  de  Leden  van 
het  Genootschap  uitgenoodigd  worden,  gelijke  inzendingen 
te  doen  van  zoodanige  Vraagstukken,  als  hun  geschikt 
mochten  voorkomen,  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te 
worden  opgegeven.    De  verdere  formaliteiten ,  bij  deze  inzei»- 
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dingen  in  acht  te  nemen,  en  de  voorwaarden  van  prijsuit- 
loving  zijn: 

P.  De  in  te  zenden  stukken  naoeten,  liefstin  de  Neder- 
landsche  taal,  duidelijk  gesteld  en  met  eene  gemakkelijk 
leesbare  hand  geschreven  zijn;  terwijl  de  oplossing  van 
elk  vraagstuk  een  afzonderlijk  geschrift  moet  uitmaken, 
waarvan  de  bladen  slechts  aan  ééne  zijde  beschreven  zijn. 

2®.  De  oplossingen  van  de  voorgestelde  vragen,  en  de 
voorstellen,  bestemd  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te 
worden  opgegeven ,  moeten  bij  de  inzending  vergezeld  gaan 
van  een  verzegeld  briefje ,  waarin  de  naam  en  het  adres  des 
inzenders  vermeld  wordt,  en  dat  tot  opschrift  heeft  eene 
spreuk,  waarmede  elke  oplossing,  of  elk  opgegeven  voorstel, 
bij  dat  naambriefje  behoorende ,  zal  moeten  onderteekend  zijn. 

Is  een  opgegeven  vraagstuk  niet  oorspronkelijk,  maar  door 
den  inzender  uit  eenig  binnen-  of  buitenlandsch  geschrift 
overgenomen,  dan  moet  zulks  bij  de  opgave  aangewezen 
worden. 

3^.  Bij  de  oplossingen  moeten  in  alles  gevolgd  worden  de 
bepalingen  en  omschrijvingen,  welke  het  Bestuur  noodig 
geoordeeld  heeft  bij  sommige  der  opgegeven  vraagstukken 
te  voegen;  behoudens  nochtans  de  bevoegdheid  der  oplossers, 
om  zoodanige  andere  oplossingen ,  gevolgtrekkingen ,  aan- 
merkingen en  leeringen,  welke  het  Bestuur  niet  gevraagd 
mocht  hebben,  er  bij  te  voegen  ,  als  hun  in  den  loop  hunner 
beschouwingen  voor  den  geest  komen.  Zulke  bijvoegingen 
zullen,  indien  zij  eenige  verdienste  bezitten,  bij  de  beoor- 
deeling gunstig  in  aanmerking  genomen  worden. 

4°.  De  uitslag  van  de  beoordeeling  der  oplossingen  en 
opgaven ,  die  volgens  dit  Programma  worden  ingezonden ,  zal 
op  de  Algemeene  Vergadering  van  het  jaar  1906  den  leden 
en  daarna  algemeen  worden  bekend  gemaakt;  terwijl  in  die 
Vergadering  de  naambriefjes,  tot  goedgekeurde  stukken 
behoorende ,  geopend  en  voorgelezen ,  doch  de  overige  onge- 
opend verbrand  zullen  worden.  Voor  zoo  verre  er  onder 
de  stukken,  die  tot  een  zelfde  naambriefje  behooren,  eenige 
voldoende  en  andere  onvoldoende  bevonden  mochten  zijn, 
zal  van  de  laatste  volstrekt  geene  melding  gemaakt  worden ; 


het  Bestuur  verbindt  zich  daaromtrent  de  stipste  geheim- 
houding in  acht  te  nemen.  De  inzender  van  de  onvoldoend 
gekeurde  stukken  zal  echter  op  zijne  aanvrage,  bij  den 
ondergeteekende,  gedurende  ééne  maand  na  die  Algemeene 
Vergadering ,  een  uittreksel  uit  het  rapport  der  beoordeeling, 
voor  zooveel  die  afkeuring  betreft,  kunnen  bekomen. 

5^  De  bekroonde  oplossingen  kunnen  in  het  Nieuw 
Archief  voor  Wiskunde  worden  opgenomen. 

6°.  Ieder  lid,  die  tien  der  voornoemde  prijsvragen  in 
hetzelfde  jaar,  of  in  verschillende  jaren,  voldoende  beant- 
woordt, verwerft  daardoor  den  rang  van  Lid  van  Ver- 
dienste, en  zal  als  zoodanig  ter  Algemeene  Vergadering 
geproclameerd  worden,  dadelijk  nadat,  bij  het  openen  van 
het  naambriefje,  zijn  naam  zal  zijn  bekend  geworden. 

Amsterdam,  Op  last  van  het  Bestuur, 

December   1904.  D.  J.  KORTEWEG. 
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JAARLIJKSCHE  PRIJSVRAGEN , 

VOOR  HKT  JAAR   1906, 

TER  BEANTWOORDING  UITGESCHREVEN 

DOOR  HBT 

WISKUNDIG  GENOOTSCHAP: 

Een   onvermoeide   arbeid   komt   alles   te  boven, 

TE  AMSTERDAM. 

1.  Men  vraagt  alle  harmoniBche  differentiaal-yergelgkingen 
te  bepalen  die  met  behulp  van  de  methode  van  Laplacb 
geïntegreerd  kunnen  worden.  (Zie  Dabboux,  ^Legons  sur 
la  theorie  générale  des  surfaces'^  2«  Partie,  (1889),  p.  217.) 

2.  In  de  „  (Euvres  camplètes*^  van  Abel  (Éd.  Sylow  et  Lie  , 
I,  p.  20)  vindt  men  de  formule: 


—  00  — 00 


Deze  formule  is  onjuist,  zooals  reeds  werd  opgemerkt  door 
Bertrand  (zie  de  aangehaalde  editie  der  j,  (Euvres  complètes** 
van  Abel,  Notes,  II ^  p.  290).  Men  vraagt  haar  te  ver- 
beteren. 


M  Wy  T6Btigên  er  de  aandacht  op,  dat  aedert  eenige  jaren  de  ing^xonden 
oplossingen  niet  meer  door  eene  andere  hand  dan  die  van  den  oploaser  behoeven 
geechreTen  te  wprden.  Wij  hopen,  dat  de  wegneming  van  deie  belemmerende 
bepaling  tot  vermeei dering  der  inxendingen  aanleiding  moge  geven. 


3.  Aan  het  slot  van  §  2  zijner  verhandeiinf^ :  ,Ueber  die 
Darstellharkeit  einer  Function  durch  einetrigonometrische  Reihe*' 
{Oea.  Werkty  2e  Aufl.^  8.  234)  spreekt  Ribmakn  de  Tolgende 
stelling  uit: 

Als   eene  periodieke  functie  f{x)  van  de  bestaanbare  yeran 
derlgke  x  gegeven  is,  bestaat  er  altjjd  eene  functie  ^x  +  *y)» 
die   eindig   is  voor  y  >  O  en  die  voor  y  «=  O  overgaat  in  f{x). 

Het  bewijs  soude  in  Riemank's  proefschrift;  te  vinden  zijn. 

De  aandacht  werd  op  deze  stelling  gevestigd  door  Schwarz 
{Qes.  Werke  II,  8.  189,  Note)  en  in  zgne  briefwisseling  met 
Hbrmitb  twijfelt  8tibltjb8  beslist  aan  de  juistheid  er  van 
{Carrespondanee  (THermite  et  de  Stieltjes.  I,  p.  216,  219). 
Volgens  8T1BLTJB8  zoude  de  stelling  slechts  bij  uitzondering 
kunnen  gelden.     Men  vraagt  in  deze  een  nader  onderzoek. 

4.  Men  vraagt  te  bepalen,  niet  alleen  in  de  nabgheid  van 
den  oorsprong  maar  ook  over  bet  geheele  veld ,  het  beloop  der 
krommen  voorgesteld  door  do  differontiaalvergelgking : 

(ay  +  bx'+cxy-^  ^y'^[(è)'"  l]+(^y +  /ir»  +  i7^-»-Ay»)2  =  0. 

Zie  omtrent  de  beteekenis  van  dit  vraagstuk  voor  de  kennis 
van  den  loop  der  kromtelijnen  in  de  nabijheid  van  oen  dubbel- 
ombilikaalpunt :  Veral.  Kon.  Akad.  v.  IVet.j  DL  13  Nov.  1904, 
p.  893.  (Zie  ook  de  Engelsche  vertaling  Prac.  Kon.  Akad.y  DL  7  , 
Dec.  1904,  wegens  de  aldaar  toegevoegde  noot.)  Daarbg  valt 
op  te  merken,  dat  de  daar  optredende  coëflSciënten  niet  geheel 
van  elkander  onafhankelijk  zgn*  Tusschen  hen  bestaat  namelgk 
eene  betrekking  hier  overeenkomende  met i  g^2b  --  d.  Zoo 
deze  betrekking  een  belangrgken  invloed  uitoefent  op  het 
gevraagde  beloop,  dient  dit  bgzonder  geval  nader  te  worden 
beschouwd.  Overigens  kan  men  zich  bepalen  tot  het  onder- 
zoek der  algemeene  gevallen ,  welke  geene  bijzondere  betrek- 
kingen tusschen  de  co8fficiênten  onderstellen,  en  de  daartusschnn 
bestaande  overgangsgevallen ,  zoo  er  meerdere  algemeene  ge- 
vallen te  onderscheiden  zgn. 

Voorts  kan  men  raadplegen  voor  het  beloop  in  de  nabijheid 
van  den  oorsprong:  A.  Wahlorbk,  „8ur  la  forme  des  lignes 
de  courbure  dans  Ie  voisinage  d'un  ombilic*'  {Arkiv  f^r  Mat. 
Astr.  och  Fy$.    Bd.  1 ,  1903 ,  p.  43) ,  aldaar  pp.  52—56. 


8 

5.  Gevraagd  wordt  ie  onderzoeken  het  minimaaloppervlak , 
dat  door  eene  gewone  Bcbroeflyn  gaat  en  welks  raakvlakken 
in  de  punten  der  achroeflgn  evenwijdig  zgn  aan  eene  gegevene 
rechte  Ign. 

6.  In  de  ruimte  zijn  rier  punten  willekeurig  gegeven. 
Gevraagd  de  meetkundige  plaats  van  de  assen  der  omwente- 
lingscylinders  door  die  punten. 

7.  In  een  ruimte  Ra  is  een  bundel  van  kwadratische  gebo- 
gen ruimten  gegeven.  Wordt  gevraagd  de  meetkundige  plaats 
van  het  middelpunt,  van  de  hoofdassen,  van  de  hoofdvlakken 
en  de  omhullende  van  de  hoofdruimten.  Eveneens  de  meet- 
kundige plaats  van  de  toppen  en  van  de  twee-  en  driedimen- 
sionale hoofddoorsneden. 

Voor  eenige  onderdeden  van  het  overeenkomstige  vraagstuk 
in  drie  afmetingen  vergelijke  men:  Vêrsl.  Kan.  Akad.  v.  WeLy 
DL  18,  1904/05,  pp.  411,  587  en  780. 

8.  In  zijn  studie  ,,Zur  Geometrie  der  Zahlen"  (Verhand- 
lungen  def  dritten  internationalen  Mathematikerkongresses  ^ 
Reidelberg,  1904,  vergelijk  Bev.  sem.  XIII  2,  p.  161),  stelt 
H.  Mi5icow8Ki  de  volgende  vraag,  die  verband  houdt  met  de 
theorie  der  kristalstruktuur : 

„Wij  denken  ons  in  de  ruimte  een  grondlichaam  willekeurig 
gegeven  en  stellen  nu  in  de  ruimte  een  oneindig  aantal  hiermee 
kongniente  en  evenwijdig  georiënteerde  lichamen  zoo  op,  dat 
hunne  zwaartepunten  een  parallelopipedumvormig  puntstelsel 
vormen  en  niet  twee  der  lichamen  elkaar  gedeeltelgk  door- 
dringen. Onder  welke  omstandigheden  is  de  ruimtevulling  zoo 
volkomen  mogelgk?" 

Yoor   het   geval    van  het  octaeder  wordt  de  oplossing  door 

figuren  aangewezen;  de  ruimteyuUingsgraad  bedraagt  dan  —  * 
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Men  vraagt  bovenstaande  uitkomst  af  te  leiden  en  het  vraag- 
stuk met  de  er  mede  verbondene  opmerkingen  op  andere  lichamen 
en  op  vierdimensionale  cellen  en  meerdimensionale  polytopen 
uit  te  breiden. 

9  Het  aantal  rechte  lijnen ,  gdegen  op  een  oppervlak  van 
den  n^^  graad ,  dat  geen  reg^lvlak  is,  kan  nietgrooter  zijn  dan 
n(lln  — 24).  (Vergelijk  bijv.  Salmok-Fiedler ,  Analytiêche 
Geometrie    des    Raumes,    T.    II,    3«  Auflage,    1880,   8.  684). 


Yoor  n  =  4  wordt  dit  80.  Men  Traaft  nu  te  onderzoekeQ ,  of 
werkelgk  bikwadratiBohe  oppervlakken  bestaan»  waarop  80 
rechte  lijnen  gelegen  zgn ,  of  zoo  dit  niet  het  geval  mooht  sgn , 
welk  het  grootste  aantal  rechte  lijnen  is,  die  op  een  bikwar 
dratisch  oppervlak  kunnen  liggen. 

10.  De  raaklgnen  eener  kegelsnede  zgn  gerangschikt  in  de 
groepen  eener  involutie  van  den  graad  n.  Hen  vraagt  een 
onderzoek  naar  de  eigenschappen  der  kromme ,  welke  de 
onderlinge  sngpunten  van  de  rechten  eener  groep  beyat. 
Daarbg  vooral  te  letten  op  de  bijzonderheden,  die  zich  voor- 
doen als  de  involutie  groepen  met  meer  dan  één  dubbelelement 
of  andere  niet  in  eene  algemeene  involutie  voorkomende 
bijzonderheden  bevat. 

11.  In  een  bewegend  stelsel  S  vormen  de  punten,  welker 
banen  4- puntig  rakende  osoulatie vlakken  bezitten,  een  cubinch 
oppervlak  S'.  Op  8*  liggen:  de  oubische  kromme,  die  de 
meetkundige  plaats  is  der  buigpunten  van  de  banen  harer 
punten ;  de  kromme  van  den  zesden  graad ,  die  de  meetkundige 
plaats  is  der  punten ,  welker  banen  6-puntig  rakende  osculatie- 
vlakken  bezitten,  en  de  kromme  van  den  zesden  graad,  die 
de  meetkundige  plaats  is  der  punten,  welker  banen  4-puntig 
rakende  kromtecirkels  bezitten. 

Wordt  gevraagd  te  onderzoeken ,  of  dit  oppervlak  S'  alge- 
meen is,  dan  wel  of  het  bgzonderheden  bevat  en  het  tjpe, 
waartoe  het  behoort,  te  omschrgven;  een  gelijk  onderzoek» 
waaruit  dus  de  karakteristieke  getallen  volgen ,  wordt  gevraagd 
voor  de  drie  genoemde  krommen. 

Vergelijk  Sohoenflies,  Geometrie  der  Bewegung  ^  p.  138 
vgg. ;  Sturm  ,  Synthetische  Untersuchungen  über  Fldchen  drüter 
Ordnung^  p.  202  vgg. 

12.  Het  is  duidelgk,  dat  een  zeker  aantal  gelijke  elkander 
afstootende  materieele  ponten  aan  de  binnenvlakte  van  een 
volkomen  gladden  bol  op  meer  dan  ééne  wijze  kunnen  worden 
geplaatst  zoodanig ,  dat  zij  in  evenwicht  zijn.  Zoo  bgv.  zes 
punten,  zoowel  in  de  hoekpunten  van  een  regelmatigen  zeshoek, 
als  in  die  van  eene  regelmatige  vijf  hoekige  pyramide,  van  een 
rechthoekig  driezgdig  prisma,  van  een  regelmatig  octaêder 
en  wellicht  nog  op  andere  wijzen. 


Men  vraagt  nu  na  te  gaan  de  mogelyke  eYenwioht86guren 
van  n  zoodanig  geplaatste  punten ,  die  elkander  volgens  de 
m^  macht  van  den  afstand  afstooten,  en  deze  op  hunne  stabiliteit 
te  onderzoeken ;  minstens  tot  en  met  het  geval  n  =  7. 

13.  In  het  Arkiv  for  Mat.  Astr.  och  Fys.  Bd.  2,  No.  11, 
komt  eene  verhandeling  voor  van  Walfrid  Ekman  ,0n  the  influ- 
ence  of  the  earth's  rotation  on  ocean  currents.'*  Daarin  wordt 
vooreerst  behandeld  het  geval  van  een  onsamendrukbare , 
homogene  vloeistofmassa  .  bedekkende  een  oneindig  uitgebreide, 
platte,  om  eene  bepaalde  verticale  as  roteerende  aarde  en 
onderworpen  Ie  aan  eene  (verticale)  homogeen  verdeelde 
zwaartekracht ,  2e  aan  wrijvingskrachten ,  welke  kunnen  worden 
gekarakteriseerd  door  een  enkelen  standvastigen  wrgvings- 
coëfficiënt,  3e  aan  een  homogeen  over  de  geheele  oppervlakte 
verdeelden  tangentieelen  winddruk,  4e  aan  een  (uit  eene 
geringe  constante  helling  der  oppervlakte  voortvloeiend)  homo- 
geen verdeeld  druk  verval.  Verder  wordt  getracht  door  het 
stellen  van  eene  grensvoorwaarde  het  probleem  uit  te  breiden 
tot  het  geval  dat  de  vloeistof  naar  ééne  of  meer  zijden  be- 
grensd is. 

De  bedoelde  grensvoorwaarde,  daarin  bestaande  dat  de 
totale  vloeistofverplaatsing  door  eene  verticale  strook  der  begren- 
zing nul  is ,  brengt  de  vereenvoudiging  met  zich,  dat  ook  thans 
nog  van  verticale  bewegingen  in  de  vloeistof  kan  worden 
afgezien,  doch  doet  klaarblijkelijk  aan  de  strengheid  der  oplos- 
sing te  kort,  daar  zg  had  moeten  uitdrukken»  dat  in  elk  punt 
de  vloeistofverplaatsing  door  de  begrenzing  nul  zal  zgn. 

Oevraagd  wordt  in  de  eerste  plaats :  bij  de  behandeling  van 
het  laatste  probleem  de  grensvoorwaarde  te  verscherpen  en,  in 
verband  daarmede ,  ook  de  verticale  beweging  te  beschouwen ; 
in  de  tweede  plaats :  in  het  eerstgenoemde  probleem  de  oneindig 
uitgebreide  platte  aarde  met  gegeven  tangentieelen  winddruk 
en  helling  der  vloeistofoppervlakte  te  vervangen  door  eene 
eindige  bolvormige  aarde  met  eene  of  andere  eenvoudige  ver- 
deeling van  den  tangentieelen  winddruk  als  gegeven;  in  de 
derde  plaats:  dit  laatste  onderzoek  uit  te  breiden  tot  het  geval 
van  eene  begrenzing  der  vloeistofmassa  volgens  twee  meridianen. 

Ook  de  beantwoording  van  eene  enkele  der  hier  gestelde 
vragen  kan  voor  bekroning  in  aanmerking  komen. 
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14.  Men    verlangt   een    onderzoek  naar  de  beweging  eener 

onbegrensde  onsamendrukbaro  rloeistof  met  wrgving,  in  welke 
een  bolvormig  lichaam  zich  met  standvastige  snelheid  a  voort- 
beweegt; de  vloeistof  wordt  ondersteld  niet  langs  het  lichaam 
te  glijden. 

Men  wenscht  daarbg  in  de  eerste  plaats  uitgemaakt  te 
zien»  hetzij  door  éene  algemeone  beschouwing,  hetzij,  zoo 
dit  middel  tot  het  doel  kan  leiden,  met  behulp  van  reeks- 
ontwikkelingen naar  de  opklimmende  machten  van  a ,  waarbij 
slechts  een  beperkt  aantal  termen  in  aanmerking  wordt 
genomen,  of  inderdaad,  zooals  Kortewbo  verwachtte  {Phil. 
Mag.  (5),  vol.  16,  p.  118,  1883),  geen  stationaire  toe- 
stand kan  worden  gevonden ,  zoodra  men  de  tweede  en 
hoogere  machten  der  snelheden  in  rekening  brengt.  Mocht 
zulk  een  toestand  wel  mogelgk  blijken,  dan  berekene  men 
den  term  met  a'  in  de  reeksontwikkeling  voor  den  weerstand , 
dien  het  lichaam  ondervindt. 

15.  Door  Hertz  is  de  vormverandering  berekend,  die 
plaats  heeft  wanneer  twee  isotrope  vaste  lichamen  met  eene 
gegevene  kracht  tegen  elkander  worden  gedrukt.  (Jourmü 
für  die  reine  und  angewandte  Mathtmatik^  Bd.  92,  p.  156, 
1881 ;  ook  opgenomen  in  Schriften  vermiêchten  Inkalts^  p.  155). 
Men  vraagt  eene  uitbreiding  van  dit  onderzoek  tot  anisotrope 
lichamen,  waarbij  men,  zoo  dit  wenschelgk  blijkt,  het  eene 
lichaam  isotroop  kan  onderstellen ,  en  zich ,  wat  het  andere 
betreft,  tot  een  enkel  bijzonder  eenvoudig  geval  van  aniao- 
tropie  kan  beperken. 


Alle  beoefenaren  der  Wiskunde  worden  door  het  Bestuur 
uitgenoodigd ,  om  hunne  oplossingen  van  een  of  meer  dezer 
Vraagstukken  vóór  den  eersten  December  1906,  vracht  vrij 
aan  ondergeteekende,  wonende  te  Amsterdam,  Vondelstraat 
104/,  in  to  zenden;  terwijl  in  het  bijzonder  de  leden  van 
het  Genootschap  uitgenoodigd  worden,  gelijke  inzendingen 
te  doen  van  zoodanige  Vraagstukken,  als  hun  geschikt 
mochten  voorkomen,  om  in  het  vervolg  als  Prgsvragen  te 
worden  opgegeven.  De  verdere  formaliteiten,  bg  deze  inzen- 
dingen in  acht  te  nemen,  en  de  voorwaarden  van  prgsuit- 
loving  zijn: 


P.  De  in  te  zenden  stukken  moeten ,  liefst  in  de  Neder-* 
landsche  taal,  duidelgk  gesteld  en  met  eene  gemakkelijk 
leesbare  hand  geschreven  zijn;  terwijl  de  oplossing  yan 
elk  vraagstuk  een  afzonderlijk  geschrift  moet  uitmaken, 
waarvan  de  bladen  slechts  aan  ééne  zijde  beschreven  zijn. 

29.  De  oplossingen  van  de  voorgestelde  vragen ,  en  de 
voorstellen,  bestemd  om  in  het  vervolg  als  Prijsvragen  te 
worden  opgegeven,  moeten  bij  de  inzending  vergezeld  gaan 
van  een  verzegeld  briefje,  waarin  de  naam  en  het  adres  des 
inzenders  vermeld  wordi,  en  dat  tot  opschrift  heeft  eene 
spreuk,  waarmede  elke  oplossing,  of  elk  opgegeven  voorstel, 
bij  dat  naambrieQe  behoorende,   zal  moeten  onderteekend  zjjn. 

Is  een  opgegeven  vraagstuk  niet  oorsproiikelyk ,  maar  door 
den  inzender  uit  eenig  binnen-  of  buitenlandsoh  geschrift 
overgenomen,  dan  moet  zulks  bij  de  opgave  aangewezen 
worden. 

30.  Bij  de  oplossingen  moeten  in  alles  gevolgd  worden  de 
bepalingen  en  omschrijvingen,  welke  het  Bestuur  noodig 
geoordeeld  heeft  bjj  sommige  der  opgegeven  vraagstukken 
te  voegen;  behoudens  nochtans  de  bevoegdheid  der  oplossers, 
om  zoodanige  andere  oplossingen,  gevolgtrekkingen,  aan- 
merkingen en  leeringen,  welke  het  Bestuur  niet  gevraagd 
mocht  hebben,  er  bij  te  voegen,  als  hun  in  den  loop  hunner 
beschouwingen  voor  den  geest  komen.  Zulke  bijvoegingen 
zullen,  indien  zg  eenige  verdienste  bezitten,  bij  de  beoordeeling 
gunstig  in  aanmerking  genomen  worden. 

4^.  De  uitslag  van  de  beoordeeling  der  oplossingen  en 
opgaven,  die  volgens  dit  Programma  worden  ingezonden,  zal 
op  de  Algemeene  Vergadering  van  het  jaar  1907  den  leden 
en  daarna  algemeen  worden  bekend  gemaakt;  terwijl  in  die 
Vergadering  de  naambrieQes,  tot  goedgekeurde  stukken 
behoorende.  geopend  en  voorgelezen,  doch  de  overige  onge- 
opend verbrand  zullen  worden.  Voor  zoo  verre  er  onder 
de  stukken,  die  tot  een  zelfde  naambrie^e  behooren,  eenige 
voldoende  en  andere  onvoldoende  bevonden  mochten  zgn, 
zal  van  de  laatste  volstrekt  geene  melding  gemaakt  worden; 
het  Bestuur  verbindt  zich  daaromtrent  de  stiptste  geheim- 
houding in  acht  te  nemen.  De  inzender  van  de  onvoldoend 
gekeurde    stukken    zal    echter    op    zijne    aanvrage  ^    bij    den 
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ondergoteokendo,  gedurende  óéne  maand  na  die  Algemeene 
Vergadering,  een  uittreksel  uit  het  rapport  der  beoordeeling, 
▼oor  zooveel  die  afkeuring  betreft,  kunnen  bekomen. 

5^.  De  bekroonde  oplossingen  kunnen  in  het  Nieuw 
Archief  voor  Wiskunde  worden  opgenomen. 

6^  Ieder  lid,  die  tien  der  voornoemde  prijsvragen  in 
hetzelfde  jaar,  of  in  verschillende  jaren,  voldoende  beant- 
woordt »  verwerft  daardoor  den  rang  van  Lid  van  Ver- 
dienste, en  zal  als  zoodanig  ter  Algemeene  Vergadering 
geproclameerd  worden ,  dadelijk  nadat ,  bij  het  openen  van 
het  naambrieQe,  zijn  naam  zal  zijn  bekend  geworden. 

Amsterdam,  Op  last  van  het  Bestuur, 

December    1905.  D.  J.  EORTEWEQ. 
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